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ALLE  EECHTE, 
EINSCHLLESSLICH  DES  ÜBEESETZUNGSRECHTS,  VOEBEHALTE> 


Vorbemerkung. 


An    der   Herstellung    der   deutschen    Ausgabe   des    zweiter 
Bandes  des  Pascarschen  Repertoriums,  dessen  italienischer  Tite' 

„Repertorio  di  matemaüche  superiori  (deßnizioni,  formole,  teoremi 
cenni  bibliograßci)  per  Ernesto  Pascal,  prof.  ordinario  nellc 
J?.  Universitä  di  Pavia,  IL  Geometria,  Ulrico  HoepU,  editore- 
librajo  della  real  casa,  Milano  1900'' 

lautet,  haben  sich  in  derselben  Art,  wie  bei  dem  ersten  Band 
durch  Zusätze  und  Verbesserungen  bei  der  Durchsicht  dei 
Druckbogen  die  Herren  Professor  Dr.  F.  Engel  in  Leipzig 
Privatdocent  Dr.  A.  Loewy  in  Freiburg  i.  B.,  sowie  der  Heri 
Verfasser  Professor  E.  Pascal  in  Mailand  betheiligt.  De: 
Herausgeber  spricht  ihnen  für  ihre  gütigen  Bemühungen  seinei 
verbindlichsten  Dank  aus. 

Auf    die    Zusätze    und    Berichtigungen    zu   Band   1    und    i 
am   Ende    des  Buches    sei  besonders  hingewiesen. 

Wiesbaden,  im  November  1901. 


■? 


A,  S« 


Inhaltsverzeichniss. 


Kapitel  I.    Die  Oeoiuetrie  der  stetigen  Gruiidgebilde.      Seite 

§  1.  Einleitende  Definitionen  und  Begriffe 1 

§  2.  Die  Geometrie  der  Gebilde  1^*=^'  Stufe 6 

§  3.   Die  Geometrie  der  Gebilde   2*^"^  Stufe.     Das  ebene  Punkt- 

und  Strahlensystem 19 

§  4.   Die  Geometrie  der  Grundgebilde  3**""  Stufe.     Das  räumliche 

Punkt-  und  Ebenensystem 34 

Kapitel  11.    Die  Geometrie  der  unstetigen  Gebilde. 

§  1.   Allgemeines 48 

§  2.   Projective    Eigenschaften    der    Gruppen    von    Punkten    auf 

einer  Geraden.     Polarität.     Harmonische  Mittelpunkte.    .    .     50 

§  3.  Lineare  Systeme  von  Punktgruppen.  Allgemeine  Involu- 
tionen. Geometrie  der  binären  Formen  ersten  bis  vierten 
Grads 53 

§  4.    ProjectiveEigenschaften  der  Dreiecke,  Vierecke,  Sechsecke  etc.     57 

§  5.    Die  metrische  Geometrie  des  ebenen  Dreiecks.    Formeln  der 

ebenen  Trigonometrie 6C 

§  6.   Die  metrische  Geometrie  des  Dreiflachs  und  des  sphärischen 

Dreiecks.     Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie    ....     61 

§  7.  Moderne  Geometrie  des  Dreiecks,  Lemoine'sche  und  Bro- 
card'sche  Punkte  und  Kreise.  Euler'sche  Gerade.  Der 
Neunpunkte-  oder  Feuerbach'sche  Kreis.  Kreise  Taylor's, 
Tucker's.     Simpson' sehe  Gerade 0'. 

Kapitel  III.    Die  Kegelschnitte. 

§  1.    Die   projective  Erzeugung   der  Kegelschnitte.     Unmittelbar 

daraus  hervorgehende  Eigenschaften 7 

§  2.    Die  projectiven  Fundamentaleigenschaften  der  Kegelschnitte. 

Die  Theoreme  von  Pascal,  Brianchon,  Desargues 7< 

§  3.   Hauptformeln  der  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte     7' 
§  4.    Die  hauptsächlichsten  metrischen  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte   8 

§  5.    Focale  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 9 

§  6.    Kegelschnittbüschel 0 

§  7.  Die  geometrische  Interpretation  der  invarianten  Bildungen 
des  Systems  einer  oder  zweier  quadratischer  ternärer 
Formen '•> 


luhaltsverzeichniss.  V 

Kapitel  IV.     Die  Flächen  2^^""  Ordmmg".  Seite 

§  1.  Die  projective  Erzeugung  der  Flächen  2*-^  Ordnung.  Po- 
larität    100 

§  2.   Die  wichtigsten   Formeln   der  analytischen  Geometrie  der 

Flächen  2^*=^'  Ordnung 105 

§  3.   Focale  Eigenschaften  der  Flächen  2*"'  Ordnung 117 

§  4.    Die    metrischen   Eigenschaften   der  Flächen   2''^'^'  Ordnung. 

Gleichseitige  Flächen  2*®'"  Ordnung 12U 

§  5.   Flächenbüschel  und  Flächennetze  2**^'"  Ordnung     .....  122 

Kapitel  V.  AUg-emeine  Theorie  der  ehenen  algebraischen 

Curven. 

§  1.    Allgemeines.  Singulare  Punkte.   Die  Plückerschen  Formeln. 

Die  Discriminante 126 

§  2.   Die  Theorie  der  Polarität.     Covariante  Curven 134 

§  3.    Lineare  Systeme  ebener  Curven 141 

§  4.   Die  Punktgruppen  auf  einer  algebraischen  Curve     ....  148 
§  5.    Birationale  Transformationen  der  Ebene  oder  ebener  Cur- 
ven.    Mehrdeutige  Transformationen 156 

Kapitel  VI.    Die  Theorie  der  ehenen  Connexe. 

§  1.    Allgemeines 163 

§  2.    Conjugirter    Connex.      Geschlecht    der    Connexe    und    der 

Coincidenzen 165 

§  3.   Die  Hauptcoincidenz   eines  Connexes.    Integralcurven  eines 

Connexes 168 

§  4.    Der  Connex  (1,1) 171 

§  5.    Der  Connex  (1,2) 173 

§  6.   Die  Connexe  (1 ,  m)  und  Literaturaagaben  über  den  Connex 

(2,  2) 174 

Kapitel  VII.     Die  ebenen  Curven  3**^"^^  Ordnung*. 

§  1.   Allgemeines  über  die  Curven  3^*=''  Ordnung.     Wendepunkte. 

Tangentialpunkte 177 

§  2.    Projective  Erzeugungsweisen  der  Curven  3^®''  Ordnung   .    .      182 

§  3.  Canonische  Formen  der  Gleichung  der  Curven  3*''''  Ord- 
nung.    Verschiedene  Classificationen  dieser  Curven.    .    .    .     188 

§  4.    Geometrische  Interpretation  der  Invarianten  und  Covarian- 

ten  der  ternären  cubischen  Form 188 

Kapitel  VIII.    Die  ebenen  Curven  4*"'^  Ordnung. 

§  1.  Allgemeines.  Erzeugungsarten  der  Curven  4**^^'  Ordnung. 
Doppeltangenten.  Berührungskegelschnitte  und  Berüh- 
rungscurven  3^'''^  Ordnung 192 

§  2,    Curven  4^®'"  Ordnung  mit  singulären  Punkten 200 

Kapitel  IX.     Allgemeine  Theorie  der  algebraischen 
Flächen  und  algebraischen  Raumcurven. 

§  1.  Allgemeines.  Abwickelbare  und  windschiefe  Flächen. 
Schnitte  von  Flächen.  Die  Geometrie  auf  den  algebrai- 
schen Flächen •.    .    .     204 


VI  Inhaltsverzeichniss. 

Seite 
§  2.   Analytische    Darstellung    der    gewundenen  Curven.     Die 

Monoidfläclien  Cayley's 214 

§  3.    Classification  der  gewundenen  Curven 216 

§  4.  Singulare  Punkte  der  Flächen  und  Raumcurven.  Ihre 
charakteristischen  Zahlen.  Vielfache  Secanten  der  Raum- 
curven.  Das  Geschlecht.  Die  Cayley'schen  Formeln.  Be- 
rührungen von  Flächen 221 

§  5.   Polarflächen.     Covariante  Flächen 232 

§  6.   Lineare  Flächensysteme 234 

§  7.    Birationale  Transformation  des  Raums  oder  der  Flächen. 

Abbildung  der  Flächen  auf  eine  Ebene 236 

Kapitel  X.    EaumcurTen  verschiedener  Ordnungen. 

§  1.  Die  Curven  auf  den  Flächen  2^''''  Ordnung.  Die  sphäri- 
schen Curven 243 

§  2.    Die  Raumcurven  3*«"^  Ordnung 248 

§  3.    Die  Raumcurven  4**'^  Ordnung  l*^"*  Species 254 

§  4.   Raumcurven  4*«''  Ordnung  2*«'"  Species 259 

§  5.    Die  Raumcurven  5*",  ß**'",  etc.  Ordnung 264 

§  6.   Die  rationalen  Raumcurven 269 

Kapitel  XI.    Die  Flächen  3^«^  Ordnung. 

§  1,  Allgemeines.  Die  Flächen  mit  Doppelpunkten.  Geome- 
trische Erzeugung 272 

§  2.  Das  Sylvester' sehe  Pentaeder.  Die  Hesse'sche  oder  Kern- 
fläche der  Fläche  S*«'^  Ordnung 280 

§  3.   Die  Geraden   der  Fläche    S***"  Ordnung.     Die   dreifachen 

Tangentialebenen.     Die  Polsechsflache  Cremona's  ....     284 

§  4.    Classification  der  reellen  allgemeinen  Flächen  3*®""  Ordnung.     290 

§  5.   Ebene  Abbildungen  der  Flächen  S*«»"  Ordnung 292 

Kapitel  XII.    Die  Flächen  i^^^  Ordnung. 

§  1.   Allgemeines.  Flächen  mit  Doppelpunkten  und  Doppellinien.  294 

§  2.    Die  Flächen  4^*='"  Ordnung  mit  Doppelpunkten 296 

§  3.   Die  Kummer'sche  Fläche 299 

§  4.  Das  Cayley'sche  Tetraedroid  und  die  Wellenfläche  .  .  .  308 
§  5.   Flächen  4**''  Ordnnng,  die  unendlich   viele  Kegelschnitte 

enthalten 312 

§  6.    Die   Flächen    4^*=""  Ordnung   mit  Doppel-    oder    Cuspidal- 

kegelschnitt 313 

§  7.    Die  Cycliden.     Die  Dupin'sche  Cyclide 321 

§  8.   Die  Flächen  4*''''  Ordnung  mit  einer  Doppelgeraden  ...  328 

§  9.   Die  Römerfläche  Steiner's 331 

§  10.    Die  Regelflächcn  4^"  Ordnung 335 


i 


Kapitel  XIII.    Flächen  you  höherer  als  der  4**"  Ordnung. 

Regelflächen. 

§  1.  Flächen  5*"  Ordnung,  die  nicht  Regelflächen  sind ....  347 

§  2.   Developpable  Flächen  5*"  Ordnung 350 

§  3.   Windschiefe  Regelflächen  ö**^'  Ordnung 353 

§  4.   Flächen  6*"  Ordnung  oder  Classe 357 


Inhaltsverzeichniss.  VII 

Seite 

§  5.    Die  Developpablen  7**=^'  Ordnung 362 

§  6.   Regelflächen  von  beliebiger  Ordnung 363 

§  7.  Rationale  Flächen.  Flächen  mit  rationalen  oder  ellipti- 
schen oder  hyperelliptischen  Schnitten 370 

Kapitel  XIY.    Die  Liniengeometrie  und  die  Kiigel- 
geoiuetrie  im  Baum. 

§  1.    Allgemeines.     Liniencoordinaten  im  Raum 373 

§  2.  Der  allgemeine  algebraische  Complex  n*^"  Grads.  Die 
symbolische  Bezeichnung  von  Battaglini  und  Clebsch.  In- 
variante Formen  der  Complexe 379 

§  3.    Die  linearen  Complexe 384 

§  4.    Büschel  und  Netze  linearer  Complexe 386 

§  5.   Die  linearen  Involutionscomplexe  Klein's 388 

§  6-    Complexe  2*®'*  Grads  im  Allgemeinen 389 

§  7.    Classification  der  Complexe  2*^^*  Grads 393 

§  8.   Der  Battaglini'sche  oder  harmonische  Complex 402 

§  9.    Der  Reye'sche  oder  tetraedrale  Complex 403 

§  10.    Allgemeine  Theorie  der  Liniencongruenzen 405 

§  11.    Congruenzen  l*®''  Ordnung 410 

§  12.    Congruenzen  2*^^^  Ordnung  ohne  singulare  Linien   ....  411 

§  13.    Congruenzen  2^^^  Ordnung  mit  singulären  Linien    ....  416 

§  14.    Die  Kugelgeometrie 420 

Kapitel  XV.    Abzählende  Geometrie. 

§  1.    Allgemeines.     Princip  der  Erhaltung  der  Anzahl   ....     424 
§  2.    Symbolischer    Calcül    der    Bedingungen.      Incidenz-    und 

Coincidenzformeln.     Sätze  über  die  Berührungen   ....     426 

§  3.   Die  Charakteristikentheorie 433 

§  4.  Methode  zur  Ermittelung  der  charakteristischen  Zahlen 
eines  Systems  von  Gebilden,  üebersicht  über  verschie- 
dene wichtige  Resultate  der  abzählenden  Geometrie     .    .     436 

Kapitel  XVI.    Inflnitesimaltlieorie  der  Curven  und 

t                                               Flächen. 
1.    Tangenten  und  Normalen  an  Curven  und  Flächen     .    .    .     442 
§  2.   Concavität  und  Convexität  der  ebenen  Curven.    Inflexion.     446 
§  3.   Inhalt  ebener  Flächen.     Länge   der  Curvenbogen.     Volu- 
mina von  Körpern  und  Inhalt  beliebiger  Flächen  ....     447 
§  4.    Krümmung  von  Plan-  und  Raumcurven.    Torsion.    Natür- 
liche Gleichungen 455 

§  5.    Berührung  von  Curven  und  Flächen 462 

§  6.   Enveloppen     von    Curven    und    Flächen.      Abwickelbare 

Flächen 464 

§  7.    Evoluten  und  Evolventen 466 

§  8.  Krummlinige  Coordinaten.  Linienelement  der  Flächen. 
Fundamentaldifferentialformen    der    Flächen.      Conforme 

Abbildung.    Sphärische  Abbildung 467 

§  9.    Auf   den   Flächen    gezogene    Linien.      Krümmungslinien. 
Conjugirte  Tangenten.    Geodätische  Linien.    AsymxDtoten- 
'        linien 475 


Kapitel  I. 
Die  Geometrie  der  stetigen  Grundgebilde. 

§  1.    Einleitende  Definitionen  und  Begrijffe. 

Mit  dem  Namen  geometrische  Grundgebilde  P^^  Stufe  be- 
zeichnet man  die  folgenden  drei  geometrischen  Figuren: 

1.  Die  gerade  FunMreihe,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  auf 
einer  Geraden  liegenden  Punkte,  der  Elemente  des  Gebildes. 
Die  Gerade  heisst  der  Träger  der  Punktreihe. 

2.  Das  Strahlenbüschel ^  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  Ge- 
raden einer  Ebene,  welche  durch  einen  Punkt,  den  Träger  oder 
Scheitel  des  Büschels,  gehen. 

3.  Das  Ebenenbüschel,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  Ebenen 
des  Eaums,  welche  eine  Gerade,  den  Träger  oder  die  Axe  des 
Büschels,  gemeinschaftlich  haben. 

Geometrische  Gebilde  2^^^  Stufe  nennt  man  die  folgenden 
vier  geometrischen  Figuren: 

1.  Das  ebene  Pimldsystem^  d.  h.  die  Gesammtheit  alier 
Punkte  einer  Ebene. 

2.  Das  ehene  Strahlensystem,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller 
in  einer  Ebene  liegenden  Strahlen. 

3.  Das  Strahlenbündel,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  durch 
einen  Punkt  gehenden  Geraden  des  Raums. 

4.  Das  Ebenenbündel,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller  durch 
einen  Punkt  gehenden  Ebenen  des  Raums. 

Geometrische  Gebilde  5*®'"  Stufe  heissen  schliesslich  die  fol- 
genden: 

1.  Das  räumliche  Punktsystem,  d.  h.  dife  Gesammtheit  aller 
Punkte  des  Raums. 

2.  Das  räumliche  Ebenensystem,  d.  h.  die  Gesammtheit  aller 
Kbenen  des  Raums. 

Pascal,  Repertorium.  II.  1  . 
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Der  Kürze  wegen  pflegt  man  auch  die  Gesammtheit  aller 
Punkte  und  Strahlen  eines  ebenen  Punkt-  und  Strahlensystems 
ein  ebenes  System  und  die  Gesammtheit  aller  Strahlen  und 
Ebenen  der  denselben  Punkt  als  Träger  enthaltenden  beiden 
Strahlen-  und  Ebenenbündel  ein  räumliches  Bündel  oder  Bündel 
schlechtweg  zu  nennen.  Die  Gesammtheit  der  beiden  Gebilde 
3*®""  Stufe  endlich  heisst  der  Baum. 


Wenn  ein  geometrisches  Gebilde  l*®'*  Stufe  gegeben  ist,  so 
lässt  sich  eine  solche  Correspondenz  zwischen  seinen  Elementen 
und  den  Zahlen  der  natürlichen  Beihe  herstellen,  dass  jedem 
Element .  eine  einzige  Zahl  und  jeder  Zahl  nur  ein  einziges  Ele- 
ment entspricht,  und  dass  ferner,  wenn  eine  Zahl  N  u/nd  das 
entsprechende  Element  a  festgestellt  sind,  sich  bei  beliebig  Mein 
gegebenem  6  immer  eine  solche  Grösse  x  finden  lässt,  für  ivelche 
die  Elemente,  die  allen  zwischen  N  und  N -\- x  liegenden 
Zahlen  entsprechen,  einen  Abstand  von  a  haben  (wenn  es  sich 
um  Punktreihen  handelt)  oder  (bei  Büscheln)  einen  Winkel  mit  a 
bilden,  der  kleiner  als  a  ist.  Dieser  beiden  Eigenschaften  wegen 
heisst  die  Correspondenz  ein- eindeutig  und  stetig. 

Ist  ein  geometrisches  Gebilde  2^^  oder  3*^'  Stufe  gegeben^ 
so  lässt  sich  auf  ähnliche  Art  eine  ein-eindeutige  und  stetige 
Correspondenz  zwischen  seinen  Elementen  und  den  Paaren  bez. 
Tripeln  der  natürlichen  Zahlen  herstellen,  wenn  man  „stetige  Cor- 
respondenz" so  definirt,  wie  es  eben  bei  den  Gebilden  1^^  Stufe 
geschehen  ist. 

Die  Zahlen,  welche  auf  solche  Art  den  Elementen  des  ge- 
gebenen Gebildes  entsprechen,  heissen  die  Coordinaten  der  Ele- 
mente dieses  Gebildes. 

Die  Gebilde  J?*®"",  ^*®^  3^^^  Stufe  sind  Gebilde  mit  einer 
bez.  zwei  und  drei  Coordinaten. 

Man  sagt  auch,  die  Gebilde  1*",  2*«^^,  S*«""  Stufe  seien  tw 
einer,  zivei,  bez.  drei  Dimensionen  oder  sie  enthalten  (X)\  oo^ 
oo^  Elemente. 

Von  einem  festen  Centrum,  dem  Projectionscentrum  aus  ein< 
aus  Punkten  und  Geraden  bestehende  Figur  projiciren,  heisst 
die  Strahlen  construiren,  welche  von  dem  Centrum  aus  durch  di« 
Punkte  der  Figur  gehen,  und  die  Ebenen  ziehen,  welche  das  fest' 
Centrum  und  die  Geraden  der  Figur  verbinden. 

Von  einer  festen  Geraden,  der  Projcctionsaxe  aus  eine  au 
Punkten  bestehende  Figur  projiciren,  heisst,  die  durch  die  fest 
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Gerade  und  jeden  der  gegebenen  Punkte  gehenden  Ebenen  con- 
struiren. 

Eine  aus  Ebenen  und  Geraden  zusammengesetzte  Figur  mit 
einer  Ebene  schneiden  bedeutet,  die  Schnitte  der  schneidenden 
Ebene  mit  den  gegebenen  Ebenen  und  Geraden  construiren. 

Eine  aus  Ebenen  bestehende  Figur  mit  einer  Geraden 
schneiden,  heisst  die  Schnitte  der  Geraden  mit  allen  Ebenen  der 
Figur  construiren. 

Die  geometrischen  Gebilde  derselben  Stufe  werden  durch 
Projectionen  und  Schnitte  auseinander  abgeleitet. 


In  der  modernen  Geometrie  ist  das  Studium  der  Zuord- 
nungen oder  Correspondenzen  zwischen  den  Figuren  oder  den 
geometrischen  Gebilden  besonders  dann  von  grosser  Bedeutung, 
wenn  es  den  Zweck  verfolgt,  die  Eigenschaften  einer  Figur  aus 
den  Eigenschaften  der  ihr  entsprechenden  Figur  abzuleiten. 

Eine  Correspondenz  kann  ein-eindeutig  sein  oder  nicht.  Sie 
ist  ein-eindeutig,  wenn  jedem  Element  des  einen  der  beiden  Ge- 
bilde ein  einziges  Element  des  anderen  entspricht  und  umge- 
kehrt. 

Die  beiden  in  Beziehung  gesetzten  Gebilde  können  auch 
superponirt  oder  conlocal  (Weyr,  Frojectivische  Geometrie,  Wien 
1883)  sein,  d.  h.  denselben  Träger  haben.  In  diesem  Fall  kann 
die  Correspondenz  derart  sein,  dass  einem  Element  immer  das- 
selbe andere  Element  entspricht,  mag  nun  das  erstere  als  dem 
einen  oder  dem  anderen  Gebilde  angehörig  betrachtet  werden; 
eine  solche  Beziehung  heisst  involutorisch]  man  sagt  alsdann  auch, 
die  Elemente  entsprechen  sich  auf  doppelte  Art. 

Zu  den  einfachsten  Correspondenzen  gehören  die  Projecti- 
vität^  die  man  auch  Collineation  oder  Homographie  nennt,  und 
von  welcher  die  Homologie  (Poncfelet)  und  die  Perspcctivität  specielle 
Fälle  sind;  ferner  die  Dualität,  auch  Correlation  oder  Rcciprocltät 
genannt. 

Von  zwei  geometrischen  Grundgebilden  sagt  man,  sie  seien 
projectiv  aufeinander  belogen  oder  stehen  m  projectiver  Cor- 
respondenz oder  einfach  sie  seien  projectiv,  wenn  sich  zwischen 
ihren  Elementen  eine  solche  Beziehung  herstellen  lässt,  dass; 
man  das  eine  Gebilde  aus  dem  anderen  mittelst  einer  endlichen 
Anzahl  von  Projectionen  oder  Schnitten  ableiten  kann.  Anstatt 
projectiver  Gebilde  kann  man  ihnen  auch  den  Namen  homogra- 
phischer   oder   collinearer  GeMde   geben.      Diese    Definition    gilt 


4  Kapitel  I.    Die  Geometrie  der  stetigen  Grundgebilde. 

nicht  für  Gebilde  3*®^  Stufe;  für  die  letzteren  kann  die  folgende 
gecfeben  werden: 

Zwei  Gebilde  2**^'"  oder  3*^^  Stufe  heissen  projectiv^  wenn 
ihre  Elemente  derselben  Stufe  sich  ein-eindeutig  derart  entsprechen, 
dass  Elementen,  die  einander  angehören,  wieder  einander  ange- 
hörige  Elemente  zugeordet  sind. 

Zwei  zu  einem  dritten  projective  Gebilde  sind  auch  unter 
sicli  projectiv. 

Zwei  Grundgebilde  sind  perspectiv  in  den  folgenden  Fällen: 

1)  Zwei  Punktreihen,  wenn  sie  Schnitte  desselben  Strahlen- 
büschels sind. 

2)  Zwei  Ebenenbüschel,  wenn  sie  von  zwei  verschiedenen 
Centren  aus  dasselbe  Strahlenbüschel  projiciren. 

3)  Zwei  Strahlenbüschel,  wenn  sie  dieselbe  Punktreihe  von 
zwei  verschiedenen  Centren  aus  projiciren,  oder  Schnitte  dessel- 
ben Ebenenbüschels  sind. 

4)  Eine  Punktreihe  und  ein  Strahlen-  (oder  Ebenen-) 
Büschel  oder  auch  ein  Strahlen-  und  ein  Ebenenbüschel,  wenn 
das  erste  Gebilde  ein  Schnitt  des  zweiten  ist. 

5)  Zwei  ebene  Punkt-  oder  Strahlensysterae ,  wenn  sie 
Schnitte  desselben  Bündels  sind. 

6)  Zwei  Bündel,  wenn  sie  von  zwei  verschiedenen  Centren 
aus  dasselbe  ebene  Punkt-  bez.   Strahlensystem  projiciren. 

7)  Ein  ebenes  Punkt-  oder  Strahlensystem  und  ein  Bündel 
wenn  das  erste  Gebilde  ein  Schnitt  des  zweiten  ist. 

Zwei  superponirte  ebene  Systeme  heissen  homolog,  wenn 
sie  Schnitte  zweier  perspectiver  Bündel  sind;  zwei  Bündel  mit 
demselben  Scheitel  heissen  homolog,  wenn  sie  von  dem  Scheitel 
aus  zwei  perspective  ebene  Systeme  projiciren. 


Zwei  ebene  Systeme  nennt  'man  dual ,  reciproh  oder  corre- 
lativ,  wenn  die  Punkte  des  einen  ein-eindeutig  den  Geraden  de; 
anderen  entsprechen  und  umgekehrt,  und  wenn  die  Beziehung 
derart  ist,  dass  Elementen,  die  einander  angehören,  wiede 
einander  angehörige  Elemente  zugeordnet  sind. 

Zwei  Käume  nennt  man  dual,  reciprolc  oder  correlatit 
wenn  die  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  des  einen  ein-eindeuti 
bez.  den  Ebenen,  Geraden  und  Punkten  des  anderen  derart  ent 
sprechen,  dass  einander  angehörigen  Elementen  Elemente  zl 
geordnet  sind,  die  ebenfalls  einander  angehören. 
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Projectiv  wird  jede  Eigenschaft  einer  Figur  genannt,  welche 
bestehen  bleibt,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Figur  eine  andere 
ihr  projective  substituirt.  Jede  solche  Eigenschaft,  welche 
wesentlich  von  den  Massen  der  Abstände,  Winkel,  Flächeninhalte 
etc.  abhängt,  heisst  metrische  Eigenschaft. 

Es  gieht  metrische  Eigenschaften,  die  auch  projectiv  sind. 

Graphisch,  descriptiv  oder  Eigenschaft  der  Lage  heisst  jede 
Eigenschaft,  die  sich  ausschliesslich  auf  die  Lage  der  Elemente 
der  Figur  bezieht  und  aus  welcher  jeder  Begriff  von  Grösse, 
welcher  Art  er  auch  sei,  entfernt  ist.  Dahin  gehört  z.  B.,  dass 
eine  Linie  oder  Fläche  durch  gewisse  Punkte  geht  oder  dass 
mehrere  Linien  oder  Flächen  gewisse  Punkte  oder  Linien  ge- 
meinschaftlich haben  etc. 

Jede  graphische  Eigenschaft  ist  immer  projectiv. 

Die  graphischen  Eigenschaften  der  Figuren  sind  einem 
Gesetz  unterworfen,  welches  das  Princip  der  Dualität  oder  Cor- 
relation  in  der  Ebene  und  im  Baume  genannt  wird: 

Jedes  Theorem,  welches  eine  graphische  Eigenschaft  einer 
ebenen  Figur  ausdrücM,  bleibt  bestehen,  wenn  man  überall  die 
Elemente  Gerade  und  Punkt  in  die  Elemente  Punkt  und 
Gerade  verwandelt  und  an  die  Stelle  der  Elemente,  die  sich 
angehören,  ivieder  sich  angehörig e  Elemente  substituirt. 

Jedes  TJieorem,  welches  eine  graphische  Eigenschaft  einer 
räumlichen  Figur  ausdrückt,  behält  seine  Gültigkeit,  ivenn  man 
überall  die  Elemente  Punkt  und  Ebene  in  die  Elemente  Ebene 
und  Punkt  verwandelt.,  das  Element  Gerade  unverändert  lässt 
und  die  Elemente,  welche  einander  angehören,  wieder  durch  ein- 
ander angehörige  Elemente  ersetzt. 

Die  beiden  Operationen  des  Projicirens  von  einem  Centrum 
(oder  einer  Axe)  aus  und  des  Schneidens  mit  einer  Ebene  (oder 
Geraden)  sind  zwei  duale  Operationen  im  Baum;  ebenso  sind  die 
beiden  anderen  des  Projicirens  von  einem  Centrum  in  einer  Ebene 
aus  und  des  Schneidens  mit  einer  Geraden  in  einer  Ebene  duale 
Operationen  in  der  Ebene. 

Zwei  einem  dritten  cm'relative  gecmetrische  Gebilde  sind  pro- 
jectiv zueinander. 

Eine  Dualität  zweier  superponirter  Gebilde  (mit  demselben 
Träger)  kann  auch  involutorisch  sein  und  heisst  dann  Polarität. 

Das  Polaritätsprincip  ist  daher  nur  ein  specieller  Fall  des 
Dualitätsprincips. 

Nach  dem  Princip  der  Dualität  entspricht  einer  ebenen 
Curve,    die   als  Ort    von  Pwnkten  angeselien  wird,    eine  andere, 
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welche  als  Einhüllende  der  Tangenten  in  diesen  Funkten  be- 
trachtet wird;  d.  h.,  den  Funkten  einer  Curve  entsprechen  die 
Tangenten  einer  anderen. 

In  der  Geometrie  ist  der  Begriff  der  unendlich  fernen  Ele- 
mente grundlegend. 

Man  sagt: 

Alle  parallelen  Geraden  einer  Ebene  treffen  sich  in  einem 
unendlich  fernen  Funkt. 

In  einer  Ebene  gibt  es  so  viele  umendlich  ferne  Funkte^ 
als  Fichtungen  der  Geraden  in  dieser  Ebene  möglich  sind. 

Diese  Funkte  liegen  sämmtlich  auf  einer  Geraden,  der  un- 
endlich fernen  Geraden  der  Ebene. 

Alle  parallelen  Ebenen  des  Raums  treffen  sich  in  einer  un- 
endlich fernen  Geraden. 

Alle  wnendlich  fernen  Geraden  des  Baums  soivie  alle  un- 
endlich fernen  Funkte  liegen  sämmtlich  in  einer  Ebene,  tvclche 
die  unendlich  ferne  Ebene  des  Baums  heisst. 


Zwar  werden  die  discontinuirlichen  Gebilde  erst  in  dem 
folgenden  Kapitel  behandelt,  doch  wird  es  zum  Yerständniss  der 
nächsten  Paragraphen  nöthig  sein,  die  Definition  des  vollständigen 
Vierecks  und  Vierseits  bereits  hier  vorauszuschicken. 

Vollständiges  ebenes  Viereck  heisst  die  Figur,  welche  von 
vier  Punkten  (^Ecken)  einer  Ebene  (von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen)  und  den  sechs  Geraden  (^Seiten)  gebildet  wird, 
welche  diese  Punkte  zu  je  zweien  verbinden;  die  drei  Schnitt- 
punkte der  Gegenseiten,  d.  h.  derjenigen  Seiten,  die  sich  nicht 
in  einem  der  gegebenen  Eckpunkte  treffen,  bilden  ein  Dreieck, 
welches  das  Diagonaldreieck  heisst. 

Vollständiges  ebenes  Vier  seit  wird  die  Figur  genannt,  die 
aus  vier  Geraden  (Seiten)  einer  Ebene  (von  denen  keine  drei 
durch  einen  Punkt  gehen)  und  aus  sechs  Punkten  (Ecken)  ge- 
bildet ist,  in  welchen  diese  Seiten  sich  zu  je  zweien  schneiden; 
die  drei  Geraden,  welche  die  Gegenecken,  d.  h.  die  nicht  auf 
derselben  Seite  gelegenen  Ecken  verbinden,  bilden  das  sogenannte 
jD  lagonaldreiseit. 

§  2.    Die  Geometrie  der  Gebilde  l**"^  Stufe. 

1.  Die  gerade  Funktreihe.  —  Eine  Gerade  kann  vor 
einem  ihrer  Punkte  aus  in  zwei  Richtungen  dui'chlaufen  werden 


§  2.    Harmonische  Punkte.  7 

die  eine  dieser  Richtungen  heisst  die  positive,  die  andere  die 
negative.  Jede  Strecke  der  Geraden  soll  mit  -\-  oder  —  be- 
zeichnet werden,  je  nachdem  sie  in  positiver  oder  negativer 
Richtung  durchlaufen  wird. 

Unter  der  Bezeichnung  AB  verstehen  wir  die  Zahl,  welche 
die  Strecke  misst,  die  von  Ä  anfangend  bis  B  geht.  Auf  diese 
Art  ist  AB  =  —BA. 

Zivis chen  den  durch  drei  Punkte  A,  B,  C  einer  Geraden 
bestimmten  Strecken  besteht  die  Belation: 

AB  +  BC  +  CA  =  0. 

Für  die  durch  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  einer  Geraden 
bestimmten  Strecken  gilt  die  Beziehung: 

AB'CD-\-ACBB  +  AD-BC  =  0. 

Xennt  man  die  Abstände   der  Punkte 

1     2     3    •  •  • 

S^2)  ^w'  '  'f  ^^  besteht  zwischen  den  Abständen  dreier  in  einer 
Geraden   liegender  Punkte   die  Belation  (in  Determinantenform): 


Olli 
10     6I2   6 


13 


1  dii   0   6^ 

1    Sl,  6h 


23 
0 


=  0. 


Man  sagt,  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  einer  Geraden  seien 
harmonisch,  wenn  zwischen  den  von  ihnen  begrenzten  Strecken 
die  Beziehung 

1 1^  _  Jl 1 

AC         AB  ~  AB  ~  J7i) 


oder 
oder  auch 


AB         AC 


AC 


'  +  ' 


AD 


CB 


AD 
DB 


besteht. 

Bezeichnet   man   mit  M  den  Mittelpunkt  der  Strecke  AB, 
so  ist  auch 


MC  •  3ID  =  MA' 
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Die  Punkte  Ä  und  B  heissen  conjugirt  zu  einander,  ebenso 
C  und  D. 

Geometrisch:  Die  vier  Punkte  J.,  B^  C,  I)  nennt  man 
harmonisch^  wenn  sich  ein  vollständiges  Viereck  so  construiren 
lässt,  dass  zwei  Gegenseiten  sich  in  A  schneiden,  zwei  andere 
Gegenseiten  in  By  die  fünfte  Seite  durch  C  und  die  sechste  (die 
Gegenseite  zur  fünften)  durch  D  geht.  Kann  man  von  solchen 
Viereclcen  eines  construiren,  so  lassen  sich  unendlich  viele  ziehen. 

Wenn  vier  harmonische  Punkte  von  einem  Centrum,  ans 
auf  eine  Gerade  projicirt  werden,  so  erhält  man  wieder  vier 
harmonische  PunJcte. 

Sind  drei  Punkte  Ä,  B,  G  und  die  Ordnung,  in  welcher 
sie  betrachtet  werden  sollen,  gegeben,  so  ist  dadurch  auf  eine 
einzige  Art  ein  vierter  Punkt  D  bestimmt,  der  mit  ihnen  in  har- 
mx)nischem  Verhältniss  steht,  und  zwar  derart,  dass  er  zu  C  con- 
jugiert  ist. 

Wenn  AB  CD  ein  harmonisches  Gebilde  ist,  so  sind  auch  die 
Gebilde  BACD,  ABDC,  BADC  harmonisch. 

In  dem  harmonischen  Gebilde  AB  CD  werden  die  conju- 
girten  Punkte  -4,  B  nothwendiger  Weise  durch  die  beiden  andereu 
C ,  D  getrennt. 

In  dem  vollständigen  Vierseit  wird  jede  Diagonalseite  har- 
monisch durch  die  beiden  anderen  Diagonalseiten  getheilt. 


Wenn  vier  Punkte   ^,  J5,   C,  D    auf  einer  Geraden  gege- 
ben sind,  so  nennt  man  das  Verhältniss  der  Abstände 

AC     AD 


BC  'BD 

das    Doppelverhältniss  oder   anharmonische   Verhältniss    der  vier 
Punkte  und  bezeichnet  es  mit  (ABCI)). 

Ein  Doppelverhältniss  ändert  sich  nicht,  wenn  man  zwei 
Punkte  miteinander  vertauscht  und  zugleich  auch  die  beiden  anderen» 

Vertauscht  man  die  vier  Punkte  auf  die  sämmtlichen 
24  möglichen  Arten  miteinander,  so  nimmt  das  Doppelverhältniss 
nur  sechs  verschiedene  Werthe  an,  die  sich  auf  einfache  Art 
durch  einen  einzigen  von  ihnen  ausdrücken  lassen. 

Wenn  k  das  Doppelverhältniss  (AB CD)  bezeichnet,  so  sind 
diese  sechs  Werthe: 


§  2.    Anharmonisclie  Verhältnisse  von  4  Punkten.  9 

{AB  CD)  =  l, 
(ÄBDC)  =  y 


V 


(ÄCDB)==Yz: 

{ADBC)  =  ^-^. 

(ÄDCB)  =  j^' 

Wenn  zwei  der  vier  Punkte  zusammenfallen,  so  nimmt  ihr 
DoppelverJiältniss  einen  der   WertJie  0,   1,  oo  an. 

Sind  die  vier  Punlde  harmonisch,  so  erhält  ihr  Doppelver- 
hältniss  einen  der   Werthe  —  1,  j,  2. 

Die  sechs  anharmonischen  Verhältnisse  von  vier  reellen 
Pimlden  sind  im  Allgemeinen  ungleich,  es  sei  denn,  es  handele 
sich  um  einen  der  beiden  vorstehenden  Fälle,  in  tvelchen  sie  zu 
je  zweien  gleich  sind  und  die  sechs  Verhältnisse  sich  daher  auf 
nur  drei  verschiedene  reduciren. 

Wenn  einer  der  Punkte  der  unendlich  ferne  Punkt  ist,  so 
ivird  das  Doppelverhältniss 

(ABCoo)  =  ^^- 
Ist  das  Doppelverhältniss  (AB CD)  gleich  A,   so   hat   man 
^-3Jf  =  ^-TD    (Möbius). 


Wenn  man  auf  einer  Geraden  einen  Punkt  0,  den  Anfangs- 
punkt^ festlegt  und  angibt,  welche  Richtung  die  positive  sein  soll,, 
sowie  eine  Masseinheit  zu  Grunde  legt,  so  lässt  sich  jeder  Punkt  A 
der  Geraden  durch  die  Zahl  bestimmen,  welche  seinen  Abstand 
vom  Anfangspunkt  misst;  dabei  muss  man  diese  Zahl  positiv  oder 
negativ  nehmen,  je  nachdem  die  Strecke  OA  positiv -oder  negativ  ist. 

Die  positive  oder  negative  Zahl,  welche  auf  solche  Art 
dem  Punkt  A  entspricht,  wird  die  gewöhnliche  Coordinate  oder 
die  Ahscisse  von  A  genannt. 

Denkt  man  sich  dagegen  zwei  Punkte  A,  B  festgelegt 
und  ist  C  ein  beliebiger  dritter  Punkt,  so  heisst  das  Verhältniss- 

AC  _ 
CB  ~~  ^' 
die  harycentrieche  Coordinate  des  Punktes  C. 


10  Kapitel  I.    Die   Geometrie  der  stetigen  Grundgebilde. 

Die  harycentrische  Coordinate  des  unendlich  fernen  Pmilies 
der  Geraden  ist  —  1 . 

Legt  man  schliesslich  drei  Punkte  Ä,  B,  C  der  Geraden 
fest,  so  lässt  sich  das  Doppelverhältniss  (AB  CD)  als  Coordinate 
«ines  beliebigen  Punktes  D  der  Geraden  auffassen.  Diese  Coordinate 
pflegt  man  die  projective  zu  nennen.  Die  Punkte  Ä,  B  haben 
CO  und  0  zu  Coordinaten  und  heissen  die  FundamentalpunMe ; 
der  Punkt  C  hat  die  Coordinate  1  und  wird  der  Einheits- 
pimM  genannt. 

Von  diesem  Coordinatensystem  ist  das  System  der  geivöJin- 
Uchen  Coordinaten  ein  specieller  Fall;  man  braucht  nur  anzu- 
nehmen, A  sei  der  unendlich  ferne  Punkt,  B  der  Coordinaten- 
anfang  und   C  liege  im  Abstand   -f-  1   von  B. 

Das  heisst:  Der  Abstand  zweier  Punkte  ist  dem  anharmoni- 
sehen  Verhältniss  des  aus  diesen  beiden  Punkten,  dem  unendlich 
fernen  Punkt  und  dem  Einheitspunkt  gebildeten  Quadrupels  gleich. 

Liegt  dagegen  C  in  der  Mitte  zwischen  den  Punkten  A,  B, 
so  werden  die  projectiven  zu  barycentrischen  Coordinaten. 

Wir  gehen  nun  zur  Besprechung  der  homogenen  Coordi- 
naten der  Punkte  einer  Geraden  über. 

Denken  wir  uns  auf  der  Geraden  ein  beliebiges  Coordi- 
natensystem festgesezt  und  ist  x  die  Coordinate  eines  Punktes  P, 
so  geben  wir  dieser  die  Form 

^. 

die  Grössen  x^^  x^^  deren  Verhältniss  die  Coordinate  von  P  be- 
stimmt, heissen  dann  die  homogenen  Coordinaten  von  P. 

Von  den  homogenen  Coordinatensystemen  ist  das  folgende 
bemerkenswerth : 

Wir  nehmen  an,  zwei  (Fundamental-)Punkte  A^  B  seien 
festgesetzt  und  nennen  p^  q  die  Abstände  eines  Punkts  P  von 
den  beiden  Punkten  A,  B,  so  dass  j9-[-g  =  ^5  ist;  wir  neh- 
men ferner  zwei  Constante  a,  &  an  und  setzen 

x^  bp 

x^        ag  ' 

alsdann  entspricht  jedem  Punkt  P  ein  Werthepaar  x^,  x.^,  dessen 
Verhältniss  constant  ist,  und  jedem  solchen  Werthepaar  entspricht 
ein  einsiger  Punkt  P.  Die  Grössen  x^^  x.-^  kann  man  mithin 
als  homogene  Coordinaten  des  Punkts  der  Geraden  ansehen; 
dem  Werth  iCj^  =  0  entspricht  der  Punkt  A,  dem  Werth  iCg  =  0 


§  2.    Imaginäre  Punkte.  11 

der  Punkt  jB;    der   unendlich  ferne  Punkt   hat    die  Coordinaten 

X 

x^^EE:  — ?>,  3C.2^  a-     Der  Punkt    f,  für  welchen  -^  =  1,  also 

—  =  -T-  ist,  wird  der  Einheitspunkt  genannt. 

Von  diesem  homogenen  Coordinatensystem  ist  das  System 
nicht  homogener  geivöhnlicher  Coordinaten  (Ahscissen)  ein  spe- 
cieller  Fall;  man  braucht  nur  anzunehmen,  B  rücke  in  das  Un- 
endliche; es  ist  dann  nicht  nöthig,  die  Coordinate  iTg  in  Betracht 
zu  ziehen,  weil  q  immer  unendlich  gross  ist;  die  Lage  des 
Punktes  wird  mithin  nur  durch  x^  bestimmt,  d.  h.  den  Abstand 
des  Punktes  von  Ä. 

X 

Man  sieht    ferner    leicht  ein,    dass    das  Verhältniss   — ,   da 

es  sich  —  :  —  schreiben    lässt   und  —  das  Verhältniss    der  Ab- 
a      p  a 

stände    des    Einheitspunktes    U    von    den    Punkten    B  ^  Ä    an- 

giebt,  identisch  mit  dem  Doppelverhältniss  der  Punkte  BÄ  ÜB 

ist.     Im  Grunde    genommen    ist   daher   das    entwickelte    System 

kein  anderes,  als  das  System,  welches  sich  ergibt,  wenn  auf  die 

obige  Art  der  projectiven  Coordinate  die  homogene  Form  gegeben 

wird;    es    ist    deshalb    ein    System    von    projectiven    homogenen 

Coordinaten. 


Legt  man  den  Coordinaten  der  Punkte  einer  Geraden  auch 
imaginäre  Werthe  bei,  so  können  wir  uns  dadurch  die  so- 
genannten imaginären  PunMe  der  Geraden  eingeführt  denken. 

In  gewöhnlichen  Coordinaten  wird  das  Doppelverhältniss 
von  vier  Punkten  durch  die  Formel 

(x  —  x")     (x  —  x'") 
{x  —  X  )     {x  X    ) 

ausgedrückt,  tvorin  die  x  die  Ahscissen  der  vier  gegebenen  Punkte 
bezeichnen. 

Mittelst  dieser  Formel  kann  man  dann  das  Doppelverhält- 
niss auch  von  imaginären  Punkten  der  Geraden  darstellen. 

Erweitert  man  so  den  Begi'iff  des  Doppel  Verhältnisses,  so 
findet  man  ausser  den  beiden  oben  erwähnten  Fällen,  in  denen 
die  sechs  Doppelverhältnisse  von  vier  Flemcntcn  nicht  sämmtlich 
verschieden  sind,  noch  einen  dritten  Fall,  welcher  eintritt,  tvenn 
der  Werth  eines  der  Doppelverhältnissc  eine  cmnplexe  Cuhiktvurzel 
s   der   negativen   Einheit  ist.      Die  vier   Punkte   heissen   dann 


emt 
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äquianharmonisch  und  die  sechs  LoppelverhäUnisse  reduciren  sich 
auf  nur  zwei  verschiedene. 


Man  sagt,  eine  algebraische  Gleichung  vom  n^^  Grad  in  x 
stelle  eine  Gruppe  von  n  Punkten  auf  einer  Geraden  dar  und 
versteht  darunter,  dass  man  sich  die  Gleichung  aufgelöst  denken 
und  ihre  n  Wurzeln  als  Coordinaten  von  n  (reellen  oder  complexen) 
Punkten  einer  Geraden  interpretiren  soll. 

Zwei  FunMreihen  sind  projectiv  (vergl.  §  l)  oder  homo- 
graphisch  oder  auch  collinear,  wenn  jedem  Funkt  der  einen 
ein  und  nur  ein  Funkt  der  anderen  entspricht  und  das  Doppel- 
verhältniss  von  vier  PunJden  der  einen  immer  dem  Doppelver- 
hältniss  der  vier  entsprechenden  Funkte  der  anderen  gleich  ist. 

Diese  Eigenschaft  könnte  man  auch  der  Definition  der 
projectivcn  Funktreihen  zu  Grunde  legen. 

Eine  andere  Definition  ist  die  folgende  (von  St  au  dt): 

Z'ivei  Funktreihen  werden  projectiv  oder  projectiv  aufeinander 
bezogen  genannt,  tvenn  sie  so  einander  zugeordnet  sind,  dass 
harmonischen  Gruppen  in  der  einen  Funktreihe  harmonische  Gruppen 
in  der  anderen  entsprechen. 

Der  Punkt  in  einer  Punktreihe,  welcher  dem  unendlich 
fernen  Punkt  der  anderen  entspricht,  heisst  Fluchtpunkt  oder 
Grenzpunkf. 

Wenn  die  beiden  Grenzpunkte  ebenfalls  unendlich  ferne 
Punkte  sind,  so  nennt  man  die  beiden  Punktreihen  ähnliclf. 

Die  Projectivität  kann  auch  auf  die  folgende  Art  definirt 
werden : 

Zwei  Funktreihen  heissen  projectiv,  wenn  sie  sich  derart 
entsprechen,  dass  man  von  den  Fimkten  der  einen  zu  denen  der 
anderen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Frojectionen  und  Schnitten 
übergehen  kann. 

Diese  Correspondenz  ist  nachgeiviesen,  wenn  drei  heliebigi 
Faare  sich  entsprechender  Funkte  festgestellt  sind. 

Wenn  x  und  y  die  gewöhnlichen  Coordinaten  der  Funktt 
der  einen  und  der  anderen  Funktreihe  sind,  so  ist  die  hilinear< 
(d.  h.  lineare  in  Bezug  auf  x  und  y)  Relation  vom  Typus 

axy  -\-  hx  -{-  cy  -\-  d  =  0 

(die  Yerivandtschafts-  oder  Frojcctivitätsgleichung)  die  Beziehung 
die  zivischen  x  u/nd  y  bestehen  muss,  wenn  die  beiden  Funkt 
reihen  projectiv  sein  sollen. 
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Wenn  I'  und  J  die  Grenzpunlde  zweier  projectiven  Fmikt- 
reihen  und  A,  Ä  zivei  sich  entsprechende  Punkte  sind,  so  ist 
das  Froduct  JA  •  I'A'  constant,  wie  man  auch  das  Paar  A,  Ä 
wählen  mag. 

In  ztvei  ähnlichen  Punldreihen  ist  das  Verhältniss  zwischen  den 
sich  entsprechenden  Strecken  (das  Aehnlichkeitsverhältniss)  constant. 

Ist  dieses  Verhältniss  +  1 ,  so  werden  die  beiden  Punkt- 
reihen congruent  oder  gleich  genannt. 

Wenn  zwei  projective  Punktreihen  mit  verschiedenen  Trägern 
einen  Punkt  gemeinsam  haben,  der  zum  entsprechenden  Punkt  sich 
selbst  hat,  so  sind  sie  perspectiv  (vergl.  §  1). 

Sind  drei  Paare  AA\  BB\  CC  sich  entsprechender  Ele- 
mente in  zwei  projectiven  Punktreihen  gegeben,  so  kann  man, 
um  die  übrigen  Paare  oder,  wie  man  sagt,  die  Projectivität  zu 
construiren^  auf  die  folgende  Art  verfahren:  Auf  der  Geraden, 
welche  zwei  entsprechende  Punkte,  z.  B.  A,  A'  verbindet,  wähle 
man  zwei  Centren  S,  S' ;  ziehe  SB,  S' B\  die  sich  in  B" 
schneiden,  alsdann  SC,  S'C,  die  sich  in  C"  schneiden  und  ver- 
binde B"  C" ;  ein  Punkt  D  der  ersten  Punktreihe  liefert  durch 
Projection,  von  S  aus,  D"  auf  B" C' ;  projicirt  man  nun  J)" 
von  S'  aus,  so  erhält  man  in  dem  Schnittpunkt  mit  der  zweiten 
Geraden  den  dem  Punkt  D  entsprechenden  Punkt  D\ 

Liegen  die  beiden  Punktreihen  aufeinander,  so  projicire  man 
die  eine  von  ihnen  von  einem  Centrum  aus  auf  eine  andere  Ge- 
rade und  verfahre  dann  ivie  vorstehend. 

Wenn  man  zu  Centren  /S,  S'  die  Punkte  A\  A  wählt,  so 
heisst  die  so  erhaltene  Gerade  B" C"  die  Directions-,  Projecti- 
vitäts-  oder  Homographieaxe. 

Sie  schneidet  die  beiden  Punktreihen  in  Punkten,  tvelche  dem 
den  beiden  Punktreihen  gemeinschaftlichen  Punkt  entsprecJicn. 
lieber  eine  Eigenschaft  dieser  Axe  siehe  S.  19.    . 

Wenn  die  beiden  homographischen  Punktreihen  dieselbe 
Gerade  zum  Träger  haben,  so  heissen  die  beiden  Punktreihen 
conlocal,  aufeinanderliegend  oder  superponirt. 

Zwei  superponirte  homographische  Punktreihen,  welche  nicht 
zusammenfallen^  d.  h.  deren  Elemente  nicht  sämmtlich  Doppel- 
elemente sind,  können  höchstens  zwei  reelle  sich  entsprechende 
gemeinsame  Punkte  haben.     Die   Wurzehi  der  Gleichung 

ax^  +  (&  -f  c)^  +  (?  =  0 
sind  die  Coordinaten  dieser  Punkte. 
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Die  sich  entsprechenden  gemeinsamen  Punkte  heissen  Doppel- 
punkte. 

Wenn  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  imaginär  sind,  so 
sagen  wir,  die  beiden  Doppelpunkte  existiren  auch  in  diesem 
Fall,  seien  aber  imaginär. 

Der  Mittelpunkt  der  von  den  Doppelpunkten  begrenzten 
Strecke  fällt  mit  dem  Mittelpunkt  der  von  den  beiden  Flucht- 
punkten (den  Grenzpunkten)  begrenzten  Strecke  zusammen. 

In  zwei  superponirten  homographischen  Punktreihen  ist  das 
Doppelverhältniss  zweier  beliebiger  sich  entsprechender  Punkte  mit 
den  beiden  Doppelpunkten  constant. 

Die  Correspondenz  zwischen  zwei  solchen  Punktreihen  ist 
nur  dann  involutorisch ,  d.  h.  einem  Punkt  entspricht  nur  dann 
immer  derselbe  andere  Punkt,  wenn  dieses  Doppelverhältniss  den 
Werth  -\-  1  oder  —  1  hat. 

In  dem  ersten  Fall  sind  die  beiden  Punktreihen  identisch; 
in  dem  zweiten  bilden  sie  eine  involutorische  Homographie  oder 
einfach  eine  Involution  (Desargues). 

Analytisch  wird  eine  Involution  durch  eine  Gleichung  vom 
Typus 

axy  -\-  b{x  -\-  y)  -\-  d  =  0 
bestimmt. 

Die  Doppelpunkte   der  Involution  sind  durch  die  Gleichung 

ax^  +  2bx  -\-  d  =  0 
gegeben. 

Sind  die  Coefficienten  a,  b^  d  reell,  so  heisst  die  Involution 
hyperbolisch,  elliptisch  oder  parabolisch,  je  nachdem  die  Doppel- 
punkte reell  oder  imaginär  sind  oder  zusammenfallen. 

In  dem  Fall  der  Involution  fallen  die  beiden  Grenzpunkte 
in  einen  einzigen  Punkt,  den  sogenannten  Centralpunkt  der  In- 
volution zusamnicn,  welcher  der  Mittelpunkt  der  durch  die  beiden 
Doppclpunkte  bestimmten  Strecke  ist. 

Wenn  es  in  ztvei  conlocalen  homographischen  Punktreihen 
zwei  verschiedene  Punkte  gibt,  die  sich  auf  doppelte  Art  ent- 
sprechen (vergl.  §  l),  so  gilt  dasselbe  auch  für  zwei  beliehige 
sich  entsprechende  Punkte  und  es  liegt  eine  Involution  vor. 

Ist  0  das  Involutionscentrum  und  sind  A,  A'  zwei  sich 
entsprechende  Punkte,  so  ist  immer 

OA  '  0A'=  Const. 

Eine  Involution  wird  durch  zwei  sich  entsprechende  Punkte- 
paare AA\  BB'  bestimmt. 
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Sind  zwei  Paare  AA\  BB'  sich  entsprechender  PunMe  ge- 
gehen,  so  verfährt  man,  um  die  Involution  zu  construiren,  auf 
die  folgende  Art:  Man  nimmt  einen  beliebigen  Punkt  G  ausser- 
halb der  Geraden  an  und  beschreibt  die  Kreise  GAA',  GBB\ 
die  sich  in  einem  ziveiten  Punkt  H  schneiden.  Der  Punkt  0, 
in  ivelchem  die  gegebene  Gerade  von  GH  geschnitten  wird,  ist 
das  Involutionscentrum  und  jeder  durch  G,  H  gezogene  Kreis 
trifft  die  gegebene  Gerade  in  zwei  sich  entsprechenden  Punkten 
der  Involution. 

Sind  AA',  BB',  CG'  Punktepaare  in  Involidion,  so  be- 
steht zwischen  den  Strecken,  welche  diese  Pmikte  auf  der  Geraden 
bestimmen,  die  Belation: 

AB'-  BC'  CA' 4-  A'B  •  B' C  -  CA  =  0. 

Wenn  x^,  g^:,  x^,  y^  die  Coordinaten  von  A,  A' ;  B,  B'^ 
sind,  so  lautet  die  Gleichung  der  Involution: 

^y^       X  -[-  y,    1  \ 

Ist  fi{x)  =r=  0  die  Gleichung  ^*®^  Grads,  deren  Wurzeln 
x^,  y^  und  f<^(x)  =  0  diejenige,  deren  Wurzeln  Xc^,  y^  sind,  sa 
ist  die  Gleichung  der  Involution 

f^{x)  +  lf,{x)=^0. 

Wenn  sich  ein  rechter  Winkel  in  seiner  eigenen  Ebene  um 
seinen  Scheitel  dreht,  so  beschreiben  seine  Schenkel  auf  einer 
Geraden  zwei  in  Involution  liegende  Punktreihen. 

Die  drei  Paare  von  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierecks 
/''erden  von  einer  beliebigen  Transversalen  in  drei  Paaren  von 
involutorisch  conjugirten  Punkten  geschnitten. 

Wenn  man  die  drei  Paare  von  Gegenecken  eines  vollstän- 
digen Vierseits  von  einem  beliebigen  Centrum  aus  auf  eine  Ge- 
rade projicirt,  so  bilden  die  so  erhaltenen  sechs  Punkte  drei  Paare 
'ner  Involution. 

Sind  in  zwei  conlocalcn  homographischen  Punktreihen  A,  A' : 
B ,  B'  Paare  sich  entsprechender  Elemente  und  E,  F  die  beidui 
(verschiedenen  oder  nicht  verschiedenen)  Doppelpunkte,  so  sind 
E,  F;  A,  B' ;  B ,  A'  drei  Paare  involutorisch  verbundener 
nkte. 
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Eine  Projectivität  conlocaler  Punktreihen  kann  cycliscli  von 
der  Ordnung  n  sein,  d.  h.  derart,  dass  man,  wenn  zu  einem 
Punkt  A  der  entsprechende  A\  alsdann  zu  dem  Punkt  A\  den 
man  jetzt  als  der  ersten  Punktreihe  zugehörig  betrachtet,  der 
entsprechende  A''  aufgesucht  wird  u.  s.  f.,  nach  n  solchen  Opera- 
tionen jedesmal  wieder  zu  dem  Punkt  A  zurückkehi't. 

Die  Involution  ist  eine  cyclische  Projectivität  ziveiter  Ordnung. 

Nimmt  man  die  DoppelpunMe  zu  Fundamentalpunkten  pro- 
jectiver  (nicht  homogener)  Coordinaten,  so  lässt  sich  die  Gleichung 
der  cyclischcn  Projectivität  n^^^  Ordnung  y  —  ex  =  0  sehr  eilten, 
ivorin  s  eine  primitive  w*®   Wurzel  aus  der  Einheit  ist. 

Die  cyclischen  Projectivitäten  erhielten  ihren  Namen  von 
€  leb  seh,  Grelle,  68;  zuerst  hatten  sich  mit  ihnen  beschäftigt: 
Möbius,  ges.  Werke  2  Bde,  1*""  Bd.  von  E.  Baltzer,  2*^'"  Bd. 
von  F.  Klein  herausgeg.,  Leipzig  1886,  Bd.  2  und  Battaglini, 
Acc.  Napoli,  1863,  der  sie  Involutionen  höherer  Ordnung  (invo- 
luzioni  di  ordine  superiore)  nannte. 

Für  die  allgemeinen  Zuordnungen  zwischen  zwei  conlocaler 
Punktreihen  (oder  überhaupt  zwischen  zwei  conlocalen  Grund- 
gebilden l*^'"  Stufe)  ist  der  folgende  Satz,  das  sogenannte  Gor- 
respondenzprincip  von  Chasles,  wichtig: 

Wenn  zwischen  den  Punkten  ziveier  conlocaler  Punktreilm 
eine  solche  Beziehu/ng  festgestellt  wird,  dass  jedem  Punkt  dm 
■ersten  m  Punkte  der  zweiten  und  jedem  Punkt  der  ziveiten  t 
der  ersten  entsprechen,  so  sind  m  -)-  n  Punkte  vorhanden,  dl 
sich  selbst  entspreche^i.  Chasles,  Gompt.  Bend.,  1864,  1866 
Ueber  dieses  Correspondenzprincip  siehe  auch  Kap.  15,  §  3. 


3.  Das  Strahlenbüschel.  —  Setzt  man  in  einem  Büsche 
•einen  gewissen  Strahl  als  Anfangsstrahl  fest,  so  lässt  sich  da 
Büschel  beschreiben,  indem  man  diesen  Strahl  um  den  Scheite 
des  Büschels  dreht.  Die  Rotation  kann  in  zweierlei  Sinn  statt 
finden-,  wir  wollen  die  Rotation,  die  in  einem  gewissen  Sin: 
erfolgt,  die  positive  und  die  entgegengesetzte  die  negative  nennet 
Wenn  a  und  h  zwei  Strahlen  des  Büschels  sind,  so  verstehe 
wir  unter  dem  Winkel  (ab)  den  kleinsten  Winkel,  welchen  de 
Strahl  fl,  in  positivem  Sinne  rotirend,  beschreiben  muss,  um  zui 
Zusammenfallen  mit  b  zu  kommen.  Die  Zahl,  welche  den  Winkt 
misst,  den  die  Anfangsgerade  mit  irgend  einer  Geraden  dt 
Büschels  macht,  kann  man  die  gewöhnliche  Goordinate  odt 
Anomalie  der  Geraden  des  Büschels  nennen.  Auf  diese  Art  L' 
(bei)  +  (ab)  =  Tt. 


§  2.    Harmonie  von  vier  Strahlen.  17 

Das  DoppelverhäUniss  von  vier  Strahlen  des  Büschels  ist 
las  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte,  in  welchen  eine  belie- 
)ige  Transversale  die  vier  Strahlen  schneidet.  Es  wird  dar- 
gestellt durch 


)de^'  durch 


^  ^         sin  (ac)     sin  {ad) 

[alcd)  =  gi^-(^)  :  sin(öcZ)' 

,   _     ..         CA     DA 


vorin    CA^   CB,  DA,  DB    die  Abstände  zweier  Punkte   C,  D 
ler  Strahlen  c,  d  von  den  Strahlen  a,  h  bezeichnen. 
Setzt  man  (ahcd)  =  X,  so  ist 


X  —  1    _       X 
tg(afe)         tg  (ac) 


7 — , — 7,-      fMöbius). 
tg{ad)      ^  ^ 


Ist  (abcd)  =  —  1,  so  nennt  man  die  vier  Geraden  har- 
nonisch. 

Vier  Strahlen  a,  h,  c,  d  eines  Büschel  sind  harmonisch, 
venn  sich  ein  vollständiges  Vierseit  derart  construiren  lässt,  dass 
wei  Gegenecken  auf  a,  ztvei  GegenecJcen  auf  h,  eine  fünfte  Ecke 
mf  c  und  die  sechste  auf  d  liegt. 

Kann  man  ein  solches  Vierseit  construiren,  so  lassen  sich 
mendlich  viele  construiren. 

Legt   man    in    dem   Büschel    zwei   Strahlen    a,  h    fest,    so 

viinn  das  Verhältniss  -. — y-ti  zur  Coordinate  eines  Strahls  c  ge- 

sm  (c  o)  ^ 

lommen  werden;  man  erhält  so  ein  Coordinatensystem,  welches 
lern  bei  der  Punktreihe  harycentrisch  genannten  analog  ist. 

Wenn  dagegen  drei  Strahlen  a,  &,  c  in  dem  Büschel  festgelegt 
werden,  so  kann  man  als  Coordinate  eines  Strahles  d  das  an- 
larmonische  Verhältniss  (ah cd)  wählen;  es  ergibt  sich  dann  das 
System  projectiver  Coordinaten. 

Legt  man  der  Coordinate  imaginäre  Werthe  bei,  so  werden 
iadurch  die  imaginären  Strahlen  des  Büschels  definirt. 

Ztvei  Strahlenbüschel  sind  homographisch  oder  collinear 
'verwandt  oder  projectiv  (vergl.  §  l),  wenn  sie  sich  derart  ent- 
sprechen, dass  jedes  anharmonische  Verhältniss  von  vier  Strahlen 
les  einen  Büschels  dem  anharmonischen  Verhältniss  der  entsprechen- 
ien  (conjugirten)  Strahlen  des  anderen  immer  gleich  ist. 

Ebenso,  wie  bei  den  Punktreihen,  kann  diese  Eigenschaft 
luch  hier  als  Definition  der  projectiven  Büschel  dienen. 

Pascal,  Kepertorium.  H.  2 
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Als  weitere  Definition  lässt  sich  auch  die  folgende  von 
Staudt  benutzen:  Zwei  Büschel  sind  projectiv,  wenn  sie  sich  so 
entsprechen,  dass  harmonischen  Gruppen  in  dem  einen  harmonische 
Gruppen  in  dem  anderen  zugeordnet  sind. 

Wenn  die  leiden  Büschel  denselben  Scheitel  (Träger)  haben, 
gibt  es  immer  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Strahlen,  die  sieh 
selbst  entsprechen  (Doppel strahlen). 

Ist  ferner  die  Zuordnung  involutorisch  (ohne  jedoch  so  zu  sein, 
dass  jeder  Strahl  sich  selbst  entspricht),  so  sagt  man,  die  Paare 
sich  entsprechender  Strahlen  bilden  eine  Involution.  Zwei  con- 
jugirte  (sich  entsprechende)  Strahlen  sind  in  diesem  Fall  harmo- 
nisch zu  den  beiden  Doppelstrahlen. 

Wie  bei  den  Punktreihen  lassen  sich  auch  hier  cyclisch 
Projectivitäten  von  der  n^^^  Ordnung  definiren. 

Ein  rechter  Winkel,  welcher  in  einer  Ebene  um  seiner 
Scheitel  rotirt,  beschreibt  mit  seinen  Schenkeln  zwei  Strahlen- 
büschel,  die  eine  Involution  bilden.  Die  Doppelstrahlen  sim 
imaginär;  sie  sind  die  Strahlen,  die  nach  den  beiden  Kreispunk 
ten  führen  (vergl.  §  3). 

Die   drei  Paare  von   Gegenecken    eines    vollständigen    Yi 
seits  werden  von  einem  beliebigen  Centrum  aus  durch  drei  Paar 
involutorisch  conjugirter  Strahlen  projicirt. 

Die  Homographie  zivischen  zwei  Strahlenbüscheln  wird  dura 
drei  Paare  sich  entsprechender  Elemente  bestimmt. 

Wenn  zwei  homographische  Büschel  mit  verschiedenen  Schei 
teln  einen  Doppelstrahl  haben,  so  sind  sie  perspectiv  (vergl.  §  1 

Um  die  Homographie  zweier  Strahlenbüschel  zu  construirer 
wenn  drei  Paare  aa\  bb\  cc  sich  entsprechender  Strahlen  ge 
geben  sind,  schlägt  man  ein  Verfahren  ein,  das  dual  zu  der 
bei  zwei  Punktreihen  befolgten  ist.  Durch  den  Punkt,  ivelcJu 
zweien  sich  entsprechenden  Strahlen  a,  cb  gemeinsam  ist,  iverde 
zwei  Gerade  s,  s  gezogen;  b"  sei  die  Gerade,  welche  die  Punh 
sb^  sb'  verbindet,  und  c"  die  durch  die  Punkte  sc,  sc  gehenci 
Gerade.  Der  Ptmkt  b" c'  ist  der  Scheitel  eines  zu  den  beide 
gegebenen  Büscheln  perspectiven  Büschels.  Ist  mithin  ein  Strahl 
des  ersten  Büschels  gegeben,  so  suche  man  seinen  Schnittpuni 
mit  s,  verbinde  diesen  Schnittpunkt  mit  dem  Punkt  b" c'  und  ei 
mittele  den  Schnitt  dieses  Strahls  mit  s';  die  Gerade,  welche  dt 
Scheitel  des  zweiten  Büschels  mit  diesem  Punkt  verbindet,  ist  de 
entsprechende  Strahl  d\ 

Wenn   man   als  s,  s'   die  Geraden  V,  a   wählt,    so  treffe 
sich  die  Geraden,  welche  die  Punkte  ab\  ab-.^  ac\  a  c,  bc\  b' 
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»^erbinden,  in  demselben  Punkt,  welcher  das  Birections- ,  Pro- 
edivitäts-  oder  Homographiecentrum  der  beiden  Büschel  ge- 
lannt  wird. 

Das  Birectionscentrum  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  jede 
liirch  es  gehende  Gerade  die  Büschel  in  zwei  in  Involution  liegen- 
len  PunMreihen  schneidet,  und  umgekehrt  geht  jede  so  beschaffene 
Ter  ade  durch  dieses  Gentrum. 

Die  Directionsaxe  zweier  projectiver  Punktreihen  (S.  13) 
)esitzt  die  correlative  Eigenschaft;  wir  sehen  davon  ab,  den  ent- 
prechenden  Satz  besonders  zu  formulieren. 

Zwei  Strahlenbüschel  heissen  ähnlich,  wenn  ihre  Scheitel 
m  Unendlichen  liegen  und  ein  Schnitt  des  einen  einem  Schnitt 
les  anderen  ähnlich  ist  (vergl.  §  2). 

Zwei  Strahlenbüschel  heissen  congruent  (^gleich),  wenn  das 
Tste  sich  nur  dadurch  vom  zweiten  unterscheidet,  dass  seine 
jage  eine  andere  ist. 

Zwei  gleiche  Büschel  sind  projectiv. 


3.  Bas  Ebenenhüschel.  —  Die  Geometrie  des  Ebenen- 
mschels  ist  nicht  wesentlich  von  der  Geometrie  der  geraden 
J^unktreihe  und  des  Geradenbüschels  verschieden.  Es  werden 
lieselben  Begriffe  von  Coordinaten,  Doppelverhältniss,  Harmonie, 
Tomographie  und  Involution  eingeführt,  wie  es  auch  in  dem 
»Vorstehenden  geschehen  ist. 


§  3.    Die  Geometrie  der  Gebilde  2*^^  Stufe.     Das  ebene 
Punkt-  und  Strahlensystem. 

Zwischen  den  Flächeninhalten  der  Dreiecke,  welche  drei  von 
ünf  gegebenen  Punkten  Ä,  B,  C,  B,  E  der  Ebene  zu  Eck- 
)unkten  haben,  besteht  die  Relation: 

1^  ÄBE  •  CBE  +  BCE-  ABE  +  CAE  -  BBE  =  0, 

iM  ähnlich  für  sechs  Punkte  der  Ebene: 

iBC-  BEF+  ACB -  BEF  +  ABB  -  CEF  =  BCB-  AEF 

(Monge,  Möbius). 

Nennt  man  d^^^  ^i3?  '  '  '  ^i®  Abstände  je  zweier  der  vier 
.unkte  J.J,  J.2,  ^3,  A^  einer  Ebene,  so  gilt  die  Beziehung 

9* 
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öh 

0 

öh 
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^l3 

^?3 

öh 

0 

Wir  wollen   uns  in   der  Ebene    zwei  Gerade   {Coordinaten- 
axevh)  gezogen  denken,  die  sich  in  einem  Punkt  0,  dem  sogenann- 
ten Anfangspunkt^  schneiden.     Es   seien    auf  diesen   beiden   Ge- 
raden zwei  Systeme  gewöhnlicher  Coordinaten,  wie  in  §  2,  aul 
beliebige  Art  festgesetzt  und  der  Punkt  0  als  Anfangspunkt  ir 
einem  jeden  angenommen.    Durch  jeden  Punkt  P  der  Ebene  geh 
eine  Parallele  zur  ersten  und  eine  Parallele  zur  zweiten  Geraden 
jeder   Punkt   der   Ebene    wird  durch  eine    der   zweiten   Gerader 
parallele  Projection  in  einen  und  nur  einen  Punkt  P'  der  erstei 
und  durch  eine  der  ersten  Geraden  parallele  Projection  in  einei 
und  nur   einen  Punkt  P"  der  zweiten  projicirt.     Die  Coordina 
ten  von  P'  und  V  können  dann  als  Coordinaten  von  P  ange 
sehen  werden;  sie  heissen  Cartesische  Coordinaten.    Der  gewöhn  ' 
liehe  und  einfachste  Fall  ist  derjenige,  in  welchem  Vorausgesetz 
wird,    die   beiden  gegebenen  Geraden   seien    rechtwinklig   zuein 
ander  und  die  Masseinheiten,  nach  welchen  die  Coordinaten  vo 
P'  und  P''  auf  beiden  Geraden  gerechnet  werden,  seien  gleicl 
Nennt   man   ic,  y  die   Coordinaten   der   Punkte    der    ersten    be; 
der  zweiten  Geraden,  so  heisst  die  erste  Gerade  die  x-Äxe^  di 
zweite  die  y-Axe. 

Ein   anderes  Coordinatensystem   für   die  Punkte  der  Eber 
ist  das  der  sogenannten  PoJarcoordinaten.     Man  legt  einen  Punl 
0,  den  Pol,   und   eine   von   ihm  ausgehende  Gerade  OA   in   d« 
Ebene   fest  und  bestimmt  die  positive  Richtung   dieser  Gerade 
(die  Polaxe).     Ein   Punkt  P  der   Ebene   kann   dann    durch  de 
(immer    positiven)    Abstand    des    Punktes   P   vom    Pol    0    un 
durch   die    Grösse   des    (positiven    oder   negativen)    Winkels    b 
stimmt  werden,   den  die  positive  Richtung  der  Geraden  OA 
positivem    oder    negativem    Sinne    (vergl.  §  2,    das    Strahlei 
büschel)  beschreiben  muss,  um  mit  dem  Strahl  OP  zur  Deckui 
zu  kommen. 

Ein  weiteres  Coordinatensystem  ist  das  sogenannte  Vipolai 
Man  nimmt  in  der  Ebene  zwei  feste  Punkte  0,  0'  als  d 
Scheitel   zweier  Büschel   an;    durch   jeden   Punkt   P  der   Ebe: 
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eht  ein  Strahl  des  ersten  und  ein  Strahl  des  zweiten  Büschels; 
ie  Coordinaten  dieser  beiden  Strahlen  in  jedem  der  Büschel 
ann  man  als  Coordinaten  von  P  ansehen. 

Wenn  man  den   beiden  Coordinaten  x,  y   eines   Punkts   in 

hier   Ebene   die   Fonn    x  =  — ,    y  =  -^   gil^t,   so   werden   die 

X^  flüg 

i  rossen  iCj,  x^^  x^  homogene  Coordinaten  der  Punkte  der  Ebene 
enannt.     Unter   den   homogenen  Coordinatensystemen    sind   die 
ogenannten  DreiecJcscoordinaten    (trüineare,    trimetrische)  beson- 
lers  bemerkenswerth. 

Wir  betrachten  drei  Gerade  der  Ebene,  die  nicht  durch 
inen  Punkt  gehen,  und  bezeichnen  mit  p.,  q,  r  die  Abstände 
Ines  beliebigen  Punkts  P  der  Ebene  von  den  drei  Geraden  und 
nit  a,  5,  c  drei  beliebige  Constante;  wir  nehmen  ferner  x^^,  iTg,  x^ 
)roportional  zu  den  Verhältnissen 

p       q       r 

— ,    -f-,    —     an. 

Man  kann  zeigen,  dass  auf  diese  Art  jedem  Tripel  von 
Werihen  qx^,  qx^,  qx^,  worin  q  ein  beliebiger  Froporiionalitäts- 
''actor  ist^  ein  einziger  PunM  der  Ebene  entspricht  und  um- 
gekehrt. Die  Grössen  x^,  x^^  x^  können  daher  ein  System 
lomogener  Coordinaten  darstellen.  Die  Ecken  Ä,  B,  0  des 
XUS  den  drei  Geraden  gebildeten  Dreiecks  haben  bez.  die  Coor- 
linaten 

0,     x^,     0; 
I  ^1,     0,      0. 

Das  Dreieck  ABC  heisst  das  Fundamentaldreieck  der  Coor- 
Mnaten. 

Es  existirt  in  der  Ebene  ein  Punkt  Z7,  dessen  Abstände  von 
den  drei  Geraden  proportional  zu  a,  &,  c  sind;  er  hat  die  homo- 
genen Coordinaten   1,  1,  1   und   heisst  daher  der  Einheitspunkt. 

Die    Verhältnisse   zweier    der   Coordinaten   eines  Punkts    P 

X         X 

zur  dritten^  z.  B.  ~,  ~  kann   man  als  Doppelverhältnisse  von 
x^     x^ 

StraJdenbüscJieln  ansehen.     Denn  es  ist: 

Xy  er 

x^  a  '  p  '' 

x^  c  ^    r 

^3  &   *   g  ' 
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worin    die    rechten    Seiten    den    Doppel  Verhältnissen    der    vier 
Strahlen  der  Büschel 

B{A,  0,  U,  F)    und    Ä(B,  C,  U,  P) 
gleich  sind. 

Das  hier  besprochene  Coordinatensystem  ist  mithin  ein 
System  projecüver  homogener  Coordinaten. 

Wenn  der  EinheitspunM  U  das  Centrum  des  dem  Funda- 
mentaldreieck eingeschriebenen  Kreises  ist^  so  sind  die  Coordinaten 
x^,  x^,  iCg  von  P  den  Abständen  des  PunJctes  P  von  den  drei 
Seiten  des  Fundamentaldreiecks  proportional. 

Ist  eine  der  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  die  unendlich 
ferne  Gerade  der  Ebene,  so  wird  das  System  von  (Jiomogenen) 
Breieckscoordinaten  ein  System  von  (nicM  homogenen)  Cartesischen 
Coordinaten. 


Die  allgemeinen  Formeln  für  die  Verwandlung  eines  Car- 
tesischen Coordinatensystems  in  ein  anderes,  ebenfalls  Carte- 
sisches,  lauten,  wie  folgt:  Wenn  (x,  y)  die  Coordinaten  eines 
Punkts  in  Bezug  auf  zwei  durch  einen  Punkt  0  gehende  Axefi 
sind^  die  den  Winkel  co  miteinander  bilden,  und  wenn  (X,  Y] 
die  Coordinaten  desselben  Punkts  in  Bezug  auf  zwei  andere, 
durch  einen  anderen  Punkt  0'  gehende  Axen  bezeichnen,  und  0 
bezüglich  der  ersten  Axen  die  Coordinaten  {a,  b)  hat,  so  geJtert 
die  Relationen 

'  sm  ö)     '  sm  ö)  ' 

-     ,     __  sin  cc     ,     ^^  sin  a' 

y  =  b  -\-  X  -. \-  Y  "V , 

'  sm  oj     '  sin  CO  ' 

worin  ci,  ß  die  Winkel  bedeuten,  tvelche  die  neue  X-Axe  mi 
den  alten  Axen  macht,  und  a\  ß'  die  Winkel  ztvischen  der  neuet 
Y-Axe  mid  den  alten  Axen  sind.     Dabei  ist 

a  -\-  ß  =  Ci'  -\-  ß'  =  (o 

und  es  ivird,  ivie  auch  später .,  unter  dem  Winkel  zwischen  dei 
Axen  der  Winkel  verstanden .^  den  die  positiven  Richtungen  de 
Axen  miteinander  bilden. 

Die    Determinante    der    Coefficienten    von    X    und     Y    h 
diesen  Formeln  hat  den   Wert  ~. — ,   worin  51   der   Winkel  de 

j  .  .  sin  CO 

neuen  Axen  ist. 
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Wenn  beide  Coordinatensysteme  rechtwinTüig  sind  und  a  den 
Vinkel  bezeichnet,  den  die  neue  x-Axe  mit  der  alten  x-Axe 
lacht,  so  'Vereinfachen  sich  die  TransformationsformeJn  und 
'erden: 

X  =  a  -{-  X.  cos  c^  +  3^  sin  a, 

y  =fc-f~^sinor-j-  Y  cos  a . 

Darin  hat  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen, 
e  nachdem  die  positiven  Richtungen  von  Y  und  y  den  Winkel 
:  oder  den  Winkel  %  —  a  mit  einander  machen. 

Die  Formeln  für  die  Verwandlung  rechtwinTüig  er  Carte- 
ischer  Coordinaten  in  Polar  coordinaten  lauten: 


X  ^  Q  cos  (p 
9 


-+VV+7'. 


cos  q)  = 


X 


Voo'-hy' 


y 
tg9 

sin  cp  ■■ 


Q  sm  cp . 

y 


X 


y 


V^'  +  y' 


vor  in  q,  cp  die  Polar  coordinaten  des  Punkts  bedeuten,  dessen 
öartesische  Coordinaten  x,  y  sind^  und  worin  vorausgesetzt  wii'd, 
iass  der  Pol  mit  dem  Coordinatenanfang  und  die  Polaxe-  mit 
ler  Axe  zusammenfällt,  auf  welcher  die  x  gerechnet  werden. 

Wenn  (^jc,  y),  (^x',  y')  die  Cartesischen  Coordinaten  zweier 
Punkte  sind,  so  wird  der  Abstand  der  beiden  Punkte  durch  die 
Formel  gegeben: 


^2  =  (^x'  —  xf  -\-  {y  —  yf  4-  2(/  —  x){y  —  y)  cos 


0); 


dabei  ist  w  der   Winkel,  den  die  Axen  miteinander  machen. 

Sind  cc,  ß  die  Winkel,   ivelche   eine  Gerade  der  Ebene  mit 
dm  Coordinatenaxen  bildet,  so  besteht  die  Fundamentalb ezi ehu/ng : 


cos^  a  -f-  cos^  ß  —  2  cos  a  cos  |3  cos  o)  =  sin^ 


CO. 


Sind  a,  ß  und  a  ,  ß'  die  Winkel,  welche  zwei  Gerade  mit 
den  Coordinatenaxen  machen,  so  ist  der  Winkel  der  beiden  Ge- 
raden durch  die  Formeln  gegeben: 


cos 


(rr)  =  — 


sin  (rr)  =  — 


sm'^ci) 


sm  (o 


1  cos  03 

cos  03  1 

cos  a     cos  ß' 

cos  a    cos  ß 
cos  a    cos  ß' 


coso: 

cos|5 

1 
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Die  Bedingung ,  damit  mvei  Gerade  senkrecht  auf  einander 

stehen,  ist: 

1        cos  CO    cos  a 

cos  (o        1        cos  ß     ==  0 , 

cos  a     cos  ß'       0 

und  die  Bedingung,  damit  sie  parallel  sind: 


I  cos  a     cos  ß 
I  cosa'    cosjS' 
Bei  rechtwinkligen  Axen  wird: 


=  0. 


—  sincö 


cos  (r/)  =  cos  a  cos  a'  -f"  cos  ß  cos  |3', 
sin  (r/)  =  cos  a  cos  |3'  —  cos  a  cos  j3. 
Wenn  (x,  y),   (x\  y),  {x\  y')    die    Coordinaten    der    drei 

Ecken    eines  Dreiecks  bezeichnen,    so  ist  der   Flächeninhalt   des 

Dreiecks  seinem  absoluten   Werth  nach  durch 

X     y      1 

x'    y'    1     gegeben. 
X     y      1 

Die  Bedingung ,  damit  drei  Punkte  mit  den  Coordinaten 
{x,  y),  {x\  /),  {x",  /') 
in  einer  Geraden  liegen,  lautet: 

X     y     1 
X     y'    1     ==  0. 
X     y      1  I 

Eine  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  eines  Punkts  in 
der  Ebene  stellt  einen  Ort  von  Punkten  dar. 

Zwischen  den  Coordinaten  {x,  y)  eines  einer  Geraden  an- 
gehörigen  Punkts  besteht  eine  Belation  J*^"  Grads  (die  Glei- 
chung der  Geraden)  vom  Typus: 

ax  -{-by  -\-  c  =  0^ 
ivorin  a,  b,  c  constante  Coefficienten  sind. 

Der  Gleichung  der  Geraden,  welche  durch  zwei  Punkte 
(x',  y')^  (x",  y"')  geht,  kann  man  eine  der  Formen  geben: 

X  —  X  ^^  y  ^^z^y 

x"  —  x'        y"  —  y' ' 

I  ^      //       1  I 

x'    y'     1  i  =  0. 

ff      ff    ^   \ 
X      y      1 
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Bie   Coordinaten   eines  Punkts,   welcher   auf  der  durch  die 
[  ^unMe  {xy'),  {x'y'')  bestimmten  Geraden  liegt,  sind 
(x'-\-  Ix"       y  -\-  ly' 


\    1  +  Z     '        1  -t-  ^ 
Die  PunJde 

Ix' -{- Ix"     y' -\- ^y"\        (x'  —  Ix"     y'  —  ly"^ 


(x'+Xx"      y'-{-  Xy"\         (x^ 

\   1  4-  ;i    '     1  -\-  X  )'     \  1 


keilen  die  von  den  Punkten   {x\  y'),  {x'',  y'')   hegr ernte  Strecke 
armonisch. 

Nimmt  man  die  Axen  rechtwinklig  an  und  gibt  der  Glei- 
hung  der  Geraden  die  Form 

y  =  Ax  -^  B, 
0   kann  man  den   Coefficlenten  A    den    Winkelcoefficienten  der 
Gleichung    der    Geraden   nennen;    er    stellt    die    trigonometrische 
^angente  des  Winkels  dar,  den  die  Gerade  mit  der  x-Axe  bildet. 

Bezeichnet  man  mit  u,  ß  die  Winkel,  tvelche  das  Loth  auf 
'ie  Gerade  mit  den  Coordinatenaxen  macht,  und  mit  q  den  Äb- 
tand  des  Coordinatenanfangs  von  der  Geraden,  so  lässt  sich  die 
rleichung  der  Geraden  schreiben: 

;  cos  a  -|-  y  cos  j3  —  ^  =  0    (die  Gleichung  der  Geraden  in  der 

Normalform). 

Um  die  Gleichung  ax-\-by-\-c  =  0  auf  die  Normalform  zu 
mngen,  braucht  man  ihre  linke  Seite  nur  mit 

sin  <ö 


|/a^  4"  ^^  —  '^  CLb  cos  oj 

u  multipliciren ,  worin  das  Wurzelzeichen  positiv  oder  negativ 
u  nehmen  ist,  je  nachdem  das  Product  c  sin  cö  negativ  oder  posi- 
iv  ausfällt. 

Wenn  die  Gleichung  einer  Geraden  ax  -{-by  -]-  c  =  0  lautet^ 
md  unter  co  der  Winkel  der  Axen  verstanden  wird,  so  sind 
He  Winkel,  welche  das  Loth  auf  die  Gerade  mit  den  Axen  bildet^ 
lurch  die  Formeln  gegeben: 


a  sm  (ü 

cos  a 


y  a'^  -\-  h^  —  2a &  cos  o) 

^  b  sin  CO 

cos  p  = ^=z^  , 

ya^  -|-  6^  —  2a&  cos  o 

md  der  Abstand  des  Coordinatenanfangs  von  der  Geraden  ist 

c  sin  CO 
ya^  +  b^  —  2 ab  cos  co 
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ivorin  für  das   Vorzeichen  des  Badicals  die  oben  gemachte  Be- 
merkimg gilt 

Der  Abstand  eines  Punkts  mit  den  Coordinaten  X,  Y  von 
einer  Geraden,  deren  Gleichung 

ax  -\-  by  -\-  c  =  0 

lautet,  wird  durch  die  Formel 

{aX  -\-  b  Y  -\-  c)  sin  CO 

Ya^  -\-  b^  —  2ab  cos  co 
angegeben,   ivorin  für  das   Vorzeichen  des  Radicals  ivieder  das- 
selbe gilt,  wie  vorher;  dieser  Abstand  ist  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  der  Punkt  auf  derselben  oder  der  entgegengesetzten  Seite 
der  Geraden  liegt,  tvie  der  Coordinatenanfang. 

Die  Coordinaten  des  Schnittpunkts  zweier  Geraden 

ax   -{-  bg   -)-  c  =^  0 

a'x  -}-  b'y  -f-  c'=  0 
sind-' 

hc'  —  b' c  a'c  —  ac' 

^  ~  ab'—a'b  '      ^  ""  ab'^^~a/b  ' 
Der  ztvischen  zwei  Geraden   enthaltene   Winkel  cp   ist  durch 

{ab'  —  ab)  sin  co 


sing) 
cos  cp 


}/a^  +  b^—  2ab  coaa  ■  y  a'^  +  b'^  —  2a' b'  cos  co 
aa'  -f-  bb'  —  {ab'-\-  ab)  cosw 


j/a^  +  5^  —  2ab  cos  w  •  Ya'^  +  fe'V—  2a'b'  cos« 
gegeben. 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  die  beideti 
Geraden  parallel  seien,  ist: 

ab' —  a'b  ==  0. 

Die   nothwendige   und    ausreichende  Bedingung ,    damit  du 
beiden  Geraden  senkrecht  aufeinander  stehen,  ist: 

aa'  -\-  bV —  (ab'  -\-  ab)  coso)  =  0. 
Die  Gleichung  der  Geraden^  welche  durch  den  Pmkt  (x',  g' 
geht   und  senkrecht  auf  der  Geraden  ax  -\-  by  -\-  c  =  0    steht 
lautet 

-  ^  —  ^'    ^    y  —  y' 

a  —  b  cos  CO         b  —  a  cos  co 
Damit  drei  Gerade 

ax    -\-  by    -)-  c    =0, 
a'x  -\- b'y   -\-  c    =0, 

a"x  -\-  b"y  -[-  c"  =  0 
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rcJi  denselben  Punkt  gehen,  ist  nothwendig  und  ausreichend,  dass 

a     h     c    \ 

a'    V    c     I  ==  0  sei. 

a 


fr     7  r/        ff 

h     c 


Der  Flächeninhalt  des  von  diesen   drei  Geraden    begrenzten 
>reieclcs  ist: 

a      1)      c      ^ 
a     J)     c 

ff        7    ff  ff 

a     l)     c 


{ah'—ah)  (ar—  a'h')  (a''h  —  a^) 


sino). 


Setzt  man 
reraden  : 


h 


u,    -—  =  V,    so    wird    die    Gleichung    der 
0. 


c  c 

^^x  -\-  vy  -{-  1 


Betrachtet  man  in  dieser  Gleichung  u,  v  als  festliegfend 
ind  X,  y  als  variabel,  so  ergibt  sich  eine  Beziehung  zwischen 
len  Coordinaten  eines  jeden  Punkts  einer  Geraden;  nimmt 
nan  dagegen  w,  v  als  variabel  an  und  o?,  y  als  festliegend,  so 
rhält  man  eine  Relation,  welcher  die  Grössen  u,  v,  die  einer  he- 
iehigen,  durch  den  festen  PunJct  mit  den  Coordinaten  x,  y  gehen- 
len  Geraden  entsprechen,  genügen  müssen.  Sind  die  Grössen 
^,  V  gegeben,  so  wird  dadurch  eine  Gerade  gekennzeichnet;  man 
cann  daher  w,  v  Coordinaten  der  Geraden  nennen. 

Die  Geraden,  deren  Coordinaten  derselben  linearen  Glei- 
chung genügen^  gehen  sämmtlich  durch  einen  PunJct. 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung,  damit  die 
Irei  Geraden  (w,  v),  (u\  v'),  (u'\  v")  durch  einen  Punkt  gehen, 
.autet 

1 


1     =0 

1  ! 


Die  Coordinaten  einer  Geraden,  welche  durch  den  Schnitt- 
pmikt  zweier  Geraden  *mit  den  Coordinaten  {u\  v'),  {u",  v") 
geht^  sind  vom  Typus: 

u  -j-  Xu"        v'  -\-  Xv" 


1  -\-  X 


1  +  X 
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Die  Geraden  mit  den  Coordinaten 

fu  -\- Xu"       v' -\- Xv"\  ^      (u  —  Xu^       v'  —  Xv"^ 

IT ' 


/w'+Aw"       v' 4- Xv"\  ,      (u  - 


{heilen  den   WinJcel  der  Geraden 

(u',  v'),    (ii'',  v")     harmonisch. 

Eine  Beziehung  zwischen  den  Geradencoordinaten  u,  v  stellt 
im  Allgemeinen  eine  Gesammtheit  von  unendlich  vielen  Tangenten 
an  eine  Curve,  eine  sogenannte  Enveloppe,  Einhüllende  dar. 

Der  Winkel  zwischen  Zivei  Geraden  (u,  v),  (u,  v')  ist,  falls 

TT 

die  Coordinatenaxen  rechtwinklig  auf  einander  stehen,  also  «  ==  ^ 

ist,  durch  die  Formel 

uu'  4-  vv'  , 

cos  a  =  --'-—-         _     gegeben. 

Bemerkenswerth  sind  die  beiden  imaginären  unendlich  fer- 
nen Punkte  der  Ebene,  welche  durch  die  Gleichung  (in  Gera- 
dencoordinaten)  u^  -\~  v^  =  0  dargestellt  werden.  Sie  heissen 
Kreispunkte,  weil  alle  Kreise  der  Ebene  durch  sie  gehen.  (Siehe 
Kap.  3  über  die  Kegelschnitte.) 

Man  beachte  die  folgende  projective  Definition  des  Win- 
kels zweier  Geraden,  bei  welcher  die  Kreispunkte  der  Ebene  be- 
nutzt werden: 


Der  Winkel  zweier  Geraden  ist  dem  Froduct  aus 


i 


2  2 

mit  dem  natürlichen  Logarithmus  des  anharmonischen  Verhältnissei 
des  Quadrupels  gleich,  welches  aus  den  beiden  gegebenen  Geradct 
und  den  zwei  Geraden,  die  nach  den  beiden  Kreispunkten  führen 
gebildet  ist.  Theorem  von  Laguerre,  Nouv.  Ann.  12,  1853 
p.  64.  Vergl.  z.  B.  A.  Clebsch,  Vorlesungen  über  Geometrie 
herausgeg.  von  Lindemann,  mit  Vorw.  von  Klein,  in  2  Bdn. 
Leipzig  1875,  1891,  1.  Bd.    Siehe  auch  weiter  unten  Kap.  21,  §  3 


Zwei  ebene  Systeme  (ebene  Punkt-  und  Strahlensysteme 
heissen  homographisch  oder  collinear  verwandt  oder  projecfii 
wenn  sich  zwischen  ihren  (reellen)  Punl^ten  und  ihren  (reellen 
Geraden  eine  Zuordnung  derart  herstellen  lässt,  dass  jeder 
Punkt  P  ein  Punkt  P'  und  jeder  Geraden  p  eine  Gerade  p'  eni 
spricht  und  dass,  wenn  P  der  Geraden  p^  auch  P'  der  Gerade 
p'  angehört. 


§  3.    Homographie  ebener  Systeme.  29 

In  dem  allgemeineren  Fall,  in  welchem  es  sich  um  reelle 
md  imaginäre  Elemente  handelt,  lautet  die  analytische  Defini- 
ion  der  Homographie  zweier  ebener  Systeme,  wie  folgt:  Werden 
iiit  x^y  die  Cartesischen  Coordinaten  eines  Punkts  der  einen  Ebene 
md  mit  x\  y'  die  Coordinaten  des  entsprechenden  Punkts  der 
weiten  bezeichnet,  so  sind  die  beiden  Systeme  homogi'aphisch, 
venn  die  Eelationen 

ax  -\-  hy  -\-  c  , a  x  -\-  h' y  -f-  g 


•^  —  ^"  ^  I  i." .,  \  r," ")   y 


a   X  A^  h    y  -Y  c    ^     ^         a   x  -\-o   y  -\-  c 

'*^lten,  und  die  Determinante  (aV c")  von  Null   verschieden   ist. 

Oder  auch:    Sind  n^  v   die  Coordinaten   einer  Geraden  der 

rsten  und   u\  v'   die  Coordinaten   der   entsprechenden  Geraden 

1er  zweiten  Ebene,    so  sind  die  beiden  Systeme  homographisch, 

wenn  Relationen  vom  Typus 

, au-\-'bv-\-c  , a  u -{- h' x) -\- c' 


a   u  -\-  0   V  -\-  c    ^  a   u  -\-  0   V  -\-  c 

ijestehen. 

Zwei  sich  entsprechende  gerade  Pimktreihen  oder  zivei  sich 
f sprechende   StrahlenhüscJiel ,    welche   in   zivei    homographischen 
''■nen  Systemen  enthalten  sind,  m,üssen  immer  projectiv  sein. 

Die   Homographie   zwischen   zivei    ebenen  Systemen   ist   he- 

•mmt,  tvenn  festgestellt  ist,  dass  den  vier  Ecken  eines   Vierecks 

der  einen  die  vier  Ecken  eines   Vierecks  in  der  anderen  oder 

iH  vier  Seiten  eines  Vierseits  in  der  einen  die  vier  Seiten  eines 

Vierseits  in  der  anderen  Ebene  entsprechen. 

Zwei  homographische  ebene  Systeme  heissen  affin.,  wenn 
der  unendlich  fernen  Geraden  des  einen  die  unendlich  ferne 
Gerade  des  anderen  entspricht. 

Die  Affinitätsgleichungen  haben  den  Typus 

x'  =  ax  -\-  by  -\-  c,     y'  =  a' x  4-  b'y  -f-  c. 

Die  Affinität  ist  bestimmt,  wenn  die  Zuordnung  zwischen 
drei  nicht  in  einer  Geraden  liegenden  Funkten  der  einen  und 
drei  nicht  in  einer  Geraden  gelegenen  Punkten  der  anderen 
Ebene  oder  auch  zwischen  drei  nicht  demselben  Büschel  angehö- 
rigen  StraJden  der  einen  und  drei  Strahlen  der  anderen  Ebene 
festgestellt  ist. 

Bei  affiner  Zuordnung  sind  zwei  sich  entsprechende  Punkt- 
reihen ähnlich  und  ist  das  Verhältniss  zwischen  den  Flächen- 
inhalten zweier  sich  entsprechender  Dreiecke  constant. 
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Ein  specieller  Fall  der  Affinität  ist  die  ÄchnlicMeif.  Zwei 
ebene  Systeme  heissen  ähnlich,  wenn  die  sich  entsprechenden 
Winkel  jedesmal  gleich  sind. 

In  zwei  ähnlichen  Systemen  ist  das  Äehnlichkeitsverhältniss 
zwischen  zwei  sich  entsprechenden  Funktreihen  immer  dasselbe 
und  sind  die  sich  entsprechenden  Strahlenhüschel  gleich. 

Wenn  die  beiden  homographischen  ebenen  Systeme  con- 
local  sind  (ineinander  liegen),  so  kann  man  sich  die  Aufgabe 
stellen,  die  Punkte  (oder  Geraden),  die  sich  selbst  entsprechen, 
(Doppelpunkte  bez.  -Gerade)  aufzufinden. 

Es  gibt  im  Allgemeinen  drei  BoppelpunJcte  und  drei  Doppel- 
strahlen, welche  die  EcTcen  bez.  Seiten  desselben  Dreiecks  sind. 

Man  erhält  die  drei  Doppelpunkte,  indem  man  zuerst  die 
Wurzeln  t  der  cubischen  Gleichung 


a  —  t    b  c 

a  b  — t    c 

a  b  c   —  t 


0 


ermittelt  und  alsdann  den  einzigen  Punkt  sucht,  welcher  den  dre 
Geraden 

ax    -\-  bg    -\-  c    =  tx 

a  X  -\-  b'y  -\-  c'  =  ty 

a'x  -f-  b''y  -\-  c"  ^  t 
gemeinschaftlich  ist. 

Vertauscht  man  darin  x,  y  mit  u,  v,  so  ergibt  sich  da; 
Verfahren  zur  Ermittelung  der  Doppelstrahlen,  wenn  die  Homo 
graphie  in  Geradencoordinaten  ausgedrückt  ist. 

Zwei  homographische  ebene  Systeme  sind  homolog  oder  per 
speciiv,  wenn  die  Verbindungslinien  der  sich  entsprechenden  Punkt« 
durch  denselben  Punkt,  das  Centrum  der  Perspectivitäf  oder  de, 
Homologie  gehen.  In  diesem  Fall  schneiden  sich  die  entsprechen 
den  Strahlen  in  Punkten  einer  Geraden  (des  perspectiven  Durch 
Schnitts  oder  der  perspectiven  Äxe  oder  der  Homologieaxe).  Mai 
kann  auch  diese  zweite  Eigenschaft  der  Definition  zu  Grund 
legen;  die  erste  würde  sich  dann  als  Folge  aus  ihr  ableiten 
lassen. 

Die  perspective  Verwandtschaft  oder  Homologie  ist  eine  Homo 
graphie,  bei  tvdcher  eine  Gerade  von  Doppelpunkten  (die  Homo 
logieaxe)    und    ein    Büschel    von   Doppelstrahlcn    existirt,    dessc»  < 
Scheitel  das  Homologircentrum  ist. 


§  3.    Homologie  ebener  Systeme.  31 

Wenn  in  zwei  liomograpliischen  ebenen  Systemen  drei  Punkte 
einer  Geraden  sich  selbst  zu  entsprechenden  Punkten  haben,  so 
nnd  die  beiden  Systeme  perspectiv. 

Die  Homologie  findet  statt,  ivenn  die  Minoren  2^^  Ordnung 
der  Determinante 

a  —  t     b  c 

D  =     a'  b'  — t    c' 

\  ff  -t    ff  ff  X 

\  a  b  c   —  t 

^ür  einen  gewissen  Wertli  von  t  sämmilich  Null  werden.  Dieser 
■Werth  von  t  ist  alsdann  die  zweifache  oder  dreifache  Wurzel 
der  Gleichung  D  =  0;  in  dem  letzteren  Fall  liegt  das  Centrum 
der  Homologie  auf  der  Homologieaxe. 

Zwei  homographische  (nicht  affine)  ebene  Systeme  lassen 
sich  immer  in  eine  solche  Lage  bringen,  dass  sie  homolog  werden. 

Zwei  homologe  ebene  Systeme  werden  durch  das  Centrum,  die 
Axe  der  Homologie  und  ein  Paar  sich  entsprechender  Punkte 
definirt. 

Zwei  homographische  und  conlocale  ebene  Systeme  lassen  sich 
durch  eine  endliche  Anzahl  von  Homologien  wie  auch  durch  eine 
endliche  Anzahl  von  Projectionen  und  Schnitten  auseinander  ab- 
leiten. 

Die  Grenz-  oder  Fluchtgeraden  zweier  homologer  ebener 
Systeme,  d.  h.  die  Geraden  einer  Ebene,  welche  den  unendlich 
fernen  Geraden  der  anderen  entsprechen,  sind  der  Homologieaxe 
parallel. 

Eine  Homologie  zweier  conlocaler  ebener  Systeme  heisst 
harmonisch  oder  involutorisch ,  wenn  zwei  Punkte  (und  zwei 
Strahlen)  sich  auf  doppelte  Art  entsprechen,  d.  h.  einem  Punkt 
P  immer  derselbe  andere  Punkt  P'  entspricht,  mag  man  nun 
annehmen,  P  gehöre  der  einen  oder  der  anderen  Ebene  an,  und 
wenn  dasselbe  für  die  beiden  Strahlen  gilt. 


Bei  der  involutorischen  Homologie  werden  zwei  sich  ent- 
sprechende Punkte  harmonisch  durch  das  Centrum  und  die  Axe 
der  Homologie  getrennt.  (Daher  kommt  die  Benennung  har- 
monisch?)    Dasselbe  gilt  für  zivel  sich  entsprechende  Gerade. 

Bemerkens  werth  ist   der    Satz:    Eine   (ebene)   Homographie, 

bei  ivelcher  die   Verwandtschaft  (in   dem  oben  angegebenen  Sinn) 

olutorisch  ist,   muss  nothtvendiger   Weise   eine  Homologie  sein. 


m 
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Wenn  die  Homologieaxe  die  unendlich  ferne  Gerade  ist, 
heissen  die  beiden  ebenen  Systeme  homothetisch  (ähnlich  und  ähn- 
lich gelegen).  Liegt  auch  das  Centrum  im  Unendlichen,  so  sagt 
man,  die  beiden  Systeme  seien  congruent. 

Bei  der  homothetiscJien  Verwandtschaft  fallen  die  Grenzgeraden 
im  Unendlichen  zusammen. 

Bei  dieser  Verwandtschaft  ist  das  Verhältmiss  zweier  gerad- 
liniger sich  entsprechender  Strecken  constant  (das  Homothetiever- 
hältniss). 

Die  homothetischen  Systeme  sind  ein  specieller  Fall  der  ähn- 
lichen Systeme. 

Ein  allgemeinerer  Fall  der  involutorischen  Homographie  isl 
die  cyclische  Homographie  n^^^  Ordnung  zweier  conlocaler  ebenei 
Systeme.  Man  erhält  sie,  wenn  man  zu  einem  Punkt  A  der 
entsprechenden  A  sucht,  alsdann  annimmt,  Ä  gehöre  dem  erster 
ebenen  System  an  und  unter  dieser  Annahme  den  Ä  entsprechen 
den  Punkt  sucht  u.  s.  w.,  und  wenn  man  nach  n  solchen  Opera 
tionen  wieder  zu  dem  Punkt  A  zurückkehrt. 

Benutzt  man  homogene  Coordinaten  für  die  Punkte  der  Ehen 
und  wählt  das  Fwndamentaldreieck  so,  dass  seine  Ecken  in  dre 
Doppelpunkte  der  cyclischen  Homographie  n^^  Ordnung  fällen,  s  . 
lassen  sich  die  Gleichungen  dieser  Homographie  immer  auf  die  Fort, 

^1  ===  i-^X-^,   x^  —  ^%x^,   X^   %^3 

reduciren,    worin    die   £,  n^   primitive    Wurzeln    aus    der   Eirt 
heit  sind. 

Wenn  die  (reellen)  Elemente  zweier  conlocaler  oder  nich 
conlocaler  ebener  Systeme  so  einander  zugeordnet  werden,  das  j 
den  Punkten  des  einen  die  Geraden  des  anderen  entsprechen  un 
umgekehrt,  und  dass  Punkten,  welche  in  der  Geraden  p  der  eine 
Ebene  liegen,  in  der  anderen  Gerade  entsprechen,  die  durch  de 
p  entsprechenden  Punkt  P  gehen  und  umgekehrt,  so  sagt  mai 
die  beiden  Ebenen  stehen  in  correlativer  oder  dualer  oder  rec 
proker  Correspondenz. 

In  dem  allgemeineren  Fall,  in  welchem  reelle  und  imag 
näre  Elemente  in  Betracht  kommen,  wird  die  Dualität  analytisc 
durch  Relationen  vom  Typus 

, ax  -\-by  -\-  c         , äx  -\-  b' y  -\-  c 

a  X  -\-  0  y  -j-  c   ^  a  X  -{-  0  y  -{-  c 

definirt,  worin  x,  y  Coordinaten  von  Punkten,  ti,  v  Coordinatt 
von  Geraden  sind  und  die  Determinante  (ab' c"^  von  Null  ve 
schieden  ist. 


§  3.    Dualität  und  Polarität.  33 

Die  Dualität  ist  bestimmt,  wenn  man  den  vier  Ecken  eines 
Vierechs  die  vier  Seiten  eines   VierseUs  entsprechen  lässt. 

Zwei  ebene  zu  einem  dritten  duale  Systeme  sind  homographiscJi 
meinander. 

Eine  Eeciprocität  oder  Dualität  zweier  conlocaler  ebener 
Systeme  kann  involutorisch  sein,  d.  h.  so,  dass  einem  Punkt 
mmer  dieselbe  Gerade  entspricht,  mag  man  den  Punkt  als  zum 
ersten  oder  als  zum  zweiten  ebenen  System  gehörig  betrachten; 
eine  solche  involutorische  Dualität  wird  Polarität  genannt. 

Der  Punkt  und  die  Gerade,  welche  sich  entsprechen,  heissen 
n  diesem  Fall  Pol  bez.  Polare. 

Eine  Dualität,  bei  der  ein  Dreieck  existirt,  dessen  Ecken, 
ils  Punkte  eines  der  beiden  ebenen  Systeme  betrachtet,  in  dem 
inderen  System  die  gegenüberliegenden  Seiten  entsprechen  (Polar- 
Ireieck,  zu  sich  selbst  reciprokes,  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck),  ist 
me  Polarität. 

In  jeder  Polarität  gibt  es  unendlich  viele  Polar dreiecke. 

Eine  Polarität  wird  dadurch  bestimmt,  dass  man  ein  Polar- 
ireieck  feststellt,  also  ein  solches,  welches  die  vorstehend  angegebene 
Eigenschaft  besitzt,  und  die  Polare  eines  Punktes  angibt,  der 
n,icht  auf  einer  Seite  dieses  Dreiecks  liegt. 

In  einer  Polarität  heissen  zwei  Punkte  reciprok,   wenn  der 

•  auf  der  Polaren  des  anderen  liegt. 
Eine  ähnliche  Definition  gilt  für  ztvei  reciproke  Gerade. 
Wenn    die    Polare    eines    Punkts    durch    den   Punkt    selbst 
^eht,  so  heisst  der  Punkt  Doppelpunkt  und   seine  Polare  Doppel- 
lerade  der  Polarität. 

Analytisch  wird  die  Polarität  durch  ähnliche  Belationen  de- 
Qnirt,  wie  die  Dualität,  wobei  jedoch 

a  =b,  a'  =  c,  b"  =  c   ist. 

Benutzt  man  homogene  Coordinaten  für  die  Punkte  und  die 
G-eradcn  der  Ebene,  so  lauten  die  Gleichungen  der  Dualität: 


iii 


=  2(^ik^k>  (:h^=  1,2,3); 


die  Gleichwngen  der  Polarität  sind  dieselben,  nur  ist  a-j^  =  Oj.-^. 

*Die  DoppelpunMe  sind  durch  die  Belation  gegeben: 
* 


^^ik^i^k  —  ^: 


und  liegen  daher  auf  einem  Kegelschnitt  (siehe  Kap.  3). 

Pascal,  Repertorium.  IL  3 
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Wenn    das    FundamentaldreiecJc    der    Coordinaten    zu   sid 
selbst  reciprok  ist,  hat  dieser  Ausdruck  den  Typus 


Wir  halten  es  nicht  für  nöthig,  die  Geometrie  der  beidei 
anderen  Grundgebilde  2*®'"  Stufe,  des  Strahlen-  und  Ebenen 
bündeis  eingehend  zu  besprechen  und  bemerken  nur,  dass  siel 
die  Eigenschaften  des  Bündels  aus  denen  des  ebenen  System 
ableiten  lassen,  wenn  man  sich  das  letztere  von  einem  ausser 
halb  desselben  liegenden  Punkt  projicirt  denkt.  Die  Definitione: 
von  homographischen  oder  projcctiven,  correlativen  oder  reciprolct 
etc.  Bündeln  und  die  Grundeigenschaften  dieser  Beziehungen  sin 
analog,  wie  bei  den  ebenen  Systemen. 


§   4.    Die    Geometrie    der    Grundgebilde    3*^'"   Stufe.     Da 
räumliche  Punkt-  und  Ebenensystem. 

Zwischen  den  Tetraedern,  welche  zu  Ecken  vier  von  secl 
gegebenen  Punkten  Ä,  B,  C,  J),  E,  F  des  Raums  haben,  bestel 
die  Relation: 

ÄBEF  '  CDEF  +  B  CEF  •  ABEF  +  CAEF  •  BI)EF=( 

für  sieben  Punkte  ist: 

ABCa  •  DEFG  +  ACDG  •  BEFG  +  ABBG  •  CEFG  = 
=  BCDa-  AEFG, 

und  für  acht  Punkte  schliesslich: 

BCBE  '  AFGH  +  ACEB  -  BFGH  +  ADEB  •  CFGH  - 
+  ABEC  •  DFGH  +  ABCD  -  EFGH  =  0 

(Monge,  Möbius). 

Bezeichnet  man  mit  (Jjg?  ^13 , 
Punkten  des  Raums,  so  ist: 

Olli 


•  die  Abstände  zmschen  fü 


1 
0 


öl 

öl 


1 

0 


^52 

0 

öh 

ÖI2 


öl 
öl 
öl 


54 


28 


0 

ö' 


48 


ö^ 

öU 
öh 

Ö34 
0 


=  0. 


§  4.    Coordinaten  im  Raum.  35 

Die  letztere  Relation  hat  Lagrange,  Mem.  de  Berlin,  1773 
igegeben,  jedoch  in  anderer  Form.  Später  beschäftigte  sich 
it  ihr:  Carnot  in  einer  speciellen  Arbeit,  Sur  la  relaüon,  qui 
^iste  etc.,  Paris  1806  und  Cayley,  welcher  ihr  die  Gestalt  einer 
eterminante  gab,   Camhr.  math.  Journ.,  2. 

Diese  Beziehungen  in  Verbindung  mit  den  analogen  für 
e  Gerade  und  Ebene  wurden  auch  von  Schering  untersucht, 
Ott.  Nachr.,  1870;  D'Ovidio,  G-iorn.  cU  Bau.,  11;  Study, 
eitscJir.  für  Math,  und  Physik,  27  und  neuerdings  von  De  Tilly, 
lern,  de  Belg.,  1893  und  M  a  n  s  i  o  n ,  Societe  scient  de  Bruxelles,  1895. 

Wir  wollen  annehmen,  es  seien  im  Raum  drei  Gerade 
loordinatenaxen)  festgesetzt,  die  sich  in  einem  Punkt  0  (dem 
oordinatenanfang)  treffen.  Die  drei  Geraden  bestimmen  drei 
benen  (Coordinatenehenen)  und  durch  jeden  Punkt  P  des  Raums 
ahen  drei  andere  den  drei  ersten  bez.  parallele  Ebenen. 

Die  Schnitte  dieser  letzteren  mit  den  Coordinatenaxen  er- 
eben drei  Punkte  auf  den  Axen,  die  man  als  Projectionen  des 
egebenen  Punkts  des  Raums  ansehen  kann;  jedem  Punkt  des 
aums  entsprechen  so  drei  Projectionspunkte,  je  einer  auf  jeder 
er  drei  gegebenen  Geraden;  wenn  man  daher  in  jeder  dieser 
eraden  ein  Coordinatensystem  zur  Bestimmung  der  Punkte  dieser 
eraden  festsetzt,  so  Icann  man  die  drei  Coordinaten  der  drei 
^rojectionen  von  P  als  Coordinaten  von  P  annehmen.  Man  erhält 
)  das  Coordinatensystem,  welches  man  das  Cartesisclie  zu  nennen 
flegt. 

Am  häufigsten  kommt  es  vor,  dass  die  Coordinaten  auf  den 
rei  geraden  Punktreihen  Cartesische  Coordinaten  sind,  die  den 
emeinschaftlichen  Anfangspunkt  0  haben  und  durch  dieselbe 
lasseinheit  gemessen  werden. 

Stehen  die  drei  Axen  zu  je  zweien  senkrecht  aufeinander, 
0  heisst  das  Coordinatensystem  rechtwinklig  oder  orthogonal. 


Wir  wollen  ferner  annehmen,  es  sei  ein  Punkt  0  (der  Pot) 
i  «geben,  eine  durch  ihn  gehende  Gerade  (die  Polaxe)  und  eine 
I  urch  diese  gelegte  Ebene  (die  Polebene). 

Jeder   Punkt  P  des  Raums   kann   bestimmt   werden,    wenn 

11   Abstand  q  von   0,    der  Winkel  6,  den  die  Gerade   OP  mit 

er  Polaxe    macht,    und    der    Winkel    qp. bekannt   ist,    der    den 

.    lächenwinkel  misst,   welcher  von  der   Polebene   und  der   durch 

j -Wnd  die  Polaxe  gelegten  Ebene  eingeschlossen  wird. 

■ 
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Die  drei  Zahlen  q,  6^  cp  kann  man  zu  Coordinaten  von  j 
nehmen;  man  erhält  so  das  Polarcoordinatensystem.  Man  kan: 
festsetzen,  dass  q  eine  immer  positive  Grösse  sein,  6  imme 
zwischen  0  und  tt,  cp  dagegen   zwischen   0  und  27t  liegen   sol 


Gibt  man  nun  weiter  den  drei  Coordinaten  eines  Punkt 
des  Raums  die  Form 

/y»  /v»  /y* 

tXy-|  «A-Q  •-*-'tt 

cC^  tA/^  tX/^ 

so  heissen  die  Grössen  oc^,  x^,  x^,  x^  homogene  Coordinaten. 

Von  Systemen  solcher  Coordinaten  ist  besonders  das  de 
Tetraeder  coordinaten  bemerkenswerth ,  welches  auch  den  Name 
der  quadriplanaren  (Vierebenen-)  oder  tetrametrischen  Coordinate 
führt. 

Nehmen  wir  vier  Ebenen  des  Raums,  welche  ein  (Funde 
mental-)  'Tetraeder  bilden.  Es  seien  p^  q,  r,  s  die  Abstänc 
eines  Punktes  P  von  den  vier  Ebenen,  a,  h^  c,  d  vier  Constan 
und  x^,  a\,,  x^,  x^  mögen  proportional  zu 

"^1     r,    — ,    -T     gesetzt  werden. 

Die  vier  Ecken  des  Tetraeders  heissen  die  Fmidamcntc 
punkte^  die  vier  Ebenen  die  Fundamentalebenen.  Der  Punkt  i 
dessen  Coordinaten  sämmtlich  gleich  sind,  der  Punkt  also,  dessi 
Abstände  von  den  vier  Seitenflächen  proportional  zu  a,  b,  c, 
sind,  heisst  der  Einheit spiinld. 

Aehnlich,  wie  in  §  3,  erkennt  man,  dass  die  Verhältnü 
zivei&i'  beliebiger  dieser  homogenen  Coordinaten  den  Doppelverhä 
nissen  der  vier  Ebenen  eines  Büschels  gleich  sind,  welches  ei 
der  Kanten  des  Tetraeders  zur  Axe  hat,  und  dessen  vier  Eben 
die  folgenden  sind:  die  zwei  Seitenflächen  des  Tetraeders,  weit  * 
durch  diese  Kante  gehen ^  sowie  die  durch  U  und  die  durch 
gehende  Ebene. 

Die  so  definirten  Coordinaten  sind  daher  projective. 

Wenn  eine  der  Ebenen  des  Tetraeders  die  unendlich  fei 
Ebene  ist,  so  reducirt  sich  das  Tctraedercoordinatensystem  o 
ein  C artesisches,  wie  in  §  3. 

Wie  bei  der  Ebene,  so  tritt  uns  auch  hier  zuerst  ( 
Problem  der  Coordinatentransformation  entgegen,  d.  h.  die  ] 
mittelung  der  Eormeln,  mittelst  welcher  sich  die  Coordina' 
eines  gewissen  Systems  durch  die  eines  anderen  ausdrücken  lass 
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Sind    die    beiden   Systeme  Cartesische,   so    Gestehen  die  Be- 
itiotien ' 

'  _  ^  cos  (Xx)  4-  Y  cos  (Yx)  +  Z  cos  (Zx)    , 

COS  {XX)  ' 

^   _,  ^  cos  (X/)  +  r  cos  {Yy)  +  ^  cos  (Zy)         ^ 
•^  cos  (2/2/')  ' 

_  ^^  cos  (X/)  4-  Y  cos  (Y/)  +  Z  cos  (Z/)    , 
^  ~"  cos  {zz)  "^  ^' 

vorin  (x,y^z),  (X,  Y^Z)  die  Coordinaten  desselben  Fmikts  in 
'em  einen  und  in  dem  anderen  System  bedeuten,  (a,  b,  c)  die 
Koordinaten  des  Anfang spunJcts  des  zweiten  Systems  in  Bezug 
'uf  das  erste  bezeichnen^  x ,  y ,  z  die  BicJdungen  der  Lothe  auf 
He  Ebenen  y8,  zx,  xy  und 

cos  {xx\  •  •  •,  cos  {Xx\  '  '  ' 

lie  Cosinus  der  von  den  Geraden  x,  x ,  ••  -  bez.  X,  x ,  •  •  •  ge- 
rddeten   Winkel  sind. 

Für  rechttvinMige  Systeme  werden  die  Formeln  einfacher: 

Iic  =  «  -f-  X  cos  (Xic)  -|-  Y  cos  {Yx)  +  Z  cos  {Zx), 
y=b  +  Xcos  (Xy)  +  Y  cos  (Yy)  +  Z  cos  (Zy), 
z  =  c  +  Xcos  (Xz)  +  r  cos  (r.^)  +  Z  cos  (Zz). 

In  diesem  Fall  gibt  es  zwischen  den  neun  Cosinus  cos  (X^),  •  •  • 
''^rschiedene  Beziehungen,  nämlich: 

>;  cos^  (Xx)  +  cos^  (Xy)  +  cos^  (X^)  =  1, 

(2)  cos^  (Xx)  +  cos^  (Yx)  +  cos^  (Zx)  =  1, 

(3)  cos  ( Yx)  cos  (Zx)  -f-  cos  (  Yy)  cos  (Zy)  -\-  cos  (  Yz)  cos  (Zz)  =  0 , 

(4)  cos  (Xy)  cos  (X^)  -f-  cos  (  Yy)  cos  (  Yz)  -\-  cos  (Zy)  cos  (Zz)  =--  0 , 

imd  je  zwei  iveitere,  die  man  durch  Vertauschung  von  X  mit  Y 
bez.  Z  aus  der  ersten,  von  x  mit  y  bez.  z  aus  der  zweiten  und 
durch  cyclische  Vertauschumg  von  X,  Y",  Z  aus  der  dritten  und 
von  X,  y,  z  aus  der  vierten  Gleichu/ng  erhält. 

Im  Ganzen  sind  es  also  12  Relationen,  von  denen  jedoch 
nur  6  unabhängig  voneinander  sind. 

Die  Formeln,  mittelst  welcher  die  Polarcoordinaten  durch 
orthogonale  Cartesische  und  umgekehrt  ausgedrückt  werden,  lauten, 
wenn  man  annimmt,  der  Anfangspunkt  der  orthogonalen  Carte- 
sischen  Coordinaten  falle  mit  dem  Pol  des  Polarcoordinaten- 
systems,  die  Polaxe  mit  der  ^-Axe  und  die  Polebene  mit  der 
^^-Ebene  zusammen: 
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^  sin  ö  cos  9 ,  Q  =  Yx^  +  2/^  +  -^^^ 

Q  sin  6  sin  cp,     cos  6  = 


Q  cos  Ö, 


tgcp    = 


y 


% 


Bei  dem  Gartesischen  Cooriinatensystem  liegen  drei  PunMe 
mit  den  Coordinaten  (x^ ,  y^ ,  z^) ,  (^g ,  ^/g ,  %) ,  (^3 , 2/3  ?  ^3)  *^  ^^'^^*" 
Geraden,  trenn 

~~   2/1    —   2/3 


iC, 


tAyo 


Z-,      Za 


a  '^S  i'l  i/3  '^1 

is^,    oder,    tvas    dasselbe   bedeutet,    tvenn  die    Determinanten    da 
Matrix 

*^i     2^1     ^1      -'■ 

•^2     2/2     ^2     ■'• 

^3     2/3     %     -1  ,, 
verschwinden.     Dabei  reicht  es  aus,  wenn  nur  zwei  dieser  Deter 
minanten  Null  werden. 

Der  Abstand  eines  Punktes  (x,  y,  z)  vom  Goordinatenanfani 
ist  durch  die  Formel 

^^  =  x'^  -\- y^  -\-  z^  -\-  2 xy  cos  (xy)  -\-2ys  cos  (jjz)  -\-  2zxco?,  {zx 

gegeben. 

Zwischen  den  Gosinus  der  Winkel,  welche  eine  Gerade  r  >w 
den  drei  Goordinatenaxen  bildet,  besteht  die  Belation: 

1  cos  (rx)  cos  (ry)  cos  (rs) 

cos  (xr)           1  cos  (xy)  cos  (xz) 

cos  (yr)  cos  (j/x)           1  cos  (yz) 

cos  (^zr)  cos  (zx)  cos  (2" 2/)  1 

Für  rechtwinklige  Äxen  ist  einfach 

cos^  (rx)  +  cos^  (r«/)  -\-  cos^  (r^^)  =  1. 

Der   Winkel,   den  zwei  Gerade  r,  *•'  miteinander  bilden,  i- 
bei  rechtwinkligen  Äxen  durch  die  Formeln 

cos  (rr)  =  cos  (a?r)  cos  (ic/)  -|-  cos(?/r)  cos(2//)-J-cos(^^r)cos(£'r' 

cos  (xr)    cos  («/r)  cos  (zr)    '^ 
cos  (a?/)  cos  (yr)   cos  (-e^/) 


0 


sin' 


(r/)  = 


§  4.    Die  Ebene  im  Raum. 
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Der  Flächeninhalt  A  des  Dreiecks,  dessen  Ecken  die  Punkte 
■d  den  Coordinaten  (x^,  y-^,  Z-^,  {x^,  y^,  z<^,  (%,  y^,  z^  sind^  wird 


n  rechtwinkligen  Coordinaten)  durch 


4^2  = 


Vi  h  1 

2 

H^i  1 

2 

^i  2/l   1    1 

2/2  ^2   1 

+ 

^2  "^2  •*■ 



x^y.2  1 

VzH  1 

%  ^3   ■'■ 

x^y^  1 

bestimmt. 


Das   Volumen   V  des   durch   die   vier  Punkte  x^^y^,^^  etc. 
stimmten   Tetraeders  ist   seinem   absoluten   Werth   nach   in   he- 
rbigen C artesischen  Coordinaten 


F  ==  -"  ;  cos  (yx) 


cos  {xy) 
1 


cos  (zx)      cos  (sy) 


cos  (^xz) 

cos  {yz) 

1 


"^1  Vi  ^1  ^ 


•^2  2/2  ^2  ^  ! 
^3  2/3  %  -'-  j 
^4  2/4  ^4    1    I 

Ar  rechtwinklige  Axen  ivird  die  erste  Determinante  gleich  1. 
Die  Cartesischen  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punkts  einer  Ebene 
rügen  einer  Gleichung  1^^^  Grads  vom  Typus: 

ax  -\-  by  -\-  C0  -{-  d  =  0  (^Gleichung  der  Ebene) 

ind  jede  so  beschaffene  Gleichung  stellt  eine  Ebene  dar. 

Die   nothw endige   und   ausreichende  Bedingung ,    damit   vier 
^hinkte  in  einer  Ebene  liegen,  ist: 

X  y  z  1 

%  Vi  h  1 

x-2  2/2  h  1 

^3  2/3  H  ^ 


=  0, 


■torin  die  drei  ersten  Elemente  jeder  Zeile  die  Cartesische^i  Co- 
ordinaten eines  der  vier  Punkte  sind. 

Die  Ebene,  welche  durch   die  drei  Punkte  mit  den  Coordi- 
naten 

(x^,  y^,  ^jj,  {x.2,  y^,  ^2)?  v^3'  2/3^  '^3/ 

geht,  wird  durch  dieselbe  Gleichung  dargestellt.  Darin  sind  als- 
dann (x  y  s)  die  Coordinaten  eines  unbestimmten  Punkts  der  Eben" 
(die  laufenden  Coordinaten). 

-^  -\ \ — 7  =  1  ist  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  auf 

d(n  Axen,  vmn  Anfangspunkt  aus  gemessen,  die  Strecken  p,  q,  r 
alsc^meidit. 
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Zwei  Ebenen 
ax  -{-  hp  -\-  CS  -{-  d  =  0,     ax  +  h'y  -\-  cz  -{-  d'  =  0 

sind  dann  und  nur  dann  parallel,  wenn 

a  b  c 

a         h'        c 

Eine  Gerade  im  Baum  wird  durch  zwei  Gleichungen  dar- 
gestellt, welche  die  Gleichungen  zweier  durch  sie  gehender 
Ebenen  sind. 

Drei  Ebenen  gehören  einem  Büschel  an,  d.  h.  sie  haben  eine 
Gerade  gemeinschaftlich,  wenn  die  Determinanten  3^^^  Ordnung 
der  Matrix 

a    b    c     d 

a     b     c     d 

a     b     c     d 

verschwinden;  dabei  reicht  es  hin,  wenn  nur  zwei  Determinanten 
Null  werden.  _ 

Vier  Ebenen  gehen  durch  einen  Punkt ^  wenn  die  Determi- 
nante 4^^^  Ordnung  der  16  Coefficicnten  der  Gleichungen  der  vin 
Ebenen  verschivindet. 

Bezeichnet  man  mit  cc^  ß,  y  die  Winkel,  welche  das  Loth 
auf  die  Ebene  mit  den  Äxen  bildet,  und  mit  q  den  Äbstana 
des  Coordinafenanfangs  von  der  Ebene,  so  lässt  sich  die  Gleichum, 
der  Ebene  schreiben: 

X  cos  a  -{-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y  —  ^  =  0  (die  Normalform). 

Bei  rechttvinUigen  Axen  reducirt  sich  die  allgemeine  Gleichung 
der  Ebene  auf  die  Normalform,  wenn  man  sie  mit 

1 

+  ya^  -f.  &2  4-  c2 

mtütiplicirt ,  wobei  dem  Badical  das  Vorzeichen  gegeben  tverda 
muss,  tvelches  dem  Vorzeichen  des  konstanten  Terms  der  Gleichun; 
entgegengesetzt  ist. 

Den  Abstand   eines  Punkts  Z,  Y,  Z  von  einer  Ebene  erhol 
man,  wenn  in  der  negativ  genommenen  linken  Seite  der  Normal 
gleichung    der  Ebene   an    die    Stelle    der    laufenden    Coordina' 
diejenigen  des  Punkts  gesetzt  werden. 

Der    Winkel  cc   zweier   Ebenen   ist  für   rechtwinklige  Axe»  i 
durch 


cos  a  = 
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aa  -\-  hh'  -\-  cc 


sin^a 


Va^   -f    62  _|_    ^2     y^'2  _^    ^'2   _|_   ^'! 

||  a    &    c 
\\  a    0    c 


gegeben. 


(^2  _|_  ^2  _^  ^2)    (^^^2  _|_  ^'2  _|_  ^'2) 

Die  Bedingung  dafür,  dass  zwei  Ebenen  lothrccM  aufeinander 
tchen,  ist  für  reclitwinldige  Axen: 

ad  +  bb'  +  cc  ==  0. 

Gibt  man  der  Gleichung  der  Ebene  die  Form 
ux  -{-  vg  -{-  ivz  -\-  1  =  0, 

;o  können  die  Coefficienten  u,  v,  tv  als  Coordinaten  der  Ebene  be- 
orachtet  werden. 

Es  lassen  sich  nun  ähnliche  Betrachtungen  anstellen,  wie 
iber  die  Coordinaten  von  Geraden  in  der  Ebene;  doch  wollen 
ivir  uns  dabei  nicht  aufhalten. 


Zwei  Räume  (von  drei  Dimensionen)  sind  homographisch 
Dder  cöllinear  oder  projectiv,  wenn  sie  sich  so  entsprechen,  dass 
jedem  (reellen)  Punkt  P  und  jeder  (reellen)  Ebene  p  des  einen 
Raums  ein  Punkt  P'  und  eine  Ebene  p^  des  anderen  zugeordnet 
ist,  und  dabei,  wenn  F  in  p  liegt,  auch  der  entsprechende 
Punkt  P'  der  entsprechenden  Ebene  p'  angehört;  oder  mit 
anderen  Worten:  wenn  sich  in  dem  ersten  Raum  ein  Punkt 
in  einer  Ebene  bewegt,  so  verschiebt  sich  auch  der  entsprechende 
Punkt  in  dem  zweiten  Raum  in  der  Ebene,  welche  der  ersten 
Ebene  entspricht. 

Die  analytischen  Definitionen  (welche   die  vorstehende  ent- 
halten und   auch    den   Fall   imaginärer   Elemente   umfassen)    für 
zwei  homographische  Räume  sind   die   folgenden:    Versteht  man 
-  unter  x,y^  z  und  x\  y\  /  die  Coordinaten  der  sich  in  den  beiden 
I  Räumen   entsprechenden  Punkte,   so   heissen  diese  Räume  homo- 
'  graphisch^  wenn  die  Beziehungen  bestehen: 

.^       ax  Jr  by  -]r  cz  -\-  d 

a"x  +  b"'y  +  c"'z  +  d'"' 

, a  X  -f-  b'  y  -\-  c  z  -\-  d' 

^  ~  ^"x-{-  b"'y  +  c'"z  -{-  d'" ' 
r d'x  -\-  b"y  -|-  c"  z  -\-  d" 

^  '''  i       T."f  i  TFf  i         7777  i 

a    X  -\-h    y  -\-  c    z  -\-  d     ' 
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Avorin  die  Determinante  (ah'  c'  d''')  von  Null  verschieden  ist; 
oder  auch:  wenn  zwischen  den  Coordinaten  u^  v^  w\  u^  v\  w  der 
zwei  sich  in  den  beiden  Bäumen  entsprechenden  Ebenen  den  vor- 
stehenden ähnliche  linear  gebrochene  Relationen  bestehen. 

ISiS  gibt  im  Allgemeinen  vier  Doppelpunkte  und  -Ebenen  (d.  It. 
FimJcte  und  Ebenen,  die  sich  selbst  entsprechen). 

Die  Homographie  zwischen  zwei  Bäumen  ist  bestimmt,  wenn 
festgestellt  ist,  dass  die  vier  Ecken  (oder  die  vier  SeitenfläcJien) 
eines  Tetraeders  in  dem  einen  den  Ecken  {oder  Seitenflächen) 
eines  Tetraeders  in  dem  anderen  Baum  zugeordnet  sind,  und  dass 
ferner  eine  Ebene  des  ersten  Baums,  welche  nicht  durch  einen  der 
vier  Punkte  geht  (oder  ein  Funkt,  welcher  nicht  in  einer  der  vier 
Seitenflächen  liegt)  einer  Ebene  des  zweiten  Baums  zugeordnet  ist, 
welche  nicht  durch  einen  der  vier  entsprechenden  Funkte  geht  (oder 
einem  Funkt,  welcher  nicht  in  einer  der  vier  entsprechenden  Seiten- 
flächen liegt). 

Wenn  die  unendlich  fernen  Ebenen  zweier  Räume  sich  ent- 
sprechen, so  wird  die  Homographie  zur  Affinität. 

Die  Affinität  zweier  Bäume  wird  bestimmt,  indem  man  fest- 
stellt, dass  vier  Seitenflächen  (oder  Ecken)  eines  Tetraeders  in 
dem  einen  vier  Seitenflächen  (oder  Ecken)  eines  Tetraeders  in  dem 
anderen  Baum  entsprechen. 

In  zwei  affinen  Bäumen  sind  zwei  sich  entsprechende  Funkf- 
reihen  ähnlich  und  zwei  sich  entsprechende  Ebenen  affin. 

In  zwei   affinen  Bäumen  haben    die  Abstände  zweier   sich 
entsprechender  Funkte  von  zwei  festen  Ebenen  ein  constantes  Ver 
hältniss. 

Die  Volumina  zweier  sich  entsprechender  Körper  in  zivei 
affinen  Bäumen  stehen  in  constantem   Verhältniss. 

Ein  specieller  Fall  der  Affinität  ist  die  Aehnlichkeit.  Zwei 
Räume  heissen  ähnlich,  wenn  die  sich  entsprechenden  Winkel 
gleich  sind. 

In  zwei  ähnlichen  Bäumen  sind  zivei  sich  entsprechende  eben* 
Systeme  ebenfalls  ähnlich  (vergl.  §  3). 

Zwei  homographische  Räume,  welche  ein  Bündel  voi 
Doppelelementen  oder  auch  ein  ebenes  System  von  Doppel 
elementen  enthalten  (das  Eine  ist  die  Folge  des  Anderen)  heissei 
homolog',  der  Mittelpunkt  des  Bündels  heisst  das  Centrum  da 
Homologie  und  die  Ebene  die  Homologieebene.  Wenn  die  Corre 
spondenz  zwischen  den  beiden  Räumen  involutorisch  ist,  so  er 
hält  man,  wie  gewöhnlich,  die  involutorische  oder  harmonisch 
Homologie. 
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Zwei  liomöloge  Bäume  werden  durch  das  Centrum,  die  Ebene 

Icr  Homologie  und  die  Zuordnung  zweier  Punkte  definirt,   die 

ult  dem    Centrum   der  Homologie   nothwendiger   Weise   in   einer 

rcraden  liegen  müssen,  und  von  denen  keiner  mit  diesem  Centrum 

<ammenfällt. 

Liegt  das  Centrum  unendlich  fern,  so  ergibt  sich  die  affine 
Homologie,  liegt  dagegen  die  Homologieebene  im  Unendlichen, 
)0  erhält  man  die  Homothetie. 

Hie  Homothetie  ist  ein  specieller  Fall  der  Aehnlichheit. 
Daher: 

Im  Fall  der  Homothetie  ist  das  Verhältniss  zweier  sich  ent- 
sprechender geradliniger  Strecken  constant. 

Zwei  ähnliche  Bäume  können  immer  in  homothetische  Zage 
gebracht  werden. 

Bemerkenswert  ist  auch  die  axiale  Homographie,  welche  alle 
Punkte  zweier  windschiefen  Geraden  (die  dann  auch  Enveloppen 
von  Doppelebenen  sind)  zu  Doppelpunkten  hat. 

Bei  der  axialen  Homographie  liegen  zwei  sich  entsprechende 
Punkte  immer  auf  einer  Geraden,  welche  die  beiden  Geraden  der 
Doppelpunkte  in  zwei  Punkten  schneidet,  die  mit  den  ersteren  in 
constantem  anharmonischem   Verhältniss  stehen. 

Eine  solche  Homographie  wird  invölutorisch ,  wenn  dieses 
Quadrupel  ron  Punkten  harmonisch  ist. 

Jede  involutorische  räumliche  Homographie  kann  entweder 
eine  involutorische  Hmnölogie  oder  eine  involutorische  axiale  Homo- 
graphie sein. 

Ein  allgemeinerer  Eall  der  involutorischen  Homographie  ist 
auch  hier  die  cyclische  Homographie  von  der  n^^^  Ordnung.,  für 
welche  die  analoge  Definition,  wie  in  den  vorigen  Para- 
graphen, gilt. 

Zwischen  den  Punkten  und  Ebenen  eines  Raums  und  den 
Ebenen  und  Punkten  eines  anderen  kann  man  sich  eine  ein-ein- 
deutige  Zuordnung  denken,  welche  derjenigen  ähnlich  ist,  von 
der  in  §  3  die  Rede  war;  sie  heisst  Dualität  oder  Correlativität 
oder  Beciprocität. 

In  homogenen  Coordinaten  von  Punkten  und  Ebenen  lauten 
die  Gleichungen  der  räumlichen  Dualität 


u 


'  =  2^ik  Hy  ih  ^=1,2,  3,  4). 


Hie  Dualität  ist  in  zwei  Fällen  invölutorisch:  ivenn  a^^.  =  aj^i 
jMid  wenn  a-f^  =  —  af^^  ist,  ivoraus  a--  =  0  folgt.    In  dem  ersten 
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Fall  heisst  sie  gewöhnliche  Polarität,  in  dem  zweiten  Nullpölarität 
oder  NuUsystcm. 

Bei  der  gewöhnlichen  Polarität  ist  der  Ort  der  Punkte,  die 
auf  den  ihnen  entsprecJi enden  Ebenen  liegen,  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung;  vergl.  Kap.  4. 

Bei  dem  Nullsystem  liegt  jeder  Punkt  in  der  ihm  entsprechen' 
den  Ebene,  geht  jede  Ebene  durch  ihren  eigenen  Pol  und  ist  die 
G-esammtheit  der  Boppelgeraden  ein  linearer  Complex,  vergl. 
Kap.  14,  §  3. 

Mit  den  Nullpolaritäten  oder  NuUsystemen  haben  sich  zu- 
erst Giorgini,  Mem.  della  Soc.  it.  delle  scienze,  20,  1827,  später 
Möbius,  Chasles,  v.  Staudt,  etc.  beschäftigt,  vergl.  Kap.  10,  §2. 


Wir  wollen  nun  die  sogenannten  Äntiprojectivitäten  Segre's 
kurz  besprechen. 

Es  seien  x^  die  homogenen  Coordinaten  der  (reellen  oder 
complexen)  Punkte  eines  Raums  (von  2  oder  3  Dimensionen) 
und  ähnlich  u-  die  homogenen  Coordinaten  des  dem  Punkt  in 
diesem  Raum  dualen  Elementes  (d.  h.  der  Geraden  oder  der 
Ebene,  je  nachdem  der  Raum  2  oder  3  Dimensionen  hat).  Wir 
bezeichnen    die   zu  x^,  u-  conjugirt  complexen  &rössen  mit  x^^  ü^. 

Wir  ersetzen  dann  die  gewöhnlichen  Relationen  der  Homo- 
graphie  und  der  Dualität  durch  die  folgenden: 

k 
k 

Durch  diese  Formeln  werden  zwei  ein- eindeutige  Zuordnungei 
zivischen  den  Elementen  a?,  x  oder  rr,  u  zweier  Bäume  festgestellt 
Bei  der  ersten  entsprechen  Punkten  einer  Geraden  oder  einer  Ehern 
wie  hei  der  Homographie,  wieder  Punkte  einer  Geraden  oder  einet 
Ehene;  hei  der  ziveiten  entsprechen  Punkten  einer  Geraden  ode. 
Ehene,  wie  hei  der  Dualität,  Gerade  oder  Ehencn  eines  Büschel 
oder  auch  Ehenen  eines  Bündels. 

Diese  Zuordnungen  heissen  Anticollineation  (oder  Antipro 
jectivität)  bez.  Antidualität. 

Für  sie  hleiht  die  Eigenschaft  hesteJien,  dass  harmonische^ 
Elementen  harmonische  Elemente  entsprechen. 

Sind  diese  Correspondenzen  involutorisch,  so  erhält  man  di 
Antiinvolutionen  und  Aniipölaritäten. 
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Die  Betrachtung  der  Doppelelemente  einer  Antipolarität 
iihrt  zu  den  sogenannten  HyperJcegelschnitten  und  Hyperquadri- 
hjchcn.,  welche  durch  eine  Gleichung  vom  Typus 

2^hk  ^i  ^k  =  0 
largestellt  werden,  worin  a^j^  =  ä^,,-  ist. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  eines  Hyperkegelschnitts 
oder  einer  Hyperquadiifläche  führt  zur  Betrachtung  von  Formen: 

^^ik  ^i  ^ki 

wohei  a-j^  =  äj^-  ist;  eine  derartige  Form  heisst,  welches  auch 
immer  die  Zahl  der  Variabelen  sei,  eine  Hermit ersehe  Form-^ 
Hermite,  Grelle,  47,  52,  53.  Siehe  auch  Eepert.  I,  Kap.  12, 
§§  15,  22. 

Ueber  diese  Zuordnungen  vergl.  die  vier  Artikel  von  Segre, 
'Un  nuovo  campo  cU  ricercJie  geomctriche,  Atti  di  Torino,  1890 
und  Math.  Ann.  40.  Siehe  auch  C.  Juel,  Ueher  einige  Grund- 
gehilde  der  projectiven  Geometrie,  Acta  math.,  14,  p.  1 — 30. 

I  — 

^B  Die  älteste  analytische  Geometrie  ist  wohl  die  im  Jahr  1637 
*1jül  erster  Auflage  erschienene  Geometrie  von  Descartes  gewesen, 
deren  spätere  Ausgabe  mit  Anmerkungen  von  De  Beaune  und 
Schooten  versehen  ist.     Siehe  das  Namenregister. 

In  diesem  Buch  wird  zum  ersten  Mal  in  wissenschaftlicher 
Art  der  Begriff  der  Coordinaten  in  der  Ebene  eingefühi't,  während 
der  Begriff  der  Coordinaten  in  der  geraden  Punktreihe  wohl  von 
Vieta,  1540 — 1603  (siehe  das  Namenregister)  herrührt.  Die 
barycentrischen  Coordinaten  sind  von  Möbius,  der  harycentriscJie 
Calcül,,  Leipzig  1827,  die  projectiven  von  Staudt,  Beiträge  zur 
Geometrie  der  Lage,  2  Hfte.,  Nürnberg  1856,  1857  und  von 
Fiedler,  Die  darstellende  Geometrie  in  organischer  Verbindung 
mit  der  Geometrie  der  Lage,  3.  Aufl.,  3  Thle.,  Leipzig  1883, 
85,  88  eingeführt  worden;  die  homogenen  haben  Möbius,  Plücker 
und  Hesse  eingehend  studii't. 

Der  Begriff  des  Loppelverhältnisscs  findet  sich  bei  Möbius, 
der  ihn  Doppelschnittverhältniss  nannte,  und  bei  Chasles,  der 
ihm  den  Namen  anharmonisches  Verhältniss  gab.  Andere  Unter- 
suchungen sind  von  Steiner  und  namentlich  von  Staudt,  der 
den  Begriff  unabhängig  von  dem  Begriff  der  Länge  definii'te. 

Das  Princip  der  Homologie  hat  Poncelet,  Proprietes  pro- 
jectives  des  figures,  Paris  1822  angewendet,  das  der  Homographie 
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Möbius,  Steiner  und  Chasles  und  das  Princip  der  Dualität 
verdankt  man  speciell  Gergonne,  Ämi.  des  math.^  1827,  Chasles 
und  Plücker. 

Die  Involution  von  Punkten  wurde,  abgesehen  von  den  alten 
Griechen,  unter  den  Neueren  zuerst  von  Desargues  (1593  — 1662) 
studirt,  von  welchem  auch  der  Name  herrührt. 

Die  projedlve  Geometrie,  d.  h.  diejenige,  welche  die  pro- 
jectiven  Eigenschaften  der  Figuren  behandelt,  hat  sich  etwa  in 
der  ersten  Hälfte  dieses  Jahrhunderts  zur  Wissenschaft  aus- 
gebildet. Die  ersten  wichtigen  Werke  sind  von  Poncelet, 
Traite  des propr.  project.  des  figures,  Metz  et  Paris,  1822;  Steiner, 
System.  JEntiviclü.  etc.,  Berlin  1832;  auch  in  Ostwald 's  Klassikern, 
Nr.  82,  83,  vergl.  Namenregister;  Staudt,  Geometrie  der  Lage, 
Nürnberg,  1847;  Chasles,  Traite  de  Geom.  super.,  Bruxelles  1852, 
Traite  de  Sect.  coniques,  Paris  1865.  Von  den  Neueren  citiren  wir 
Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie,  heiipzig  1876, 
1891;  Cremona,  Elementi  dl  Geometria  projettiva,  Torino  1878 
(deutsch  von  Trautvetter),  von  welchen  üebersetzungen  in  verschie- 
denen Sprachen  existiren;  Reye,  Geometrie  der  Lage,  2  Bde., 
Hannover  1877  —  1880;Pasch,  Vorlesungen  über  neuere  Geometrie, 
Leipzig  1882;  Weyr,  Die  Elemente  der  projectivischen  Geometrie. 
2  Hfte.,  Wien  1883,  1887;  die  neuesten  sind  Sannia,  Napoli. 
1891,  1894  und  Enriques,  Bologna,   1898. 

Zu  diesen  Werken  könnte  man  die  Bücher  über  darstellende 
Geometrie  hinzufügen^  die  auch  die  projective  Geometrie  behan- 
deln, wie  z.  B.  die  berühmten  Werke  von  Fiedler,  Dar  stell 
Geom.,  Leipzig  1883  — 1888  und  Wiener,  Lehrbueh  der  darsi 
Geom.,  2  Bde.,  Leipzig  1884,  1887.  Man  beachte,  dass  die  pro 
jective  Geometrie  von  den  verschiedenen  Autoren  verschieden« 
Namen  erhalten  hat;  Chasles  nannte  sie  neue  oder  höhere  Geo 
metrie,  Carnot,  Cayley,  v.  Staudt,  Gergonne  und  Ander« 
Geometrie  der  Ijage,  Cremona,  Klein  etc.  projective  Geometrie 

Nahe  verwandt  mit  der  projectiven  Geometrie  ist  die  so 
genannte  darstellende,  deren  Zweck  es  ist,  räumliche  Figurei 
durch  Centralprojectionen  oder  rechtwinklige  Parallelprojectionei 
auf  einer  Ebene  darzustellen  und  die  Eigenschaften  dieser  Ab 
bildungen  zu  untersuchen. 

Man  verdankt  Monge,  Geom.  descr.,  Paris  1795  auch  b 
Ostwald's  Klassikern,  N.  117  (vergl.  Namenregister)  die  erst 
systematische  Behandlung  der  darstellenden  Geometrie,  di 
im  Anfang  des  19*^^  Jahrhunderts  durch  Monge,  Lacroix 
Olivier,    Hachette,    Dupin    weiter    entwickelt    wurde.      Ein  i 
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iingehende  Geschichte  der  darstellenden  Geometrie  findet  man  in 
lern  ersten  Kapitel  des  oben  citirten  Werks  von  Wiener  und  in 
inem  neuen  Buche  von  Obenrauch,  Gesch.  der  dar  st  und  project. 
reoni.,  Brunn  1897. 

Unter  den  Begriffen,  die  dazu  gedient  haben,  den  geo- 
netrischen  Resultaten  grössere  Einheit  und  Einfachheit  sowie  all- 
gemeinere Gültigkeit  zu  geben  und  unnöthige  Classificationen  von 
A.usnahmsfällen  zu  vermeiden,  sind  besonders  die  Begriffe  der  iin- 
•ndlicli  fernen  und  der  imaginären  Elemente  hervorzuheben.  Der 
'^rste  geht  bis  auf  Desargues  zurück;  der  zweite  ist  eine  Folge 
1er  Anwendung  der  Analysis  auf  die  Geometrie. 

Verschiedene  Autoren  haben  versucht,  den  letzteren  Begriff 
inabhängig  von  allen  analytischen  Begriffen  in  die  reine  Geo- 
netrie  einzuführen.  Dazu  können  die  elliptischen  Involutionen 
iienen,  deren  Doppelpunkte,  wie  man  weiss,  imaginär  sind  und 
leren  Paare  von  reellen  Punkten  sich  mithin  zur  Definition  eines 
Paares  imaginärer  Punkte  benutzen  lassen.  Untersuchungen  dieser 
Art  hat  hauptsächlich  Staudt  angestellt;  die  modernen  Dar- 
stellungen der  projectiven  Geometrie  z.  B.  das  oben  citirte  Buch 
v^on  Sannia  entwickeln  diese  Begriffe  ins  Einzelne. 

Von  den  Werken  über  analytische  Geometrie  citiren  wir 
iie  allgemein  bekannten  Bücher  von  Salmon,  die  verschiedene 
Ä.usgaben  und  Uebersetzungen  erlebt  haben  (siehe  Namenregister) ; 
Baltzer,  Analytische  Geometrie,  Dresden  1882;  Hesse,  Leipzig 
1866 — 76  (siehe  Namenregister)  und  D'Ovidio,  Geometria  ana- 
Utica,  Torino  1896.  Vergl.  zu  dem  letzteren  die  Besprechung  im 
Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik^  Berlin  1896,  in 
welcher  die  Vorgeschichte  des  Buches  behandelt  wird,  das  aus 
zwei  verschiedenen  in  den  Jahren  1873  und  1885  erschienenen 
Büchern  zusammengeschmolzen  wurde. 

Zur  Einführung  in  die  analytische  Geometrie  ist  zu  empfehlen : 
F.  Schur,  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie,  Leipzig  1898; 
Ganter  und  Rudio,  Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des 
Baumes,  Leipzig  1897,  1899;  M.  Simon,  Analytische  Geometrie 
der  Ebene,  Leipzig  1897;  derselbe.  Analytische  Geometrie  des 
Maums,  Leipzig  1898. 


Kapitel  IL 
Die  Geometrie  der  unstetigen  Gebilde. 

§  1.    Allgemeines. 

Die  Gebilde,  die  wir  in  diesem  Kapitel  betrachten  werden 
sind  Figuren,  die  aus  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  in  end 
licher  Anzahl  bestehen;  man  pflegt  sie  im  Gegensatz  zu  den  in 
vorigen  Kapitel  betrachteten  Figuren  unstetige  Gebilde  zu  nenner 
weil  man  offenbar  von  einem  ihrer  Elemente  zu  einem  anderei 
stetig  nicht  übergehen  kann,  wenn  dabei  immer  nur  in  der 
Gebilde  enthaltene  Elemente  derselben  Art   durchlaufen  werder 

Eine  Gruppe  -einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  eine 
Punktreihe  oder  einer  Ebene  oder  eines  Raums  oder  auch  ein 
Gruppe  einer  endlichen  Anzahl  von  Geraden  oder  Ebenen  eine 
Büschels  etc.  sind  unstetige  Gehilde.  Ausser  ihnen  gibt  es  noch  di 
folgenden : 

Ein  vollständiges  ebenes  n-Eck  ist  ein  System  von  n  Puiil; 
ten   {EcTccn^   einer  Ebene,    von   denen   keine    drei    in   derselbe 

Geraden  liegen,  in  Verbindung  mit  den Geraden  {Seitm 

welche  sie  zu  je  zweien  miteinander  verbinden. 

Der  Schnitt  zweier  Seiten,  welche  nicht  beide  durch  eine 
der  n  Punkte  gehen,  heisst  Diagonalecle. 

Die  Anzahl  dieser  Ecken  beträgt  — '^~ä — ' 

Ein  vollständiges  ebenes  n-Seit  ist  ein  System  von  n  0< 
raden  (^Seiten)  einer  Ebene,   von  denen  keine  drei  sich  in  den 

selben  Punkt  treffen,   in  Verbindung   mit   den  — ^ — -  Punktt 

{Ecken^^  in  denen  sie  sich  zu  je  zweien  schneiden.  Jede  Gerad 
welche  zwei  nicht  auf  derselben  Seite  liegende  Ecken  verbinde 
heisst  Diagonale. 
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-r^.      .        ,7    1'         -r..           7       7^   ..  ^  n(n  — l)(ti  — 2)(n  — 3) 
2)?e  Anzahl  dieser  Diagonalen  oetragt 

Ein  einfaches  ebenes  n-Eck  oder  n-Seit  ist  ein  System  von  n 

einer   gegebenen  cyclischen  Reihenfolge  betrachteten  Punkten 

ner  Ebene,  wenn  es  mit  dem  System  der  n  Geraden  zusammen- 

)fasst  wird,  welche  jeden  Punkt  mit  dem  folgenden  verbinden. 

Projicirt  man  das  vollständige  ebene  w-Eck  von  einem 
unkt  ausserhalb  seiner  Ebene,  so  erhält  man  einen  vollständi- 
n  n -hantigen  Winkel  (ein  vollständiges  n-Kant)  und  durch 
rojection  des  w-Seits  von  einem  Punkt  ausserhalb  seiner  Ebene 
3n  vollständigen  n- flachigen  Winkel  (das  vollständige  n-Seit  im 
^rahlenbündel). 

Ein  vollständiges  windschiefes  n-Eck  ist  ein  System  von 
Punkten,   von  denen   keine    vier    in    derselben   Ebene    liegen, 

L  Verbindung  mit  den  Geraden ,    welche  durch  je    zwei 

)n  ihnen   gehen  und  mit  den 

n{n  —  l){n—'l) 
'  2^ 

benen  (Seitenflächen),  welche  durch  je  drei  von  ihnen  gelegt  sind. 

Ein  vollständiges  n- Flach  ist  die  der  vorigen  correlative 
igur,  d.  h.  das  System  von  n  Ebenen,  von  denen  keine  vier 
irch  denselben  Punkt  gehen,  in  Verbindung  mit  allen  ihren 
3hnittgeraden  und  Schnittpunkten. 

Zwei  auf  einander  bezogene  vollständige  ebene  w-Ecke 
Bissen  perspectiv,  wenn  die  Verbindungsgeraden  der  sich  ent- 
)rechenden  Ecken  in  demselben  Punkt  zusammenlaufen,  sie 
bissen  homolog,  wenn  sich  die  entsprechenden  Seiten  in  Punkten 
^rselben  Geraden  (der  Homologieaxe)  schneiden. 

Zwei  aufeinander  bezogene  vollständige  ebene  w- Seite  nennt 
an  perspectiv,  wenn  sich  die  entsprechenden  Seiten  in  Punkten 
3rselben  Geraden  treffen;  sie  heissen  homolog,  wenn  die  Ver- 
indungsgeraden  der  entsprechenden  Ecken  durch  denselben  Punkt 
las  Homologiecentrum)  gehen. 

Aehnliche  Definitionen  gelten  für  zwei  /i- Seite  im  Strahlen- 
iindel  und  für  zwei  w- Kante. 

Zwei  aufeinander  bezogene  windschiefe  vollständige  n-^cke 
bissen  perspectiv,  wenn  die  Geraden,  welche  die  entsprechen- 
an  Ecken  verbinden,  durch  denselben  Punkt  gehen,  und  heissen 
ymolog,  wenn  die  entsprechenden  Seitenflächen  sich  in  Geraden 
;lmeiden,    die   in  derselben  Ebene   (der  Homologieehene)  liegen. 
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Zwei  w-Ecke  sind  projcctiv,  wenn  sich  das  eine  aus  dei 
anderen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Projectionen  ur 
Schnitten  ableiten  lässt. 

Zwei  perspective  in  verschiedenen  Ebenen  gelegene  n-Ec, 
sind  nothtvendiger  Weise  auch  homolog.  Ein  ähnlicher  Satz  gi 
für  zwei  perspective  ;^- Flache  mit  verschiedenen  Centren. 

Zwei  DreiecJce,  zwei  I>reiseite,  zwei  Drei  flache  oder  zw 
DreiJcante  sind,  wenn  sie  perspectiv  sind,  auch  homolog. 

Zwei  ebene   Vierecke  sind  immer  projectiv. 

Zwei  perspective  vollständige  windschiefe  Vierecke  sind  aui 
homolog. 

Wenn  in  zwei  vollständigen  n- Ecken 

A^A^  '  '  •  A^,    A^^  A.2-  •  •  A^  , 

ivelche  aufeinander  bezogen  werden  und  entiveder  in  .derselb 
oder  in  verschiedenen  Ebenen  liegen,  eine  Seite  A^A^  des  erst 
und  alle  übrigen  2n  —  4  Seiten,  welche  durch  A^  oder  A^  geh 
die  entsprechenden  Seiten  des  anderen  n-Ecks  in  ebensoviel 
Punkten  einer  Geraden  s  schneiden,  so  sind  die  beiden  n-E( 
homolog;  bezeichnet  man  mit  S  das  Homologiecentrum,  so  liee^ 
zwei  beliebige  sich  entsprechende  Diagonalecken  F,  P'  der  bri( 
n-Ecke  mit  S  in  derselben  Geraden. 

Ein  ähnlicher  Satz  gilt  für  zwei  vollständige  ebene  n-Se 
zwei  vollständige  n- flachige  Winkel  und  zwei  vollständige  n-Kai 

Die  Definitionen  in  diesem  Paragraphen  rühren  zum  gros; 
Theil  von  Steiner  her,  ges.  Werke.,  herausg.  von  Weierstra 
2  Bde.,  Berlin  1882,   1,  p.   288  —  396. 

§  2.  Projective  Eigenschaften  der  Gruppen  von  Punkl 
auf  einer  Geraden.    Polarität.    Harmonische  Mittelpuni 

Eine  Gruppe  von  n  Punkten  auf  einer  Geraden  kann  a  i 
lytisch  durch  die  Wurzeln  einer  binären  Form  von  der  n^^  C 
nung  dargestellt  werden.  Das  Studium  der  Invarianten  i 
C Ovarianten  dieser  Form  führt  zu  der  Ermittelung  specie 
invarianter  oder,  geometrisch  ausgedrückt,  projectiver  Eigenscl 
ten  der  Gruppe  von  Punkten. 

Für  die  Werthe  w  =  2,  3,  4,  •  •  •  haben  wir  in  Bd 
Kap.  12  die  Resultate  angegeben,  die  man  vom  Standpi 
der  analytischen  Theorie  der  Formen  aus  erhält.  Wir  wo 
im  nächsten  Paragraphen  die  geometrischen  Resultate  mitthe: 
[die  jenen  analytischen  entsprechen,  und  bitten  den  Leser,  sich 
damals  befundenen  Ergebnisse,  Begriffe  und  Benennungen  ge  : 
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artig  zu  halten.  Hier  sollen  zunächst  die  Polarität  und  die 
irmonischen  Mittelpunkte  besprochen  werden. 

Polarität.  Wenn  eine  Form  aj  gegeben  ist,  so  können  wir 
e  Polaren  a""~^«      a^~^a^,  •  •  •  bilden  und   die  Wurzelpunkte 

X  y         X  y 

eser  gleich  Null  gesetzten  Formen  betrachten,  wenn  angenommen 
ird,  y  sei  ein  gegebener  Punkt.  Diese  Gruppen  von  Punkten 
eissen  bezüglich  die  1*^,  2*^,-  •  •  Polargruppe  von  y.  Man 
3nnt  sie  auch  harmonische  Gruppen  von  y  oder  harmonische 
UttelpunUe  vom  n — 1*^^,  n  —  2*®'',  •  •  •  Grad.  Jonquieres, 
ourn.  de  Lioifville,  1851.  Die  letzte  Polargruppe  wird  durch 
nen  einzigen  Punkt  gebildet,  den  Poncelet,  Cr  eile,  3  das 
entrum  der  harmonischen  Mittel  nannte. 

Wenn  der  Pol  ins  Unendliche  rückt,  so  wird  das  Centrum 
er  harmonischen  Mittel  das  Centrum  der  mittleren  Abstände, 
elches  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  algebraische  Summe 
iner  Abstände  von  den  n  Punlden  Nidl  ist. 

Wir  wollen  nun  einige  Grundeigenschaften  der  ,  harmo- 
ischen  Mittelpunkte,  oder,  wie  man  auch  sagt,  der  Polarsysteme 
ageben. 

Ist  M  ein  harmonischer  Mittelpunld  r^^^  Grades  eines  ge- 
ebenen Systems  von  n  Punkten  in  Bezug  den  Pol  0,  so  ist  um- 
ekehrt  0  ein  harmonischer  Mittelpunkt  (n  —  r)*®^  Grads  desselben 
ystems  in  Bezug  auf  den  Pol  M. 

Sind  M-^^,  M^,  •  '  •,  M^  die  hartnonischen  Mittelpunkte  r*^" 
rrades  eines  Systems  von  n  Punkten  bez.  eines  Pols  0,  so  sind 
ie  harmonischen  Mittelpunkte  vom  s*®^  Grad  (s<ir)  des  Systems 
ij,  •  •  •,  M^  bez.  des  Pols  0  auch  die  harmonischen  Mittelpunkte 
am  s^^  Grad  des  gegebenen  Systems  bez.  desselben  Pols  0. 

Wenn  M^,  -  •  -,  M^  die  harmonischen  Mittelpunkte  r*®^  Grades 
-~.  eines  Pols  0^  und  N^,-  '  ',  N^  diejenigen  5*®^  Grads  bez. 
Ines  Pols  0^  sind,  so  fallen  die  harmonischen  Mittelpunkte  vom 
r -{- s  —  ny^"^  Grad  des  Systems  M^,  •  •  -,  M^  bez.  des  Pols  0^ 
lit  den  harmonischen  Centren  (r  -|-  s  —  n)^^^  Grades  des  Systems 
v^i,  •  •  •,  iV^  bez.  des  Pols  0^  zusammen. 

Ist  A^  der  harmonische  Mittelpunkt  P^^  Grades  des  Systems 
I  ^>A^,  "-,  A^  bez.  eines  Pols  0,  so  ist  er  auch  der  harmonische 
^littelpunkt  1^^^  Grades  des  Systems  A^,A^,A^,  •  •  •,  A^^  bez.  des- 
elben  Pols. 

Fallen  r  Punkte  des  Systems  A^,"-,  A^in  einen  einzigen  zu- 
ammen,  so  fallen  auch  r — p  harmonische  Mittelpunkte  (n  — i?)*T 
H^^es  bez.  eines  beliebigen  Pols  mit  diesem  Punkt  zusammen. 
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Die  harmonischen  Mittelpunkte  r^^^  Grades  bes.  eines  zu 
Pol  genommenen  s-fachen  Punkts  des  gegebenen  Systems  besteh 
aus  diesem  s-mal  gerechneten  Punkt  und  den  harmonisch 
Mittelpwnkten  {r  —  s)*^"^  Grads  der  übrigen  n  —  s  Punkte  des  q 
gebenen  Systems  bez.  desselben  Punkts. 

Wenn  in  dem  gegebenen  System   s  Punkte  in  einen  zusm 
menfallen^  so  sind  die  harmonischen  Centren  r*®^  Grads  (r  < 
bez.  dieses  Punkts  als  Pol  unbestimmt. 

Die  Eigenschaften  der  harmonischen  Mittelpunkte  sind  pro jecti 

Wenn  a"  symbolisch  die  binäre  Form  bezeichnet,  welch 
gleich  Null  gesetzt,  die  Gruppe  von  n  Punkten  liefert,  so  ste] 
H=  (aby a^~''^b^~'^ .,  worin  a,  b  äquivalente  symbolische  Cot 

ficienten  sind,  die  sogenannte  Hesse' sehe  Form  der  gegeben" 
Gruppe  dar.  Vergl.  Bepert.  I,  Kap.  12,  §  5.  Nun  gilt  der  Sai 
Es  gibt  eine  Form  vom  {2n  —  4)*®'^  Grad,  die  so  l 
schaffen  ist,  dass  die  Gruppen  harmonischer  Mittelpunkte  (n — l) 
Ordnung  ihrer  Nullpunkte  (der  Steiner'schen  Gruppe)  die  Nu 
punkte  der  Hesse' sehen  Form  H  =  0  zu  Doppelpunkten  hah 
Diese  Form  vom  Grad 

2w  —  4 

erhält  man  durch  Elimination  von  z  aus 


und 


a  a^~^a,  =  0 

X      z  1 

b    fe«-25  Q 

X    z  2 


Es  existiren  Sn  —  6  Pole,  deren  Gruppen  harmmiisei 
Centren  (n  —  l)*®"^  Ordnung  bez.  der  gegebenen  Form  u 
(2n  —  2)*^^  Ordnung  bez.  d&i'  Hesse' sehen  Form  einen  Punkt 
memschaftlich  haben.  —  Die  gemeinschaftlichen  Punkte  sind,  tot 
die  bei  der  symbolischen  Bechnung  üblichen  Bezeichnungen  beut 
'Werden,  durch 

gegeben. 

Das  identische   Verschwinden  der  Hesse'schen  Form   ist 
nothwendige  und   ausreichende  Bedingung,    damit   die  n  PWi 
der  gegebenen  Gruppe  in  einen  einzigen  zusammenfallen. 

Man  beachte  femer: 

Wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Form  sämmtlich  i 
schieden  von  einander  u/nd  reell  sind,  so  müssen  alle  Wun 
der  Hesse'schen  Form  imaginär  sein.  Gerbaldi  und  Schou 
Bend.  Palermo,  3,  1889. 
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8.    Lineare    Systeme    von    Punktgruppen.      Allgemeine 
volutionen.    Geometrie  der  binären  Formen  ersten  bis 

vierten  Grads. 

Es  mögen  Je  -\-  1  linear  unabhängige*)  binäre  Formen  vom 
ade  /?,  Qc  -^  n) 

n      -,n 

rliegen    und    man    habe    mit    k  -\-  1    homogenen    Parametern 
^  Form 

hal  +  hK  +  hcl  -\ 

bildet. 

Diese  Form  w*®^  Grades,  gleich  Null  gesetzt,  stellt,  so  oft 
e  Werthe  für  die  Constanten  X  gegeben  sind,  eine  Gruppe 
n  n  Punkten  dar;  es  wird  mithin  durch  die  /*;  -j-  1  gegebenen 
)nnen  ein  Ä;-fach  unendliches  lineares  System  oder  es  werden,  wie 
an  gewöhnlich  sagt,  oo*  Gruppen  von  n  Punkten  durch  diese 
)rmen  bestimmt.  Dieses  System  heisst  eine  Involution  vom  n^^^^ 
rad  und  der  k^^^  Stufe.     Die  Gleichung 

hal  +  hK  +  ••  •  =  0 

ird  die  Gleichung  der  Involution  genannt. 

Für  w  =  2,  k  ==  1  erhält  man  die  gewöhnliche  Involution, 

h.  die  unendlich  vielen  Punktepaare,  die  sich  in  diesem  Fall 

geben,  sind  die  Paare  conjugirter  Punkte  der  gewöhnlichen  In- 

)lution,  die  durch  die  beiden  Punktepaare  bestimmt  wird,  welche 

')n  den  zwei  gegebenen  quadratischen  Formen  dargestellt  werden. 

Eine  Involution  vom  Grade  n  und  der  Stufe  k  wird  durch 
+  1  Gruppen  von  n  Punkten  bestimmt,  die  keiner  Involution 
'ringerer  Stufe  angehören. 

Wenn  r  Punkte  einer  Gruppe  einer  Involution  in  einen 
unkt  zusanunenfallen ,  so  sagt  man,  dieser  Punkt  sei  für  die 
ivolution  r-fach. 

Jede  Involution  vom  Grade  n  und  der  Stufe  k  besitzt  eine  end- 
che  Anzahl  von  (k -\- 1)  fachen  Punkten  und  zwar  {k-\-l)  (n  —  k)^ 
remona,  Prcliminari  etc.,  Bologna,  Acc.  Mem.  6,  7,  1866, 
867.  deutsch  von  Curtze. 

*)  Man  sagt,  die  gegebenen  Formen  seien  linear  unabhängig, 
enn  keine  homogene  lineare  Relation  identisch  zwischen  ihnen  be- 
eht,  d.  h.  wenn  sich  keine  constanten  Parameter  r^,  r^,  ...  derart  be- 
timmen  lassen,  dass  durch  bez.  Multiplication  der  gegebenen  Formen 
lit  ihnen  die  Summe  der  so  gebildeten  Producte   identisch  Null  ist. 


54  Kapitel  II.    Die  Geometrie  der  unstetigen  Gebilde. 

Eine  Involution  vom  Grade  n  und  der  Stufe  7c  enthält 

2^  (n  —  Je)  (n  —  k  —  1)  '  ■  ■  (n  —  2k  -\-  1) 
_  _      .      .__ 

Gruppen,  von  denen  jede  mit  k  Doppelpunkten  ausgestattet  ist. 

Besonderes  Interesse  bieten  die  Involutionen  n^^^  Grads  un 
erster  Stufe.  In  ihnen  gibt  es  2n  —  2  Doppelpunkte,  welch 
durch  die  Funktionaldeterminante  (Bepert.  I,  p.  280) 

(al))a^~    bl~~    =  0 
bestimmt  werden. 

Die   GesammtJieit  der   ersten  Polaren   einer   Gruppe    von 
Punkten  bildet  eine  Involution  {n  —  l)*®"^  Grads  und  1.  Stufe. 

Die  Involutionen  kann  man  einander  projectiv  zuordnei 
wenn  man  bilineare  Kelationen  zwischen  den  Parametern  d( 
einen  und  denen  einer  anderen  feststellt. 

Bei  zivei  Involutionen  1.  Stufe  und  von  den  Graden  m  un 
n,  die  superponirt  und  projectiv  einander  zugeordnet  sind,  kmnr. 
es  m  -{-  n  mal  vor,  dass  ein  Punkt  der  einen  mit  einem  der  ih 
entsprechenden  in  der  anderen  msammenfälU.  Dieses  Theore: 
ist  ein  specieller  Fall  des  sogenannten  Correspondenzprincips  vf 
Chasles;  vergl.  Kap.  1,  §  2. 


Quadratische  Formen.  Ermittelt  man  zu  einem  gegebem 
Pu/nkt  den  Polpunkt  bez.  einer  quadratischen  Form  (das  ha 
monische  Centrum  1.  Grads),  so  liegen  die  beiden  Elemente  dies 
Form,  der  gegebene  und  der  Polpunkt  in  Harmonie. 

Das  Verschtvinden  der  Invarianten  Äf(p  der  beiden  quadr 
tischen  Formen  f  und  cp  (vergl.  Bepert.  J,  p.  280)  zeigt  an,  da 
die  Nullpunkte  der  ersten  Form  harmonisch  zu  den  Nullpunkt 
der  zweiten  liegen. 

Die  durch  die  Covariante  -O*  =  0  (die  Funktionaldcterminan 
dargestellten  Punkte  sind  Doppelpunkte  einer  Involution',  zv 
Paare  von  conjugirten  Punkten  dieser  Involution  sind  die  PunI 
von  f  =  0  und  cp  =  0. 

Oder  anders  ausgedrückt:  Es  giebt  ztvei  Punkte,  von  den 
der  eine  bez.  einer  jeden  zweier  gegebener  quadratischer  Form 
der  Pol  des  anderen  und  daher  harmonisch  mit  ihm  conjugirf  i 
solche  Punkte  sind  die  von  d-  =  0. 

Das  Verschwinden  der  Invariante  B  dreier  quadratisc} 
Formen  zeigt  an,  dass  die  drei  Punktepaare  derselben  Involuti 
migehören. 
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Jede  quadratische  Form  lässt  sich  durch  lineare  Trans- 
I  maüon  auf  die  canonische  Form  X^  -\-  X^^  zurückfuhr en,  d.  h. 
if  eine  solche  Form,  welche  nur  die  Quadrate  der  Coordinaien 
fhält.  Dazu  reicht  es  aus:  1)  als  neue  FundamentalpunTite  der 
^mogenen  Coordinaten  zwei  PunMe  zu  wählen,  die  einander  con- 
i/irt  harmonisch  hez.  der  quadratischen  Form  sind,  d.  h.  den 
ia'hif/en  Punkt  y  und  den  PunJd  x,  der  die  Wurzel  von  aa  =  0 
t,  und  überdies  2)  den  EinheitspunM  auf  passende  Art  an- 
mehmen. 

Wählt  man  als  Fundamentalp wikte  der  homogenen  Coordl- 
•aten  die  heiden  Wurzelpunkte  von  •9'  ==  0,  so  reducirt  sich  jede 
er  heiden  quadratischen  Formen  auf  die  canonische  Form.  Diese 
■'heoreme  sind  auch  deshalb  von  Interesse,  weil  ähnliche  Sätze 
1  der  Theorie  der  Kegelschnitte  und  der  Flächen  2.  Grads  vor- 
ommen.  Vergl.  darüber  C  leb  seh,  Theorie  der  binären  alge- 
raischen  Formen,  Leipzig  1871,  §§  33,  37.  Sie  sind  auch  specielle 
'^älle  der  Sätze,  die  wir  Bepert.  I,  p.  303,  304  bei  der  Apo- 
arität  erwähnt  haben.     Siehe  auch  JRepert.  I,  Kap.  12,  §  15. 


Cubische  Formen.     Die  Punkte  einer  cubischen  Porm  /*=  0 
eien  a^b.,  c.     Es  gilt  der  Satz: 

Von  den  beiden  Punkten,  aus  denen  die  Polargruppe  1.  Ord- 
lung   eines  Punkts  a  der   cubischen  Form  besteht,   fällt  der  eine 
nit  a  zusammen,  während  der  andere  harmonisch  conjugirt  zu  a 
^4^Bezug  auf  das  Paar  b,  c  ist. 

^B  Man  erhält  so  drei  andere  Punkte  a ,  b',  c,  welche  die  Wurzel- 
'fffitnkte  der  Covariante  Q  =  0  sind. 

Der  Polpunkt  eines  jeden  Elements  von  Q  (Gruppe  2.  Ord- 
nung) in  Bezug  auf  die  cubische  Form  fällt  mit  einem  Punkt 
dieser  gegebenen  cubischen  Form  f  zusammen. 

Die  Punkte  von  f  bilden  in  Verbindung  mit  denen  von  Q 
drei  Punktepaare  einer  Involution,  deren  Doppelpunkte  die  Punkte 
der  Hesse' sehen  Determinante  A  =  0  sind. 

Jeder  der  beiden  Punkte  von  ^  ==  0  hat  bez.  der  cubischen 
Form  eine  Polargruppe  1.  Ordnung^  welche  aus  zwei  coincidir en- 
den Elementen  besteht,  mit  denen  auch  der  Polpunkt  2.  Ordnung 
des  betreffenden  Elements  von  A  =  0  bez.  der  cubischen  Form 
zusammenfällt. 

Wenn  man  in  Bezug  auf  eine  cubische  Form  und  ihre 
Funktionaldeterminante  die  Paare  von  Polar elementen  1.  Ordnung 
eines  beliebigen  Elements  aufsucht.,  so  sind  diese  Paare  liarmonisch 
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conjugiert  zueinander  und  bilden  hei  der  Variation  des  beliebige) 
Elements  eine  Involution,  deren  Doppelpunkte  die  Fumkte  vm 
A  =  0  sitid. 

Wenn  die  beiden  Polarelemente  1.  Ordnung  eines  Funkk 
in  Bezug  auf  die  cubische  Form  miteinander  zusammenfallen,  s< 
bildet  dieser  Punkt  in  Verbindung  mit  den  drei  Elementen  dei 
eubischen  Form  ein  äquianharmonisches  Quadrupel  (siehe  Kap.  1 
§  2);  daher  bildet  jeder  Pmikt  der  Hesse' sehen  Determinante 
mit  den  drei  Punkten  der  eubischen  Form  ein  äquianliarmonisehc. 
Quadrupel. 

Nimmt  man  die  Punkte  von  A  ==  0  zu  Fundamentalpunktet 
homogener  Coordinaten,  so  reducirt  sich  die  cubische  Form  au 
die  canonische  Form,  d.  h.  eine  solche,  welche  nur  die  Cuben  de 
beiden  Variabelen  enthält;  dasselbe  gilt  alsdann  auch  für  Q.  Sieh« 
Bepert.  I,  Kap.  12,  §  8. 

Die  drei  Elemente  von  f  (ivie  auch  die  von  Q)  stehen  zu 
einander  in  cyclischer  Projectivität,  deren  Doppelelemente  die  Elc 
mente  von  A  =  0  sind. 

In  zivei  zueinander  apolaren  Tripeln  von  Elementen  ahc 
ccßy  sind  zwei  beliebige  Punkte  der  ersten  Gruppe,  z.  B.  a,  h  mi 
der  ersten  Polargruppe  von  c  in  Bezug  auf  das  Tripel  {ccßy 
harmonisch  conjugfrt. 

Zwei  cubischk  Formen  si)id  apolar  zti  einander,  wenn  di 
Invariante  J  =  [f,  (pf  Null  ist*). 

Nimmt  man  zu  jedem  Element  einer  eubischen  Form  da 
harmonisch  conjugirte  in  Bezug  auf  die  beiden  anderen,  so  erhcä 
man  drei  Punkte;  die  Bedingung,  damit  diese  Punkte  zu  deneo 
einer  anderen  eubischen  Form  apolar  seien,  besteht  darin,  das. 
die  Invariante  Ajq  oder  Af^^  dritten  Grads  in  den  Coefficientet 
der  einen  eubischen  Form  und  1.  Grads  in  den  Cocfficienten  de 
anderen  Form  versdiivinde. 

Sl  =  0  ist  die  Bedingung,  damit  die  zwei  Punktetripel,  di 
man  auf  diese  eben  angegebene  Art  aus  jeder  der  beiden  cubischet 
Formen  erhält,  apolar  seien. 

Das   Verschwinden  von  Ajp  zeigt  an,   dass   das  Paar  vo, 
Punkten,  von  denen  jeder  ein  äquianhai'monisches  Quadrupel  m? 
den  Elementen  der  ersten  eubischen  Form  bildet,   harmonisch   : 
dem  analogen  Paar  in  Bezug  auf  die  zweite  cubische  Form  licg^ 


*)  üeber  die  hier  gebrauchten  Bezeichnungen  siehe  Repert.. 
p.  284. 
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Biquadratische  Formen*).     Verschwindet  die  Invariante  j,  so 

n  die  vier  durch  eine  binäre  hi quadratische  Form  dargestellten 

nkte  harmonisch;  ist  dagegen  i  gleich  J^ull,   so  liegen  die  vier 

nikte  äquianharmonisch ;  in  dem  letzteren  Fall  ist  f  apolar  gu 

■h.  selbst. 

Bit  Hesse'sche  Beterminante  einer  biquadratischen  Form 
ilt  vier  Elemente  dar;  von  jedem  dieser  Elemente  fällt  die 
ilargruppe  3.  Ordnung  beg.  der  Form  mit  der  aus  coincidiren- 
n  Elementen  bestehenden  Polargruppe  2^^  Ordnung  susammen. 
'der  PunM  von  H  bildet  mit  den  drei  Pmihten  seiner  eigenen 
stm  Polargruppe  ein  äquianharmomscJies  Quadrupel. 

Bie  Form  T  =  0  stellt  sechs  Elemente  dar;  die  5*^  Polar- 
uppe  bez.  f  eines  jeden  dieser  Elemente  fällt  mit  einem  der  drei 
'inlie  der  ersten  Polargruppe  zusammen,  und  das  betreffende  Ele- 
ent  bildet  mit  den  drei  Punlcten  ein  harmonisches  Quadrupel. 

Bie  drei  durch  die  Elementepaare  der  biquadratischen  Form 
er  ihrer  Hessischen  Beterminante  bestimmten  Involutionen  hahen 
e  Elemente  der  Covariante  T  zu  Boppelelem^nten  imd  jedes 
eser  drei  Paare  von  Boppelelementen  stellt  auch  die  Boppel- 
miente  der  durch  die  beiden  anderen  bestimmten  Involution  dar. 

Ist  j  =  0,  so  lässt  sich  f  auf  eine  canonische  Form  reduciren, 
e  nur  die  vierten  Potenzen  zweier  linearer  Formen.,  nämlich 
r  Formen  eines  der  Paare  von  T ,  enthält.  In  diesem  Fall 
Iden  die  Elemente  von  f  eine  cyclische  Projectivität.,  deren  Boppel- 
fmente  zwei  der  Elemente  von  T  sind.  Vergl.  Bepert.  I, 
ap.  12,  §  8. 

Diese  Betrachtungen  über  die  geometrische  Darstellung  der 
nären  Formen  finden  sich  ausser  bei  den  deutschen  Autoren 
id  ins  Besondere  in  dem  classischen  Werk  von  C  leb  seh,  Bin. 
orm.,  Leipzig  1871  auch  in  älteren  Abhandlungen  von  Batta- 
Lini,   Acc.  Napoli^   1864  u.  ff. 


4.    Projective    Eigenschaften    der    Dreiecke,    Vierecke, 

Sechsecke  etc. 

Wenn  in  zicei  vollständigen  ebenen  aufeinander  bezogenen 
ierecken  fünf  Seiten  des  ersten  die  entsprechenden  Seiten  des 
Otiten  in  fünf  Punkten  einer  Geraden  schneiden,  so  treffen  sich 
mh  die  sechsten  Seiten  in  einem  PunM  derselben  Geraden  und 

*)  Wir  geben  hier  die  bereits  in  Bd.  1  des  Repertoriums  mit- 
2^6ilten  Sätze  nicht  noch  einmal  an. 
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die  Verbindung sVmien  der  sich  entsprechenden  Ecken  gehen  diirc) 
einen  einzigen  PunJd;  die  Diagonäldreiecke  ferner  liegen  homolog 

Daraus  folgt:  Wenn  ein  vollständiges  Vier  eck  derart  defor 
mirt  wirdy  dass  fünf  seiner  Seiten  durch  feste  Funkte  einer  Geradem 
gehen,  so  rotirt  auch  die  sechste  um  einen  festen  Punkt  derselbe) 
Geraden,  und  dieser  bildet  mit  den  fünf  ersten  eine  Involution 
von  sechs  Punkten. 

Die  drei  Paare  von  Gegenseiten  eines  vollständigen  Viereck 
werden  von  einer  beliebigen  Transversalen  in  drei  Paaren  involn 
torisch  conjugirter  Punkte  geschnitten. 

Daher:  Wenn  eine  Transversale  die  drei  Paare  von  Geger, 
Seiten  eines  vollständigen  Vierecks  in  Ä  und  Ä ,  B  und  B\  < 
und  C'  trifft,  so  besteht  zwischen  den  Strecken  der  Transversale 
die  Belation: 

AB' .  BC'  .  CA'  +  AB  ■  B'C  -  CA  =  0. 

Selbstverständlich  lassen  sich  für  das  Vierseit  den  vo 
stehenden  correlative  Sätze  aufstellen. 

Die  drei  Kreise,  welche  zu  Durchmessern  die  drei  Diag< 
nalen  eines  vollständigen  Vierseits  haben,  gehen  durch  dieselbi 
Punkte. 

Die  drei  Mittelpunkte  der  drei  Diagonalen  eines  vollsfändigi 
Vierseits  liegen  in  einer  Geraden. 

In  einem  vollständigen  Viereck  werden  zwei  sich  in  ein 
Diagonalecke  schneidende  Seiten  harmonisch  durch  die  bciä< 
anderen  getrennt. 

In  einem  vollständigen  Vierseit  ivird  jede  Diagonale  ha 
monisch  durch  die  beiden  anderen  getheilt. 

Bezeichnet  man  mit  X,  L';  M,  M;  N,  N'  die  Punkte,  welc 
in  Verbindung  mit  einer  Transversalen  s  die  Seiten  AB,  CD,  A* 
B  D ,  AD,  BC  eines  vollständigen  Vierecks  harmonisch  thcilen, 
gehen  die  Geraden  LL\  MM\  NN'  durch   einen  Punkt,   der     j 
Verbindung  mit  s  die  Geraden  LL\  MM\  NN'  harmonisch  the. 

Wen/n  eine  Transversale  die  Seiten  eines  Dreiecks  BSQ 
drei  Punkten  Ä,  B' ,  C'  schneidet,  die  bez.  paarweise  mit  d 
anderen  Punkten  A,  B ,  C  derselben  Transversalen  in  Involuti 
liegen,  so  treffen  sich  die  Geraden  BA,  SB,  QC  in  einem  Pu/n 
dem  harmonischen  Pol  der  Transversalen  in  Bezug  auf  c 
Dreieck. 

Wenn  man  von  einem  Pwikt  S  aus  die  Ecken  eines  Di 
seits  rsq  durch  drei  Strahlen  a' ,  b' ,  c  projicirt,  welche  paarwe 
mit  drei  anderen  von  S  ausgehenden  Strahlen  a,b,  c  in  Involul 
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/,  so  liegen  die  Punkte  ra,  sb,  qc  in  einer  Geraden^  der  har- 
nschen  Polaren  von  S  in  Bezug  auf  das  Dreiseit. 

Wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  von  einer  heliehigen  Trans- 
I  säten  geschnitten  werden,  und  wenn  die  Ecken  von  einem  hc- 
higen  Punkt  aus  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten  projicirt 
■den,  so  ist  das  Product  der  anharmonischen  Verhältnisse  der 
I  iippen  von  vier  Punkten,  welche  man  auf  den  drei  Seiten  er- 
iU,  die  negative  Einheit. 

Wenn  drei    von  einem  Punkt  aus  gezogene   Gerade   durch 
Ecken  eines  Breiecks  ABC  gehen  und  die  gegenüberliegenden 
>(en  in  Ä ,  B\  C  treffen,  so  besteht  ztvischen  den  Segmenten  der 
''iten  die  Relation 

AB" .  BC  •  CA'  +  AC  •  CB'  -  BÄ  =  0 

ier 

YTnT  •  -jp7  •  ü"!^  =  —  1  (<ias  Ceva'sche  Theorem,   1678); 

nd  umgekehrt:  wenn  für  drei  Punkte  Ä ,  B' ,  C  auf  den  leiten 
Ines  Breiecks  die  vorstehende  Relation  besteht,  so  laufen  die  Ver- 
indu/ngslinien  AÄ ,  BB' ,  CCf  in  einen  Punkt  zusammen. 

Schneidet  eine  Transversale  die  Seiten  eines  Breiecks  ABC 
^  drei  Punkten  Ä,  B' ,  C ,  so  gilt  für  die  Segmente  der  Seiten 
ie  Beziehung: 

AB'  '  BC  ■  CA'  —  AC  •  CB'  ■  BA  =  0 
der 

^r^r  '  ^-7v  •  "w-F  =  1  (Satz  von  Menelaus)  ^ 

md  umgekehrt. 

Wenn  man  die  Seiten  eines  Breiecks  ABC  in  den  Punkten 
i\  B',  C\  Ä',  B",  C  derart  harmonisch  theilt,  dass 

AB'     BC     CA'         AB"     BC"     CA'         ,       ., 

.    , , ,    1  not 

CB'     AC    BA        B"C    CA     A'B  ^' 

fO  gehen  die  Kreise  mit  den  Burchmessern  AA' ;  BB' ;  CC  durch 
Ueselben  beiden  Punkte  P,  P' ,  für  welche 

AP:BP:CP  =  AP'-.BP'iCP'     ist, 
md  die  Sehne  PP'  wird  harmonisch  und  senkrecht  von  dem  Kreis 
leschnitten,  der  durch  die  drei  Punkte  A,  B,  C  bestimmt  tvird. 

Liegen  die  Eckpunkte  ungerader  Ordnung  eines  einfachen 
ebenen  Sechsecks  in  einer  Geraden  und  diejenigen  gerader  Ordnung 
m  einer  anderen,  so  schneiden  sich  die  drei  Paare  von  Gegen- 
seiten in  Punkten,  die  ebenfalls  in  einer  Geraden  liegen. 
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Wenn  sich  in  einem  einfachen  ebenen  Sechsseit  die  Seiten 
ungerader  Ordnung  in  einem  Punkt  treffen  und  die  gerader 
Ordfiimg  in  einem  anderen,  so  gehen  auch  die  Verbindungslinien 
der  drei  Paare  von  Gegenecken  durch  einen  wnd  denselben  Punkt 

Diese  beiden  Sätze  sind  specielle  Fälle  der  sogenannter! 
PascaTscben  und  Brian  chon'schen  Theoreme  über  die  Kegel- 
schnitte (vergl.  weiter  unten  Kap.  3,  §  2)  und  lassen  sich  aus  den 
allgemeinen  Fall  ableiten,  wenn  man  annimmt,  der  zu  Grundt 
liegende  Kegelschnitt  zerfalle  in  zwei  Gerade  oder  in  zwei  Punkte 

§  5.    Die  metrisclie  Geometrie  des  ebenen  Dreiecks. 
Formeln  der  ebenen  Trigonometrie. 

Bezeichnet  man  mit  a,b,  c  die  drei  Seiten  und  mit  A,  B,  C 
die  gegenüberliegenden  Winkel  eines  geradlinigen  Dreiecks,  S( 
bestehen  die  Relationen: 

a     h     c 

sin  A         sin  B         sin  C ' 

a^  =  b^  -^  c^  —  2bccosA 

und  die  beiden  anderen,   die  man  aus  der  letzteren  durch   Ver 
tauschen  der  Buchstaben  a,b,  c,  A,  B,  C  erhäU. 

Wenn  man  ferner  mit  s  die  halbe  Summe  der  Seiten  be 
zeichnet,  so  gelten  die  Formeln: 

b 

cos  C  -\-  sin  G  cotg  A  ' 
==  h  cos  C  -\-  b  sinC  cotg  B , 

=  b  cos  C  +  Yc^  —  b^sin^'c] 
=  b  cosC  -}-  c  cosB, 

2  s  sin  A 

sin  A  -\-  aiu  B  -\-  sin  C ' 


s  sin  \A 


sin -4 


cos  ^  B  cos 

iC 

-VcV^- 

-a)(s- 

-&)(.. 

-c). 

V2  6*c*  + 

2c*a*  + 

2a*fe«  - 

a*~ 

b'  —  c* 

nn\A  =  y^~ 


2bc 


sm^ji  =  1/  ^ ^ ^\ 


.  a  sin  C 

mA  =  T — — —7;,, 

'^  0  —  a  cos  6  ' 
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,-b)tg{(A  +  B)  =  {a  +  b)tgi{Ä-B) 

(die  Napiersche  Analogie), 

-  a)  tg  ^Ä  =  (s~  h)  tg  ^B  =  {s-  c)  tg  \C, 

=  (s  —  d)  cotg  ^B  cotg  ^C, 

sin  {A  —  J5)  =  a  sin  -4  —  h  smB , 

cos^(J5  —  C)  =  (h  -{-  c)  cos  -|-(5  -|-  C)"|  (das  Doppeltheorem 

sin  ^(B  —  0)  =  (fe  —  c)  sin  ^(^  -f  C)  J        von  Gauss), 
-  sin  {B  —  C)  =  (h^  —  c2)  sin  {B  +  C), 

a  J[  -f-  sin  5  -f~  sin  C  =  4  cos  -J^  cos  \B  cos  J  C, 

m  2  J.  -|-  sin  2  jß  -|-  sin  2  0  =  4  sin  ^  sin  5  sin  C, 

OS  A  -|-  cos  j5  -[-  cos  C  =  4  sin  \A  ^in^B  ^m\C  -\-  1 , 

OS  2  ^  -|-  cos  2  jB  -|-  cos  2  C  ==  —  4  cos  A  cos  -B  cos  C  —  1 , 

[.g^   +   tg^    +    tgC=:tg^tg^tg(7, 

otg  J.-|-cotg^ +cotgC=cotg  J.  cotg5  cotg  C+cosecA  cosecJ5  cosec  C, 

ia^  A  -[-  sin^  B  —  sin^  C  =2  sin  A  sin^  cos  (7, 

in'^  A  -\-  sin^  B  -{-  sin^  (7=1  —  2  cos  ^  cos  jB  cos  (7. 

Der  Flächeninhalt  des  Breiecks  lässt  sich  durch  die  folgenden 
ein  ausdrücken: 

c^  sin  A  sin  B 


F=i 


2  sinC 

^  a  5  sin  G, 


=  ys  {s  —  a)  (s  —  h)  (s  —  c). 

Die    metrische    Geometrie    des    Dreiflachs    und    des 
sphärischen  Dreiecks.     Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie. 

Wir  wollen  drei  Ebenen  betrachten,  die  nicht  durch  die- 
selbe Gerade  gehen,  also  einem  Bündel  und  nicht  einem  Büschel 
angehören.  Nimmt  man  an,  die  drei  Ebenen  seien  durch  die 
Geraden  begrenzt,  in  welchen  sie  sich  zu  je  zweien  schneiden, 
und  durch  den  gemeinschaftlichen  Schnittpunkt,  so  erhält  man 
ein  Brei  flach  (Trieder),  körperliches  Breieck,  dreiseitige  Eckc^ 
denkt  man  sich  dieses  Dreiflach  mit  einer  Kugel  vom  Radius  1 
geschnitten,  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Centrum  des  Bündels 
zusammenfällt,  so  ergibt  sich  auf  der  Kugel  ein  sphärisches 
Breieck,  dessen  Seiten  Bogen  von  grössten  Kreisen  sind  und 
durch  die  Winkel  am  Centrum  der  Kugel,  d.  h.  durch  die  in  den 
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Seitenflächen  des  Dreiflachs  liegenden  Winkel  gemessen  werden 
Die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  fem  er  sind  die  Winke] 
welche  die  in  den  Ecken  des  Dreiecks  an  die  Seiten  gezogene] 
Tangenten  mit  einander  machen;  sie  sind  also  die  Winkel  zwische: 
den  Seitenflächen  des  Dreiflachs,  d.  h.  die  Winkel  der  in  der 
Dreiflach  enthaltenen  Zweiflache.  Die  metrische  Geometrie  de 
Dreiflachs,  die  sogenannte  Triedrometrie^  fällt  auf  diese  Art  mi 
der  des  sphärischen  Dreiecks,  der  sphärischen  Trigonometrie  zu 
sammen. 

Man  unterscheidet  rechtwinklige,  doppelt  und  dreifach  rechl 
winklige  sphärische  Dreiecke.  Die  letzteren  werden  durch  drt 
Bogen  grösster  Kreise  gebildet,  die  zu  je  zweien  senkrecht  an- 
einander stehen;  alle  Seiten  und  alle  Winkel  betragen  neunz'i 
Grade. 

In  jedem  rechtwinTdigen  sphärischen  Dreieck  ist  jede  der  dr 
Seiten  kleiner  als  90  Grade  oder  nur  eine  der  Seiten  ist  kleim 
als  90  Grade. 

In  jedem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  sind  ein  nici 
rechter  Winkel  und  seine  gegenüberliegende  Seite  beide  grösser  odi 
beide  kleinm"  als  90  Grade. 

Auch  wenn  in  einem  sphärischen  Dreieck  jede  Seite  und  jed( 
Winkel  kleiner  als  180^  ist,  so  beträgt  doch  die  Summe  d* 
Winkel  immer  mehr  als  180^,  Die  Differenz  mvischen  dies* 
Summe  und  180^  heisst  der  sphärische  Excess. 

Das  sphärische  Dreieck  ist  in  diesem  Fall  einem  andere 
doppelt-rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck  flächengleich,  dessen  dritt 
Winkel  der  sphärische  Excess  des  gegebenen  Dreiecks  ist.  DieS' 
Theorem  wurde  im  Jahr  1629  unvollständig  von  Girard,  163 
dann  auf  einfache  Art  von  Cavalieri  bewiesen. 

Nimmt  man  als  Einheit  zum  Messen  der  Flächeninhal 
sphärischer  Dreiecke  das  doppelt-rechtwinklige  Dreieck,  desst 
dritter  Winkel  die  Winkeleinheit  ist,  so  ergibt  sich  der  Satz,  da 
der  Flächeninhalt  eines  sphärischen  Dreiecks  seinem  sphärische 
Excess  gleich  ist. 

Ist  ein  grösster  Kreis  auf  der  Kugel  gegeben,  so  werd< 
die  beiden  Endpunkte  des  auf  ihm  senkrechten  Durchmessers  d 
Pole  des  grössten  Kreises  genannt.  Denkt  man  sich  den  grösst« 
Kreis  in  einem  gewissen  Sinn  (welcher  der  p>ositive  heissen  ma; 
von  Jemand  durchwandert,  der  die  Füsse  auf  die  Kugel  set^ 
so  heisst  im  engeren  Sinn  Fol  des  Kreises^  derjenige  von  dt 
beiden,  der  zur  Linken  des  Wanderers  bleibt;  wenn  daher  d 
Pol  eines  Kreises  gegeben  ist,    so  ist  die  positive  Richtung  d 
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i^gs    auf   ihm    bestimmt.     Die    Seite    der    Ebene    des    grössten 
leises,  welche  dem  Pol  zugekehrt  ist,  heisst  die  positive. 

Lässt   man    einen  grössten   Kreis    um   einen  seiner  Durdi- 
^scr  rotiren  und   dabei  einen  gewissen   Winkel   beschreiben,  so 
/schiebt  sich  der  Pol  um  denselben   Winkel. 

Es  sei  ein  sphärisches  Dreieck  ABC  gegeben;    wir  wollen 
e   Pole   bez.  der  Seiten  BC,  CA,  AB   suchen   und    annehmen, 
3r   positive  Sinn    gehe    auf    diesen    Seiten    in    den    Richtungen 
C,  CA,  AB. 

Diese  drei  Pole,  welche  wir  mit  A',  B\  C  bezeichnen,  bilden 
n  zweites  sphärisches  Dreieck,  welches  das  zum  gegebenen  polare 
der  reciproke  genannt  wird. 

Bas  Breieck  Ä,  B\  C  hat  seinerseits  zum  polaren  das  Brei- 
ok  ABC. 

Bie  Winkel  eines  Breiecks  sind  die  Supplemente  der  Seiten 
es  Polardreiecks. 

Ber  Flächeninhalt  eines  Breiecks  und  der  Umfang  des  Polar- 
^reiecks  ergeben  zusammen  die  Summe  von  360^. 

Wir  wollen  annehmen,  der  Umfang  eines  sphärischen  Drei- 

cks  werde  in  einem  gewissen  Sinn  z.  B.  in  der  Richtung  ABC 

lurchlaufen,    und    dies    sei    der    positive    Sinn    auf    jedem    der 

'^Össten  Kreise  AB,  BC,  CA-.,  die  in  diesem  Sinn  durchlaufenen 

leiten  mögen  die  Werthe  c,  a  bez.  b  haben. 

Unter  dem  Winkel  BAC  verstehen  wir  den  Winkel  zwischen 
ien  beiden  Richtungen  AB ,  AC ,  von  denen  daher  die  eine 
oositiv,  die  andere  negativ  ist;  dasselbe  gilt  für  die  Winkel 
ACB ,  CBA.     Man  bezeichnet  diese  Winkel  mit  A,  C,  B. 

Versteht  man  unter  dem  Winkel  zweier  Ebenen  des  dem 
sphärischen  Dreieck  entsprechenden  Breiflachs  den  zwischen  den 
beiden  Seiten,  einer  positiven  und  einer  negativen,  der  zwei 
Ebenen  enthaltenen  Winkel,  so  gilt  der  Satz: 

Bie  Winkel  des  spärischen  Breiecks  sind  die  Supplemente 
der  Winkel,  welche  die  drei  Ebenen  des  dem  gegebenen  Breieck 
entsprechenden  Breiflachs  mit  einander  bilden. 

Nennt  man  dagegen  den  zwischen  den  beiden  positiven  Seiten 
enthaltenen  Winkel  den  Winkel  der  beiden  Ebenen  des  Breiflachs, 
so  sind  die  Winkel  zwischen  den  drei  Seitenflächen  des  Drei- 
flachs bezüglich  den  mit  Ä,  B,  C  bezeichneten  gleich,  welche 
nicht  die  von  den  positiven  Richtungen  der  grössten  Kreise  ge- 
bildeten Winkel  sind. 

Unter  der  Annahme,  es  sei  J.  ==  90^,  lauten  die  wichtigsten 
Formeln  für  die  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke: 
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cosa  =  cos  l)  cos  c, 

icos  ?>  ==  sin  a  sin  5 , 
cos  c  =  sina  sin  C, 
!tg  b  =  tga  cos  C  =  sine  igB, 
ig  c   =  tga  cos  JB  ==  sin h  tg  (7, 
cos  a  =  cotg  B  cotg  C, 
icosB=  cos  fe  sin  (7, 
1  cos  C  =  cos  c  sin  5. 

Die  Fundamentalformeln  für  beliebige  sphärische  Dreieck 
sind: 

sin  a         sin  b  sin  c 

sin  JL         sin  JB         sin  C ' 
cos  a  ==  cos  b  cos  c  -f-  sin  fc  sin  c  cos  ^, 
cos  A  =  —  cos  B  cos  (7  -[-  sin  .5  sin  C  cos  a 

und  diejenigen,  welche  man  aus  den  vorstehenden  durch  Yej 
tauschen  der  Buchstaben  erhält. 

Die  erste  dieser  Formeln  findet  man  schon  in  den  Werke 
der  alten  Geometer,  Menelaus,  SpJierica,  3,  herausg.  vc 
Halley,  Oxonia  (Oxford),  1707;  die  übrigen  heissen  die  Eulci 
sehen  Formeln,  Mem.  de  Berlin,  1753.  Aus  ihnen  lassen  sie 
alle  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ableiten;  es  gescha 
dies  zum  ersten  Mal  von  Lagrange,  Journ.  de  VEc. polyt.,  179 
und  von  Gauss;  siehe  dessen  Zusätze  am  Ende  der  1810  i 
Altona  erschienenen  Schumacher 'sehen  üebersetung  der  „Ge 
metrie  de  posiUon  von  Carnot,  Paris  1803". 

Setzt  man  a  +  b  -\-  c=  2s,  Ä  -{-  B  -{-  C  ==  2S,  so  e 
hält  man  weiter: 

cotg  a  smb  ==  cos  &  cos  (7  -[-  sin  (7  cotg  Ä, 
.      .  2  "j/sin  s  sin  (s  —  a)  sin  {s  —  b)  sin  (s  —  c) 

Sm  A.   ■ ' ; : , 

Sin  0  sm  c  ' 


,ia^A  =  -{/^■'(■^-'')Bin(»-c) 
^  r  sm  0  sm  c  ' 

COS  lÄ  =  l/^^^s^^(^-«) 
^  y        sin  b  sin  c      ' 

iin^a  ==  y  - 

cos\a-  lAoB(^-^)cos(^-=-C) 
Costa—  ^  sin  i?  sin  (7 


cos  <S  cos  (fS  —  A) 
sm  B  sm  (7         ' 
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is;  welchen  sich  durch  Division  leicht  die  Formeln  für  tg^^Ä, 
>tg^Y^'  ßi'gßben,  die  sich  besonders  zur  numerischen  Berechnung 
lies  Winkels  aus  den  drei  Seiten  oder  einer  Seite  aus  den 
ei  Winkeln  eignen. 

Wenn  alle  Winkel  und  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks 
einer  als  180^  sind,  so  gelten  die  sogenannten  Gauss'schen 
1er  Delambre'schen  Formeln: 

sin^(7l  —  J?)  sin^c  =  sin-^(rt  —  h)  cos^C, 
cos  ^(Ä  —  B)  sin  "l-c  =  sin  ^ (a  -f-  b)  sin ^  0, 
sin  ^(Ä  -\-  B)  cos  ^  c  =  cos  ^(a  —  h)  cos  ^  C, 
cos ^- (A  -f-  -ß)  cos -^ c  =  cos  l(a  -\-  h)  sin^C. 

Sie  wurden  fast  gleichzeitig  von  Delambre,  Connaiss.  des 
inps,  1808  und  von  Mollweide,  r.  Zach,  Monatl.  Corrcsp.,  1808, 
''    18  veröffentlicht  und  finden  sich  auch  in  der  Theoria  motus,. 
>9  von  Gauss,  durch  den  sie  allgemein  bekannt  wurden. 

Dividirt  man  diese  Formeln  unter  sich,  so   erhält  man  die 
Terthe  für 

ie  heissen   die  Napi er' sehen  Analogien,   weil   dieser  Autor   sie 
uerst  im  Jahr   1614  bekannt  gemacht  hat. 

Andere  von  Gauss  benutzte  Formeln  sind: 

(sin  A  —  sin  B)  sin  c  =  (sin  a  —  sin  fc)  sin  C, 

(sin  A  -f-  sin  J5)  sin  c  =  (sin  a  -\-  sin  5)  sin  C, 

(cos  A  -\-  cos  B)  sin  c  =  sin  {ci  +  &)  (l  —  cos  (7), 

sin  (^A  -\-  B)  (l  -\-  cos  c)  ==  (cos  a  -j-  cos  fe)  sin  C. 


I 


Wir  wollen  von  jedem  Eckpunkt  des  sphärischen  Dreiecks 
einen  grössten  Kreis  senkrecht  auf  die  gegenüberliegende  Seite 
ziehen;  er  zerlegt  den  Winkel  und  die  gegenüberliegende  Seite 
in  je  zwei  Theile  M,  N-^  m,  n,  so  dass  M -\-  N=  A^  m-{-n==a 
ist,  wenn  der  Kreis  von  der  Ecke  A  senkrecht  zur  Seite  a  ge- 
zogen wird.      Es  bestehen  dann  die  Relationen: 

Pascal,  Eepertorium.  II.  5 
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tgi(»»  +  »«)  tgi(»»  —  «)  =  tgi(6  +  c)  tg^(6  —  c), 

|wt5  =  *8^^-^  +  C)  tgK£  -  C), 

tg  •!•  (m  —  n)  sin  {B  —  C) 

tg-i-(m+n)  ""  sin  (J5  +  C) ' 

tg  Jf tg  »i 

tg  iV         tg  w  ' 

sin  (M  -f  -ZV)  sin  {m  -\-  n) 

sin  {M  —  N)         sin  (m  —  »^) 

Die  oben,  S.  64,  mit  S  bezeichnete  Grösse  steht,  wie  w 
schon  gesagt  haben  (S.  62),  in  Beziehung  zum  Flächeninhalt  d 
sphärischen  Dreiecks;  für  sie  gelten  die  folgenden  wichtig« 
Formeln : 

^         cos  4a  cos  46  4- sin  4  a  sin  4 &  cos  O 

sm  fS  == ■ r—^ = 

cos  4  c 

1  -j-  cos  a  -j-  cos  b  -\-  cos  c 

4  cos  4  a  cos4&  cos  4  c 

.    cos*-^a  -|-  cos^-^?>  -f-  cos^^c  —  1 


tgS  = 


2  cos 4«  cos 40  cos4c  ' 

cotg  ^a  cotg  4&  +  cos  C 


? 


sin  G 

,     ^  sin  a  sin  b  sin  C 

COtff  ö  =   ;, i ■. r — i 

^  1  -f-  COS  a  -f-  cos  b  -\-  cos  c 

tg2  ^(^  _  900)  =  tg^s  tgi(s  —  a)  tgi(s  —  b)  tgi(5  -  ( 

Analog  sind  selbstverständlich  die  Formeln,  aus  welch' 
sich  der  Umfang  2  s  des  sphärischen  Dreiecks  berechnen  läsJ 
man  braucht  nur  statt  des  gegebenen  Dreiecks  sein  PolardreiC' 
zu  substituiren  und  auf  dieses  die  vorstehenden  Formeln  anz 
wenden. 

Wenn  in  einem  sphärischen  Dreieck  ein  Winkel  und  d 
Product  der  Tangenten  der  Hälften  der  diesen  Winkel  einschliesst 
den  Seiten  consfant  bleibt,  so  ändert  sich  der  Flächeninhalt  et 
Dreiecks  nicht. 

Bleibt  in  einem  sphärischen  Dreieck  eine  Seite  und  das  Pi 
duct  der  Tangenten  der  halben,  dieser  Seite  anliegenden  WinJ 
constant,  so  bleibt  der   Umfang  des  Dreiecks  derselbe. 

Wenn  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  im  Verhältn 
zum  Badius  der  Kugel  klein  sind,  so  übertreffen  die  Winkel  o 
spärischen  Dreiecks   die   entsprechenden    Winkel  des  ebenen  Dr 
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>.  dessen  Seiten  der  JReUie  nach  denen  des  sphärischen  Breiec'ks 
■h  sind,  annähernd  um  den  dritten  Theil  des  sphärischen 
cesses.      Das    Legendre^sche    Theorem,    Me'm.    de   VAc.   de 

n-is,   1787.  

Das  Studium  der  sphärischen  Trigonometrie,  welche  ihre 
ivvendung  hauptsächlich  in  der  Astronomie  findet,  geht  bis  auf 
e  alten  Griechen  zurück.  Von  den  neueren  Untersuchungen 
ad  die  von  Euler,  3Iem.  de  Berlin,  1753  und  Nova  Acta 
"trop.  1799  wichtig.  Diese  beiden  Abhandlungen  von  Euler, 
:!m  eigentlichen  Schöpfer  der  modernen  Trigonometrie,  sind  auch 
Ostwald 's  Klassikern  der  exacten  Wissenschaften,  mit  An- 
erkungen  versehen,  von  Hammer  herausgegeben  worden.  Es 
Igen  Legendre,  Me'm.  de  VAc.  de  Far.,  1787;  Lexell,  Nova 
da  Petrop. ,  1782;  Lagrange,  Journ.  de  VEc.  polyt. ,  Hft.  6 
ad  Gauss.  Femer  sind  zu  nennen  die  Arbeiten  von  Möbius, 
nalyt.  Sphärih,  Abh.  bei  Begr.  der  Sachs.  Ges.  der  Wissensch., 
846  u.  Gudermann,  Lehrbuch  der  nied.  Sphärik,  Münster  1836. 

Von  neueren  Werken  citiren  wir  ausser  dem  bekannten 
uch  von  Serret,  Elements  de  Trigonometrie,  7.  Ausg.,  Paris 
887  die  vortreffliche  gedrängte  Darstellung  in  Baltzer's  Ele- 
umten  der  Matlumatih,  2  Bde.,  7.  Aufl.,  Leipzig  1885,  die  von 
remona  ins  Italienische  übersetzt  wurden,  Genua  1881  und 
ereits  die  3.  Aufl.  erlebten;  Study,  Äbh.  der  Leipz.  Ges.  der 
Viss.,  1893  und  Hammer,  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphärischen 
"rigonometrie,  2.  Aufl.,  Stuttgart  1897. 

7.   Moderne  Geometrie  des  Dreiecks.    Lemoine'sche  und 
Jrocard'sche  Punkte  und  Kreise.    Euler'sclie  Gerade.    Der 
•Teunpunkte-  oder  Feuerbach'sche  Kreis.    Kreise  Taylor's, 
Tucker's.     Simpson'sche  Gerade. 

Es  wird  dem  Leser  willkommen  sein,  in  diesem  Paragraphen 
lie  Hauptresultate  der  sogenannten  LreiecJcsgeometrie  zusammen- 
gestellt zu  finden. 

Ist  ein  Dreieck  ABC  gegeben,  so  heisst  eine  Gerade,  welche 
lieselbe  Neigung  gegen  die  Seiten  AB,  AC  hat,  wie  BC  gegei>  die 
"weiten  AC,  AB,  eine  zu  BC  antiparallele  (gegenparallele)  Gerade. 

Bie  3Iittelpimhte  aller  zu  einer  Seite  eines  Breiechs  Gegen- 
'Hiüllelen  liegen  in  einer  Geraden,  welche  durch  die  gegenüber- 
iegende  EcJce  geht;  diese  Gerade  wird  nach  dem  Vorschlag  von 
Maurice    d'Ocagne   von  den   Franzosen  Sgmmediane    genannt; 

5* 
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in    Deutschland    ist    auch    die   Bezeichnung   GegenmitteUime 
bräuchlich. 

Die  drei  GegenmittelUnien  gehen  durch  einen  Punkt,  > 
von  den  Franzosen  nach  Lemoine,  welcher  mehi-ere  wicht 
Eigenschaften  desselben  fand,  als  Lemoine'scher  Punkt  bezeich: 
wird;  jedoch  war  derselbe  schon  früher  von  Grebe,  das  gen 
linige  Breieck  in  Beziehung  auf  die  Quadrate  der  Perpendi 
tvelche  man  von  einem  Punkt  seiner  Ebene  auf  seine  Seiten  fäl 
kann,  Grunerfs  Archiv,  9,  1847  untersucht  worden;  daher  nei 
man  ihn  in  Deutschland  auch  den  Grebe'schen  Punkt. 

Bie    Abstände    des    Lemoine'schen   Punkts   von    den   o 
Seiten  sind  den  Seiten   selbst  proportional  und  die  Summe 
Quadrate  dieser  Abstände  ist  ein  Minimum. 

Zieht  man  von  dem  Lemoine'schen  Punkt  aus  Parallelen 
den  drei  Seiten  des  Dreiecks,  so  bilden  die  sechs  Punkte, 
denen  diese  die  Seiten  treffen,  das  Lemoine' sehe  Ilexagon;  d\ 
sechs  Punkte  liegen  auf  einem  Kreis  (dem  ersten  Kreis  Lemoii 
oder  wegen  der  hier  folgenden  Eigenschaft  dem  Kreis  des  d 
fachen   Verhältnisses). 

Nennt  man  nämlich  die  auf  einer  jeden  der  drei  Seiten 
Dreiecks  liegenden  Ecken  des  Lemoine'schen  Hexagons  bez.  B, 
E,  E'-^  F,  F\    so    verhalten    sich    die   Strecken  BB\  EE',  JE 
wie  die  Guben  der  Seiten,  auf  denen  sie  liegen. 

Bas  Gentrum  des  ersten  Lemoine'schen  Kreises  ist  der  Mit 
punkt  der  Strecke,  tvelche  den  Lemoine'schen  Punkt  mit  dem  C 
trum  des  dem  Breieck  umschriebenen  Kreises  verbindet. 

Wenn  durch  den  Lemoine'schen  Punkt  die  Antiparalle 
zu  den  Seiten  des  Dreiecks  gezogen  werden,  so  liegen  die  se 
Punkte,  in  denen  sie  die  Seiten  schneiden,  zu  denen  sie  ni 
antiparallel  sind,  auf  einem  Kreis,  welcher  der  zweite  Lemoii 
sehe  Kreis  oder  der  Gosinus-Kreis  genannt  wird. 

Bie    auf  den  Seiten    des  Breiecks   durch    diesen   Kreis 
geschnittenen  Strecken  sind  den  Gosinus  der  Winkel  des  Breit 
proportional. 

Ist  ein  Dreieck  ABG  gegeben,  so  existii't  ein  Punkt  0 
Ebene,  für  den  die  Winkel  GAB,  OBG,  OGA  gleich  sind,  i 
ein  Punkt  G\  für  den  die  Winkel  G'GB,  G'BA,  0' AG  gh 
sind.  Der  erste  heisst  der  positive  Punkt  Brocard's, 
zweite  der  negative  Punkt  Brocard's.  Selbstverständ 
haben  diese  Unterschiede  nur  dann  einen  bestimmten  Werth,  w 
man   die  gegenseitige   Lage  der  Ecken  des   Fundamentaldreie 
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etzt;    wir   nehmen    daher  an,   der   Weg   AB,  BC,  CA   habe 

zu  der  Richtung,  in  welcher  sich  der  Uhrzeiger  bewegt,  ent- 

i> gesetzte  Richtung. 
Der   Winkel  OAB  ist  dem   Winkel  O'BA  gleich  und  das- 
gilt  für   die   anderen;    der   gemeinschaftliche  Werth   dieser 
ukel  heisst  der  Brocard'sche  Winkel;  er  kannnicht  grösser 

der  dritte  Theil  eines  Beeiden  sein. 
Er  ist  durch  die  Formel 

cotg  0)  =  cotg  A  -\-  cotg  B  -f-  cotg  C 
lehen,    wenn    co  den    Brocard'schen    Winkel    und  A,  B,  C   die 
'cckstvinkel  bedeuten. 

Der  dem  ersten  Lemo ine 'sehen  Kreis    concentrische  Kreis, 
iT'  durch   den   Lemoine 'sehen   Punkt    und    mithin    durch    das 
ntrum    des   dem   Dreieck   umschriebenen   Kreises    geht,    heisst 
T  Brocard'sche  Kreis. 

Fällt  man  von  dem  Centrum  des  dem  Dreieck  umschi'ie- 
nen  Kreises  Lothe  auf  die  Seiten  und  nennt  die  Punkte,  in 
wichen  diese  den  Brocard'schen  KJreis  treffen,  bez.  Ä,  B',  C\ 
schneiden  sich  die  Geraden  BA\  CB',  AC  in  dem  positiven 
rocard' sehen  Funkt  und  die  Geraden  AB',  BC,  CA'  in  dem 
'gativen  Brocard'schen  Punkt. ^ 

Der  Brocard'sche  Kreis  geht  durch  die  heiden  Brocard'schen 
imkte. 

Nennt  man  L^.^  L^  die  Radien  der  beiden  Lemoine'schen 
reise,  B  den  Radius  des  Brocard'schen  und  B  den  Radius 
3S  dem  Dreieck  umschriebenen  Kreises,  so  bestehen  die  Re- 
itionen 

7^2  _  3  J^^2  _)_  ^2^        jr^2  _  J^^2   _[_  ^2 

Der  Brocard'sche  Kreis  heisst  auch  Fünfpunktekreis 
der  Siehenpunktekreis. 


Wenn  von  einem  Punkt  aus  Parallele  zu  den  Seiten  eines 
Dreiecks  gezogen  werden,  so  liegen  die  sechs  Punkte,  in  denen  sie 
ie  Seiten  treffen,  auf  einem  Kegelschnitt  (dem  Sechspunkte- 
egelschnitt);  dieser  wird  ein  Kreis  (P^^  Lemoine'scher  Kreis), 
'enn  der  Punkt,  von  dem  aus  die  Parallelen  gezogen  werden, 
er  Lemoine'sche  Punkt  ist. 

Der  Lemoine'sche  Punkt  und  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks 
ASsen  sich  durch  die  in  Kap.  17  für  die  Desarguesische  Transfor- 
lation  angegebene  Construction  auseinander  ableiten,  d.  h.  von  diesen 
•eiden  Punkten  ist  jeder  der  Desarguesische  transformirte  des  anderen. 
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Die  beiden  Brocard' sehen  Punkte  stehen  in  analoger  B 
siehung  m  einander. 

In  jedem  Breieck  liegen  der  gemeinschaftliche  Schnittpun 
H  der  drei  Höhen,  der  auch  das  OrtJiocentrum  genannt  wir 
der  Schnittpunkt  S  der  drei  Medianen  oder  Mittellinien,  der  au* 
Barycentrum  heisst  und  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ist,  U) 
der  Schnittpunkt  M  der  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten  errichtet 
drei  Lotlie  (das  Centrum  des  umschriebenen  Kreises)  in  einer  m 
derselben  Geraden,  der  sogenannten  Euler'schen  Gerade 
Novi  Comm.  Betrop.,  11,   1765,  p.  114. 

Bie  Strecke  HM  wird  durch  den  in  ihrem  Inneren  g 
legenen  Punkt  S  in  dem   Verhältniss  HS:S3I  =  2:1  getheilf. 


Ber  Neunpunktekreis,  der  irriger  Weise  (siehe  den  untf 
citirten  Mackay)  von  einigen  Autoren  auch  der  Euler' sehe  Kri 
genannt  wird,  ist  der  durch  die  drei  Mittelpunkte  der  Seit 
des  Dreiecks  gehende  Kreis.  Er  geht  auch  durch  die  Fm 
2mnkte  der  drei  Höhen  und  durch  die  drei  Mittelpunkte  der  v> 
den  Ecken  nach  dem  Orthocentrum  (dem  Schnittpunkt  der  d) 
Höhen)  gezogenen  Strecken. 

Bas  Centrum  N  des  Neunpunktekreises  hat  eine  solche  La 
auf  der  Euler'schen  Geraden,  dass  die  Strecke  31 N  innerha 
durch  S  und  ausserhalb  durch  H  in  dem  Verhältniss  2  :1  (, 
theilt  u'ird. 

Ber  Badius  des  Neunpunktekreises  ist  die  Hälfte  des  Hai 
messers  des  umschriebenen  Kreises. 

Ber  Neunpunktekreis  berührt  in  vier  Punkten  die  vier  de 
Breieck    von    innen   und   von  aussen    eingeschriebenen  Kreise. 

Dieses  Theorem  ist  von  F  e  u  e  r  b  a  c  h ,  Eigensch aßen  einig 
merkwürdiger  Punkte  des  geradlinigen  Breiecks,  Nüi-nberg  182 
der  Neunpunktekreis  ist  deshalb  von  einigen  Autoren  auch  d 
Feuerbach' sehe  Kreis  genannt  worden. 

Ber  Neunpunktekreis  berührt  auch  jeden  der  zwölf  von  innt 
und  von  aussen  eingeschriebenen  Kreise  der  vier  Breiecke,  deri 
Ecken  in  dem  OrtJwcentrum  und  je  ztceien  der  drei  Eckpunl 
des  Breiecks  liegen.  Theorem  von  W.  Hamilton,  Nouv.  Am 
1862,  p.  183. 

Auf  dem  Neunpunktekreis  gibt  es  noch  andere  bemerken 
werthe  Punkte:  zwei  Schröter^ sehe  Punkte,  Nouv.  Ann.,  186 
p.  178,  einen  Yigarie'schen  Punkt,  Mathesis,  1888,  einen  Lemoim 
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'11  PunM,  Journ.  de  matJi.  elem.  de  Longcliamps,  1889,  p.  93; 
'JO,  p.  118,  SIC  ei  Bouhals'scJie  Fmikte,  ib.,  1891,  p.  215. 

Der  Neunpunktekreis  ist  ein  specieller  Fall  des  Neunjmnkte- 
idsclinitts,  d.  h.  des  Kegelschnitts,  der  durch  die  sechs  Mittel- 
iikte  der  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks  und  die  drei 
agonalecken  geht. 

Wenn  eine  der  Ecken  des  Vierecks  das  Orthocentrum  für 
e  übrigen  drei  ist,  so  wird  aus  diesem  Kegelschnitt  ein  Kreis,  und 
enn  die  vier  Ecken  auf  der  PeripJierie  eines  Kreises  liegen,  so 
ird  der  Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Der  NeunpunMekegelschnitt  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  der 
'egelschnitte  des  Büschels^  welches  zu  Basispunkten  die  vier  Ecken 
?5  Vierecks  hat. 

Als  Literatur  über  den  Neunpunktekreis    und  -Kegelschnitt 

ihren  wir  an:  Brianchon  und  Poncelet,  Ann.  de  Gerg.,   11, 

820,  p.  215;   Steiner,    ib.,    19,    1828,    p.  86;    Die   geometr. 

^mistrucf.   mittelst  der  geraden  Linien  und  eines  festen  Kreises. 

>erlin  1833,  p.  55;   Giornale  arcadico  di  Borna,  1844;  Hamil- 

on.  Hart,  Salmon,  Casey,  Quart.  Journ.,  4,  1860;  Kücher, 

^hrunerfsÄrch.,  47;  Schröter,  Grelle,  68;  Math.  Ann.,  7;  Lappe, 

Jrelle,  71;  Baur,  Schlömilch's  Zeitschr.,  12;  Schubert,  ib.,  16; 

Jattaglini,  Bend.  Acc.  Napoli,  1862;    Trudi,  Giorn.  di  mat., 

.;  Beltrami,  Giorn.  di  mat.,  1;  Memorie  Acc.  Bologna,  (2),  2, 

l863;  (3),  5,  7,   1875,  1877.     Ueber  die  Geschichte  des  Neun- 

)unktekreises  siehe  Mackay,  Proc.  of  the  B.  Soc.  of  Edinburgh, 

11,  1892,  1893. 

Der  Taylor' sehe  Kreis  wird  durch  die  Eigenschaft  charak- 
terisirt,  dass  er  durch  die  sechs  Punkte  geht,  welche  die  recht- 
winkligen Projectionen  der  Fusspunkte  der  Höhen  auf  die  Seiten 
des  Grunddreiecks  sind.     Proc.  Bond.  Math.  Soc,  20,  1889. 

Betrachtet  man  ein  beliebiges  zu  dem  Grunddreieck  homo- 
thetisches  (ähnliches  und  ähnlich  liegendes)  Dreieck  und  nimmt 
den  Lemoine'schen  Punkt  zum  Homothetiecentrum,  so  schneiden^ 
sich  die  Seiten  der  beiden  Dreiecke  in  sechs  auf  demselben  Kreis 
liegenden  Punkten;  solche  Kreise  heissen  Tucker'sche. 

Der  umschriebene  Kreis.,  die  beiden  Lemoine' sehen  Kreise 
und  der  Taylor'sche  Kreis  sind  specielle  Fälle  der  Tucker'schen; 
der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Tucker'schen  Kreise  ist  eine  Gerade 
(der  Durchmesser  des  Brocard'schen  Kreises). 

Die  Enveloppe  der  Tucker'schen  Kreise  ist  eine  sogenannte 
Brocard'sche  Ellipse,  die  zu  Brennpunkten   d^e  beiden  Brocard'- 
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sehen  Punkte  hat,  dem  Dreieck  eingeschrieben  ist  und  die  Seite 
in  den  Fusspunkten  der  Symmedianen  berührt.  Brocard,  Ann.  ü 
Toulouse,  1887;  Journ.  des  math.  speciales,  1889;  Catalar 
Mem.  de  Belgique,  49,  1891. 

Ein  anderer  elementarer  aber  interessanter  Satz  aus  de 
Dreiecksgeometrie  ist  der  folgende: 

Wenn  von  einem  Punkt  der  einem  Breieck  umschriebene 
KreisperipJierie  Lothe  auf  die  drei  Seiten  gefällt  werden,  so  liege 
die  Fusspunkte  dieser  Lothe  in  einer  Geraden  [der  Simpson'sche 
oder  Wallace'schen  Geraden,  der  Fusspunktgeraden  dt 
Dreiecks). 

Die  Fnveloppe  der  Simpson' sehen  Geraden  ist  eine  drei 
spitzige  Hypocycloide  (Steiner);  vergl.  Kap.  17,  §  12. 

Das  Pedalentheorem  theilte  Servois,  Ann.  de  Gerg.,  4 
1813,  1814,  p.  251  mit  und  schrieb  es  Simpson  zu;  Gergonne 
ib.  gab  einen  analytischen  Beweis  des  Satzes  und  wollte  ihn  au 
das  Tetraeder  ausdehnen,  machte  dabei  jedoch  Fehler,  di 
Durrande  erkannte,  ib.,  7.  Steiner,  ib.,  19  vervollständigt 
das  Theorem  durch  den  eben  erwähnten  Satz  über  die  Enveloppt 
Mit  einer  Erweiterung  beschäftigte  sich  Beltrami,  Mem.  Aci 
Bologna,  (3),  5,  7,  1875,  1877. 

Siehe  auch:  Brocard,  Btdl.  Soc.  math.,  1872,  1877  un( 
Mackay,  Soc.  math.  Edinh.,  9,  1890;  Assoc.  Frang.,  1893 
Weitere  literarische  Angaben  findet  man  in  dem  Interm.  de 
matli.,  3,  p.  160;  4,  p.  7. 


Das  Studium  der  sogenannten  Dreiecksgeometrie  begam 
erst  in  neuerer  Zeit. 

Wir  sehen  von  anderen  vereinzelten  Arbeiten  ab,  die  alte 
sind  oder  bereits  oben  citirt  wurden  und  erwähnen  von  den  erstei 
wichtigen  Untersuchungen  in  Bezug  auf  die  Dreiecksgeometrie 
Lemoine,  Nouv.  Ann.,  1873;  Ass.  Frang.,  1873,  1874;  Bro 
Card,  Nouv.  Corr.  math.  de  Catalan,  3,  1877,  1879,  1880 
Neuberg,  ib.,  1879,  1880;  Ass.  Frang.,  1888;  Mem.  de  Bei 
gique,  1890;  Schoute,  Acad.  d' Amsterdam ,  1886;  Cesaro 
Nouv.  Ann.,  1887;  Mathesis,  1890;  etc.  Siehe  auch  Lemoine 
Bidl.  Soc.  math.,   12,  p.  72;   14,  p.  167. 

Den  grössten  Theil  der  Resultate  findet  man  in  dem  eng 
lischen  Werk  von  Casey,  A  sequel  to  Eiiclid,  1888  zusammen 
gestellt,  von  welchem  auch  eine  französische  Uebersetzung  existirt 
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■in.  eltm.  recente,  Paris,  1890;  ein  anderes  Werk  derselben 
t  ist  von  Poulain,  Nouv.  geom.  du  triangle,  Paris  1892, 
mlle-Morant,  editeur. 

Eine  sehr  kurz  gefasste  Uebersicht  über  einige  Resultate  ist  in 
n  von  Lugli  redigirten  Feriodico  di  mat.,   6   erschienen. 

Ueber  den  geschichtlichen  Theil  siehe  Vigarie,  Esquisse 
torique  sur  . . .  la  geom.  du  triangle,  Ässoc.  Frang.,  1889. 

Die  bis  jetzt  gemachten  Erweiterungen  der  oben  angeführten 
tze  betreffen  ins  Besondere  das  Vierseit,  Hexagon,  etc.  und 
an  das  Tetraeder. 

Die  ersteren  sind  von  Neuberg,  Matliesis,  1885;  Tucker, 
lucat.  Times,  1885;  Casey,  Irisli  Acad.,  1886;  Mathesis, 
90;  Neuberg  und  Tarry,  Ass.  Frang.,   1886;  etc. 

Erweiterungen  auf  das  Tetraeder  sind  von  Piquet,  Ässoc. 
ang.,  1874;  Neuberg,  3Icm.  de  VÄcad.  de  Belgiqiie,  1884  und 
dere  von  Beltrami,  1.  c. 

Von    deutschen   Arbeiten    sind    die    werthvolle    Zusammen- 

llung  von  Lieber,  Programm  der  Stettiner  Fried r ich- WilJielm- 

mle,  1886/87:   Ueher  die  Gegenmittellinie  und  den  Grebe' sehen 

inkt;    iiber    den    Brocard' sehen    Kreis    und    Emmerich,    die 

\  'ocard' sehen  Gebilde  tmd  ihre  Besiehungen  zu  den  verwandten 

\  rhcürdigen  Funkten  und  Kreisen   des  Breiecks,   Berlin  1891 

rvorzuheben.  Selbstständige  Untersuchungen  sind  aus  den  Kreisen 

r  deutschen  Gymnasiallehrer  im  Aufgab enrepertorium  der  Hoff- 

inn'schen  Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaft- 

hen    Unterricht    sowie    in    Programmabhandlungen    veröffent- 

ht   worden.     Wir    erwähnen    nur    die    Bromherger  Frogramm- 

\  ho/ndlungen  von   Kiehl  1881,    1888    und   die   BecMnghauser 

n  Artzt,   1884,   1886. 


h 


Kapitel  III. 
Die  Kegelsclmitte. 

§  1.    Die    projective  Erzeugung    der    Kegelschnitte,      üi 
mittelbar  daraus  hervorgehende  Eigenschaften. 

Die  Theorie  der  Kegelschnitte  lässt  sich  auf  synthetiscl 
projective  Art  und  auf  analytische  Art  entwickeln. 

Nach  der  projectiven  Methode  können  die  Kegelschnit 
folgendermassen  definirt  werden. 

Man  denke  sich  zwei  homologe  Ebenen  (vergl.  Kap.  l),  d 
entweder  conlocal  sind  oder  nicht,  und  welche  das  Homologi 
centrum  S  und  die  Homologieaxe  s  haben.  Den  Punkten  ein 
in  der  einen  Ebene  gelegenen  Kreises  entsprechen  in  der  ander« 
die  Punkte  einer  Kurve,  welche  Kegelscimiü  heisst  und  die  beid< 
Fundamentaleigenschaften  besitzt : 

1)  dass  jede  Gerade  ihrer  Ebene  sie  in  givei  FtinMen  od 
einem  einzigen  Punkt  oder  keinem  scJineidef; 

2)  dass  sich  von  jedem  Punkt  der  Ebene  zwei  Ta7if/ent 
oder  eine  Tangente  oder  keine  an  sie  ziehen  lässt. 

Daraus  ergibt  sich  die  Definition,  welche  die  alten  Griecht 
der  ganzen  Theorie  zu  Grunde  gelegt  haben,  dass  der  Kegt 
schnitt  die  durch  den  Schnitt  eines  Kreiskegels  mit  einer  Ebe: 
erzeugte  Curve  ist;  denn  auf  diese  Art  sind  der  Kreis  und  d 
Kegelschnitt  in  perspective  Lage  gebracht. 

Die  Tangenten  an  den  Kreis  entsprechen  den  Tangenten  t 
den  Kegelschnitt. 

Wenn  in  der  ersten  der  beiden  homologen  Ebenen  die  Greti 
gerade,  d.  h.  die  Gerade,  welche  der  iinendlich  fernen  Gerad 
der  .ZH:eiten  Ebene  entspricht,  den  Kreis  in  zwei  Punkten  schneid 
so  hat  der  enisprccliendc  Kegelschnitt  zwei  reelle  unendlich  fer 
Punkte  und  heisst  Hyperbel;  wenn  die  Grenzgerade  den  Kr( 
berührt,  so  hat  der  Kegelschnitt  nur  einen  unendlich  fernen  Pufi 
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''?  ivird  Parabel  genannt;  trifft  schliesslich  die  Gremgerade 
n  Kreis  nicht,  so  hat  der  Kegelschnitt  überhaupt  keine  reellen 
nidlich  fernen  Punkte  und  heisst  Ellipse. 

Definirt  man  die  Kegelschnitte  als  die  Curven,  welche  durch 
e  Schnitte  eines  Kreiskegels  mit  einer  Ebene  entstehen,  d.  h. 
s  die  perspective  Figur  eines  Kreises,  so  entsprechen  die  drei 
Tschiedenen  Kegelschnitte  den  drei  verschiedenen  Lagen,  welche 
e  schneidende  Ebene  in  Bezug  auf  den  Kegel  annehmen  kann: 
3  kann  alle  Erzeugenden  schneiden  (Ellipse)  oder  einer  Er- 
ugenden  parallel  sein  (Parabel)  oder  zweien  parallel  sein 
ijyperbel). 

Eine  andere  projective  Definition  der  Kegelschnitte  ist  die 
-Igende : 

Man  habe  in  einer  Ebene  zivei  projective  Strahlenbüschel  mit 
Tschiedencn  Scheiteln  0,  0' .  Die  Schnittpunkte  der  sich  ent- 
yrechenden  Strahlen  bilden  einen  Kegelschnitt,  ivelcher  durch 
ie  beiden  Scheitel  der  Büschel  geht  und  dessen  Tangenten  in  diesen 
'imkten  die  der  Verbindungslinie  00'  entsprechenden  Geraden  sind. 
Und  correlativ: 

Man  habe  in  einer  Ebene  zwei  projective  Punktreihen  mit 
erschiedenen  Trägern.  Die  Geraden,  welche  die  sich  entsprechen- 
en  Punkte  verbinden,  sind  die  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt, 
'er  die  beiden  zu  Grund  liegenden  Geraden  in  den  Punkten  be- 
Uhrt,  die  ihrem  Schnittpunkte  entsprechen. 

Eine  andere  Definition  der  Kegelschnitte  lässt  sich  auch  auf 
Trund  der  Betrachtungen  in  Kap.  1,  §  3   geben: 

Ber  Kegelschnitt  ist  der  Ort  der  Doppelpunkte  einer  invölu- 
orischen  Dualität  oder  Polarität. 
Oder  auch: 

Der  Kegelschnitt  ist  die  Einhüllende  der  Doppelgeraden  einer 
Polarität. 

Die  Parabel  tvird  von  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Ebene  berührt. 

Es  gibt  zwei  Gerade  der  Ebene,  ivelche  sich  in  endlicher 
Entfernung  schneiden  und  die  Hyperbel  in  ihren  beiden  unendlich 
fernen  Punkten  berühren.  Diese  Geraden  heissen  die  Asymptoten 
der  Hyperbel. 

Wenn  der  Scheitel  0'  in  einer  gegebenen  Bichtung  unendlich 
fern  liegt,  so  kann  der  Strahl  des  Büschels  {0'),  ivelcher  dem  der 
gegebenen  Bichtung  parallelen  Strahl  von  (0)  entspricht,  im  End- 
lichen oder  Unendlichen  liegen;  in  dem  ersten  Fall  erhält  man 
eine  Hyperbel,  in  dem  iziveiten  eine  Parabel. 
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Wenn  die  beiden  Scheitel  0,  0'  in  zwei  verschiedenen  Mich 
tungen  im  Unendlichen  liegen,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperhe] 

Die  Geraden,  tv eiche  die  Paare  sich  entsprechender  Punkt 
in  zwei  ähnlichen  PimMreihen  verbinden,  hüllen  eine  Parabel  eir. 

Aus  diesen  Definitionen  ergibt  sich  sofort: 

JDas  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Geraden,  ivelch 
von  vier  Punkten  des  Kegelschnitts  nach  einem  variabelen  Punl 
des  Kegelschnitts  gezogen  werden,  ist  constant  und  pflegt  das  an 
harmonische  Verhältniss  der  vier  Punkte  des  Kegel 
Schnitts  genannt  zu  werden. 

Das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Punkte,  in  dene. 
irgend  vier  feste  Tangenten  eines  Kegelschnitts  von  einer  variabele 
Tangente  geschnitten  werden,  bleibt  bei  dem  Variiren  dieser  5^ 
Tangente  constant.  Es  heisst  das  anharmonische  Verhält 
niss  der  vier  Tangenten  des  Kegelschnitts. 

Das  anharmonische  Verhältniss  von  vier  Tangenten  eine 
Kegelschnitts  ist  dem  der  vier  Berührungspunkte  gleich. 

Die  Tangenten  an  eine  Parabel  schneiden  zwei  feste  Ta^i 
genten  an  die  Parabel  in  Punkten,  tvelche  zwei  ähnliche  Punh 
reihen  bilden. 

Daraus  folgt:   Von  zwei   festen   Tangenten  an  eine  Parah  - 
schneiden  alle  anderen  Tangenten  proportionale  Theile  ab. 

Und  umgekehrt:  Die  Geraden,  welche  die  sich  entsprechende. 
Punkte  zweier  in  einer  Ebene  liegender  ähnlicher  Punktreihen  vet 
binden,  hüllen  eine  Parabel  ein,  welche  die  beiden  Geraden,  di 
Träger  der  Punktreihen  sind,  berührt. 

Bei  einem  Kegelschnitt  ist  das  Product  der  Segmente  constan 
ivclche  eine  variabele  Tangente  auf  zwei  festen  parallelen  Tan 
genten  bestimmt,  wenn  die  Segmente  von  den  Berührungspunkte, 
der  Tangenten  aus  gerechnet  tverden. 

§  2.  Die  projectiven  Fundamentaleigenscliafteii  der  Kegel 
schnitte.    Die  Theoreme  von  Pascal,  Brianchon,  Desargues 

Wenn  ein  Sechseck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ivird 
so  schneiden  sich  die  drei  Paare  von  Gegenseiten  in  drei  Punkte) 
einer  und  derselben  Geraden.     Das  Pascal' sehe  Theorem,  1640 

Wird  ein  Sechseck  einem  Kegelschnitt  umschrieben,  so  treffen 
sich  die  Geraden,  tvelche  die  drei  Paare  von  Gegenecken  ver 
binden,  in  demselben  Punkt.    Das  Brianchon' sehe  Theorem,  1806 

Sind  zwei  Dreiecke  homolog,  so  gehören  die  Punkte,  in  denet 
die  Seiten  des  einen  die  nicht  entsprechenden  des  anderen  schneiden 
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ncm  KegelscJmitt  an,  und  die  Geraden,  die  von  den  Ischen  des 
nen  nach  den  nicht  entsprechenden  EcJcen  des  anderen  gehen, 
rühren  einen  ztveiten  Kegelschnitt.     Das  Steiner 'sehe  Theorem. 

Wenn  ein  Dreieck  derart  deformirt  wird,  dass  seine  Seiten 
>m  feste  PunMe  rotiren,  während  zwei  Eckpunkte  sich  auf  ztvei 
'sten  Geraden  hetvegen,  so  heschreiht  der  dritte  Eckpunkt  einen 
xgelschnitt.     Das  Maclaurin' sehe  Theorem,  1721. 

Wird  ein  Dreieck  so  deformirt,  dass  seine  Eckpunkte  sich 
uf  festen  Geraden  bewegen,  während  zivei  Seiten  um  feste  Punkte 
otiren,  so  hüllt  die  dritte  Seite  einen  Kegelschnitt  ein. 

Wenn  ein  Fünfeck  in  einen  Kegelschnitt  eingeschriehen  wird, 
0  liegen  der  Schnittpunkt  zweier  nicht  aufeinander  folgender  Seiten, 
er  Schnittpunkt  ziveier  anderer  nicht  consecutiver  Seiten  und  der 
'^unkt,  in  dem  die  fünfte  Seite  die  in  der  gegenüberliegenden  Ecke 
erührende  Tangente  trifft,  in  einer  Geraden  und  correlativ. 

Wird  ein  Viereck  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrieben,  so 
legt  der  Punkt,  in  welchem  sich  die  in  zwei  ixegenecken  an  den 
Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  schneiden,  in  einer  Geraden  mit 
len  beiden  Schnittpunkten  der  Paare  von  Gegenseiten. 

Das  vollständige  von  vier  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt 
lebildete  Vier  seit  und  das  vollständige  von  den  vier  Berührungs- 
mnkten  gebildete  Viereck  haben  dasselbe  Diagonaldreieck.  Vergl. 
S:ap.  2. 

Wenn  ein  Vierseit  um  einen  Kegelschnitt  beschrieben  ivird, 
;o  gehen  die  Geraden,  ivelche  die  Berührungspunkte  zweier  Gegen- 
seiten verbinden,  durch  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen.  Durch 
iiesen  Punkt  gehen  auch  die  Diagonalen  des  eingeschriebenen 
Vierseits,  welches  zu  Ecken  die  vier  Berührungspunkte  der  vier 
Seiten  des  ersteren  hat,  und  die  vier  Diagonalen  bilden  eine  har- 
monische Gruppe.  Ferner  liegen  die  Schnittpunkte  der  Paare  von 
Gegenseiten  der  beiden  Vierseite  in  einer  Geraden  und  bilden 
ebenfalls  eine  harmonische  Gruppe. 

Beschreibt  man  ein  Dreieck  in  einen  Kegelschnitt,  so  treffen 
die  Tangenten  in  den  Eckpimkten  die  gegenüberliegenden  Seiten  in 
Punkten  einer  Geraden. 

Wenn  ein  Dreieck  um  einen  Kegelschnitt  beschrieben  wird, 
so  gehen  die  Geraden,  welche  die  Eckpunkte  mit  den  Berührungs- 
punkten der  gegenüberliegenden  Seiten  verbinden,  durch  denselben 
Punkt. 

Eine  Transversale  schneidet  einen  Kegelschnitt  und  die  Gegen- 
seiten eines  eingeschriebenen  Vierecks  in  drei  Paaren  involutorisch 
conjugirter  Punkte  (Desargues)  und  correlativ. 
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Wenn  ein  Vier  eck,  ivelches  'beständig  in  einem  Kegelschnii 
eingeschrieben  bleibt,  so  deformirt  wird,  dass  drei  seiner  Seite) 
um  drei  feste  in  einer  Geraden  Uzende  Punkte  rotiren,  so  dreh 
sich  auch  die  vierte  Seite  um  einen  anderen  festen  Punkt  der  selbe  > 
Geraden. 

In  einem  umschriebenen  Dreieck  ivird  jede  Seite  durch  ihre, 
Berührungspunkt  und  durch  die  Gerade,  welche  die  Berührungt 
punkte  der  beiden  anderen  Seiten  verbindet,  harmonisch  getheü- 
Der  correlative  Satz  gilt  für  das  eingeschriebene  Dreieck. 

Wenn  die  Sehne,  ivelche  die  Berührungspunkte  ziveier  Tm\ 
genten  verbindet  (d.  h.  die  Berührungssehne  zweier  Tangenten 
durch  den  Schnittpunkt  ztveier  anderer  Tangenten  geht,  so  tverde 
die  beiden  ersten  Tangenten  harmonisch  durch  die  letzteren  gethei 
und  umgekehrt. 

Wenn  zwei  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt  sich  in  einei 
Punkt  der  Berührungssehne  zweier  anderer  Tangenten  treffen,  6 
liegt  umgekehrt  auch  der  Schnittpunkt  der  letzteren  auf  der  B< 
rührungssehne  der  ersteren. 

Der  Schnittpunkt  S  zweier  Tangenten  und  die  Berükrungf 
sehne  s  heissen  Pol  bez.  Polare^  d.  h.  S  wird  der  Pol  von  s  un 
s  die  Polare  von  S  genannt. 

Der  Pol  und  die  Polare  bez.  eines  Kegelschnitts  fallen  m 
dem  Pol  und  der  Polaren  in  einer  Polarität  zusammen,  für  icelcl 
der  Kegelschnitt  der  Ort  der  Doppelpunkte  ist. 

Die  Polare  s  eines  Punkts  S  kann  auch  als  der  Ort  d( 
Schnittpunkte  der  Paare  von  Gegenseiten  der  eingeschriebene 
Vierecke,  deren  Diagonalen  durch  S  gehen,  definii't  werden,  od< 
auch  als  der  Ort  eines  Punktes  P,  der  harmonisch  zu  S  in  B» 
zug  auf  die  Schnittpunkte  von  SP  mit   dem  Kegelschnitt   lieg 

Die  Polare  eines  Punkts  des  Kegelschnitts  ist  die  Tangen 
in  diesem  Punkt. 

Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer  Geraden  bewegt,  so  roti 
seine  Polare  um  einen  Punkt. 

Zwei  Punkte,  von  denen  jeder  auf  der  Polaren  des  anden 
liegt,  heissen  conjugirt  oder  reciprok  bez.  des  Kegelschnitts  ur 
ebenso  werden  zwei  Gerade,  von  denen  jede  durch  den  Pol  d< 
anderen  geht,  conjugirt  oder  reciprok  genannt. 

Sind  zwei  Punkte  reciprok,  so  sind  auch  ihre  Polaren  recipro 

Ein  Dreieck,  von  dem  jede  Ecke  der  Pol  der  gegenübe 
liegenden  Seite  ist,  heisst  ein  bez.  des  Kegelschnitts  sich  selbst  co> 
jugirtes  Dreieck  (Polardreieck). 
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Die  Diagonalcckcn  des  durch  vier  Funkte  eines  Kegelschnitts 

fimmten    vollständigen    Vierecks    hilden    ein   PolardreiecJc    und 

irrelativ  hilden  auch  die  Diagonalseiten  des  durch  vier  Tangenten 

n  einen  Kegelschnitt  bestimmten  vollständigen  Vierseits  ein  Polar- 

rcieck. 

Wenn  ein  Dreieck  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrieben  wird, 
schneidet  die  einer  Seite  hez.  des  Kegelschnitts  reciproke  Gerade 
ie  beiden  anderen  Seiten  in  sivei  reciproken  Punkten.     St  au  dt. 
Wenn  zwei  Paare  von  Gegenecken  eines  vollständigen  Vier- 
eits    bez.    eines   reellen    oder   imaginären  Kegelschnitts   reciproke  ^, 
^^wnkte  einer  Polarität  sind,  Kap.  1,  §  3,  5ö  müssen  auch  die  beiden 
'Ihrigen  Gegenecken  in  derselben  Polarität  reciprok  sein.     Hesse. 
Wenn  von  zwei  Dreiecken  das  eine  in   einer  Polarität  dem, 
inderen  polar  ist,  so  sind  sie  homolog,  und  umgekehrt  sind  ztvei 
'omologe  Dreiecke  stets  in  einer  Polarität  polar  zu  einander. 
Bei  zwei  Dreiecken  hat  jede  der  folgenden  drei  Eigenschaften 
beiden  übrigen  zur  Folge: 

1.  dass  sie  in  derselben  Polarität  sich  selbst  conjugirt  sind; 

2.  dass  sie  bei  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  sind; 

3.  dass  sie  bei  einem  Kegelschnitt  umschrieben  sind. 


Hauptformeln  der  analytischen  Geometrie  der 
Kegelschnitte. 

Die  analytische  Definition  der  Kegelschnitte  lautet: 
Es  seien  x-^,  x^,  x^  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes 
der  Ebene.    Der  Kegelschnitt  ist  dann  der  analytisch  durch  eine 
Beziehung  2*^^^  Grads  zwischen  den  x  vom  Typus 

3 

f{x)  =  ^aijXiXj  =  0,  {aij  =  «;,:) 
1 

dargestellte  geometrische  Ort;  darin  sind  «jj,a22i---  constante 
Coefficienten.     {Die  Gleichung  der  Kegelschnitte?) 

Daher  pflegt  man  die  Kegelschnitte  auch  Kurven  zweiter 
Ordnung  zu  nennen. 

Wenn  das  Fundamentaldreieck  der  Coordinaten  ein  sich 
seihst  conjugiertcs  Dreieck  ist,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  des 

Kegelschnitts  auf  die  canonische  Form  ^a..x^^  =  0,  so  dass  also 
die  Coefficienten  aij,  hei  denen  i^j  ist,  Null  werden. 

Nehmen  wir  dagegen  an,  u^^,  iLj,  %  seien  die  homogenen 
Coordinaten   einer    Geraden   der   Ebene,    so    stellt   eine    ähnliche 
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Relation  2*®''^  Grades  zwischen  den  u  eine  Envclojypc  dar,  d.  t 
eine  Curve,  welche  alle  Gerade,  deren  Coordinaten  dieser  Ee 
lation  genügen,  zu  Tangenten  hat,  siehe  Kap.  1,  S.  28.  Dies 
Curve  ist  ebenfalls  ein  Kegelschnitt.  Man  nennt  den  Kegelschnit 
daher  auch  Kurve  2"^^^  Classc. 

Die  Gleichung  in  jPwwA'fcoordinaten  pflegt  man  Punh 
gleielmng^  die  in  Geradencoordinaten  Tangenüalgleichung  zu  nennei 

Aus  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  geht  hervor,  dass  de 
Kegelschnitt  bestimmt  ist,  wenn  die  Werthe  der  Verhältniss 
von  fünf  Coefficienten  der  Gleichung  zu  dem  letzten  Coefiiciente 
festgesetzt  sind. 

FAn  Kegelschnitt  ist  auf  eine  endliche  Amahl  von  Arte 
'bestimmt,  wenn  r  Punkte  gegeben  sind,  durcJi  welche  er  gehet 
und  s  Gerade,  welche  er  berühren  soll,  und  dabei  r  -[-  s  ==  5  is 

Speciell  gilt: 

durch  5  Punkte  geht  nur  ein  Kegelschnitt; 

durch  vier  Punkte  gehen  ztvei  Kegelschnitte,  die  eine  gegcha 
Gerade  berühren; 

durch  3  Punkte  vier  Kegelschnitte,  die  zwei  gegebene  Gerad 

durch  2  Punkte  vier  Kegelschnitte,  die  drei  gegebene  Gerad 

durch  einen  Punkt  zwei  Kegelschnitte,  die  vier  gegeben 
Gerade  berühren. 

Es  gibt  nur   einen  Kegelschnitt,   der  fünf  gegebene  Gerat  \ 
berührt. 

Eine  reichhaltigere  Sammlung  von  Sätzen  dieser  Art  find 
man  in  Kap.  15,  §  4. 

Wir  wollen  (die  Discriminante) 

I    ^'ll      ^12      ^^13 

Ä  =     a.2^     a^2     r^;o 

!    ^Hl      %2      ^h'd 

setzen  und  die  algebraische  Adjungirte  des  Elements  a.^  dies 
Determinante  (d.  h.  die  mit  ( —  l)'+-'  multiplicirte  Detem 
nante,  welche  durch  Streichen  der  i*^"  Zeile  und  /^^  Columi 
aus  der  Determinante  A  hervorgeht)  mit  A/j  und  die  Adjungir 
J.33  dann  mit  B  bezeichnen. 

Die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  Cartesischen  Coordinat' 
X,  y  erhält  man  aus  der  allgemeinen  Gleichung  auf  Seite  7 
wenn  x.^  =  1 ,  x^=  x,  x^=^  y  gesetzt  wird.  Es  sei  w  d 
Winkel  zwischen  den  beiden  schiefen  Cartesischen  Axen  m 
ausserdem 

^  =  '''ii  4"  ^^2  —  -^hi  ^'0^  ^'^ 
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Man  erhält  dann  das  folgende  wichtige  Resultat: 
Bei  jeder  heliehigcn  Transformation  der  Cartesischen  Coordi- 
>iaten  bleiben  die  Ausdrücke 

A  B  _C 

sin^öj  '      sin^üö  '      sin-oj 

unverändert  (sind  invariant).'^) 

Daraus  folgt: 

Bei  jeder  bcliehigen  Transformation  der  Cartesischen  Coor- 
'dinaten  behalten  die  Grössen  A,  B,  C  immer  dasselbe   Vorzeichen . 

Bei  rechtwinkligen  Coordinaten  wird  die  Grösse  C  gleich 
ttji  -\-  «22  7  mithin: 

GeM  man  von  rechtwinkligen  Axen  zu  anderen  ebenfalls 
rechtivinkUgen  Axen  über,  so  bleibt  die  Grösse  a^i  -|-  «22  ^^" 
verändert. 

Je  nach  den  Werthen  der  Coefficienten ,  die  reell  voraus- 
gesetzt werden,  hat  der  durch  die  Gleichung  2*®^  Grads  dar- 
gestellte Ort  verschiedene  Gestalten.  Behält  man  die  eben  füi* 
^e  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  gegebenen  Definitionen  bei  (siehe 
oben),  so  gelten  die  Sätze: 

Nimmt  man  an,  A  sei  von  Null  verschieden,  so  erhält  man 
für  5  >  0  eine  Ellipse,  für  J5  <  0  eine  Hyperbel  und  für  J5  =  0 
eine  Parabel. 

Für  i?  >  0  besteht  die  Ellipse  nur  dann  aus  reellen  Punkten, 
wenn  Aa^^  <  0  und  Aa22  <iO  ist,  wobei  die  eine  dieser  Un- 
gleichheiten für  J5  >>  0  die  Folge  der  anderen  ist;  im  anderen 
Fall  erhält  man  eine  Ellipse,  deren  Punkte  imaginär  sind  (eine 
imaginäre  Ellipse).  Ist  ferner  J5  <  0  oder  B  ==  0,  so  ergibt 
sich  immer  eine  reelle  Hyperbel  oder  eine  reelle  Parabel,  wenn 
nur  A  von  Null  verschieden  ist. 

Wenn  schliesslich  A  =  0  ist,  so  erhält  man  in  jedem  Fall  ein 

Paar  Gerade  und  nicht,  wie  bisher,  einen  eigentlichen  Kegelschnitt ; 

■^lescs  Paar  besteht  aus  imaginären  Geraden,   die  sich  in   einem 

('Um  Punkt  in  endlicher  Entfernung  schneiden,  wenn  B  ^  0  ist. 


*)  Zwischen  diesem  Satz  und  der  Behauptung  Bepert.  1,  Kap.  12, 
16,  p.  334,  dass  das  System  eines  einzigen  Kegelschnitts  keine  ab- 
soluten Invarianten  habe,  besteht  kein  Widerspruch.  Die  Invarianten, 
von  denen  oben  die  Rede  ist,  hängen  nicht  nur  von  den  Coefficienten 
des  Kegelschnitts,  sondern  auch  von  den  Coordinatenaxen  ab,  die 
immer  Cartesische  Axen  bleiben  müssen;  mithin  sind  die  Transfor- 
mationen, von  denen  wir  hier  sprechen,  nicht  alle  möglichen,  wie 
Mepert.  1,  p.  334,  sondern  nur  diejenigen,  welche  die  unendlich  ferne 
ade  der  Ebene  unverändert  lassen. 


m 
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und  aus  reellen  Geraden,  die  sich  in  einem  reellen  Punlct  in  end- 
licher Entfernung  treffen,  tvenn  B  <iO  ist,  tmd  schliesslich  aus 
zwei  parallelen  reellen  oder  imaginären  Geraden,  oder  auch  aut 
zwei  in  eine  einzige  reelle  Gerade  zusammenfallenden  Geradem 
für  B  =  0. 

Wenn  der  Kegelschnitt  eine  reelle  Ellipse  ist,  so  hann  mm 
seine  Gleichwng  (in  nicht  homogenen  Coordinaten)  durch  geeignet 
Wahl  der  Coordinatenaxen  auf  die  Gestalt 

^  _i-  ^—  1 

^2  -r  ^2  —  j- 

hringen,  u/nd  wenn  die  Ellipse  imaginär  ist,  auf 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  so  lässt  sich  seine 
Gleichung  hei  passender   Wahl  der  Äxen  die  Gestalt 

x^         y^ 

geben. 

Ist  er  schliesslich  eine  Parabel,  so  lautet  die  einfachste  For  . 
der  Gleichung: 

y^  =  px. 

Eine  allgemeine  Gleichung  2'^^  Grads  von  dem  getvöhnlich 
Typus,  deren  Terme  /2*®^  Grads  ein  vollständiges  Quadrat  bilde 
stellt  eine  Barabel  dar,  tvenn  Ä  von  I^ull  verschieden  ist. 

Jede  homogene  rationale  Gleichung  2^^  Grades  zwischen 
und  y  mit  reellen  Coefficienten  stellt  ein  Paar  Gerade  dar,  c 
durch  den  Anfangspunkt  gehen. 

Soll  die  allgemeine  Gleichung  2^°-  Grades  ein  Paar  Gera 
darstellen,  so  ist  es  nötJiig,  dass  sich  ihre  linke  Seite  in  zwei  rat 
nale  Factoren  i*®"  Grads  in  x  und  y  zerlegen  lasse. 


Die  allgemeine  Gleichung  2^^  Grades  stellt  einen  Kreis  dt 
tvenn  A  von  Null  verschieden,  a^^  =  a^^  und  a^^  =  ^ii  ^^f 
ist,  tvobei  unter  co  der  Winkel  ztvischen  den  Axen  verstam 
wird.  Der  Kreis  ist  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  Aa^^< 
oder  -4«!^  >  0  ist. 

Für  rechtwinklige  Axen  muss  daher 
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Der   Gleichung    des   Kreises    kann    man    hei   rechtwinkligen 

ixen  die  Gestalt 

(^  _  „)2  +  (2,  _  ßf  =  r' 

leben,  ivorin  a  und  ß  die  beiden  Mittelpunktscoordinaten  und  r 
len  Radius  bezeichnen;  bei  schiefen  Axen  dagegen  lässt  sich  die 
rleichung  auf  die  Form 

{x  —  af  +  (y  —  ßy  +  2{x  —  a)  (^  —  ß)  cos  w  =  r^ 

educiren,  wenn  00  den  Äxenwinkel  bedeutet. 
Ist  die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises 

aii(a?2  +  xy  cos  w  +  2/^)  +  ^(^n^  +  2^232/  +  %3  =  ^ 
gegeben,  so  sind  die  Mittelpunktscoordinaten: 


sm''  CO 


ß  =  <»13    cos  CO   —  CTgg 

"  a^i  sin*  cö       ' 

ind  der  Radius  iM  durch 

r2  =  «is'  +  «23'  -  2^18^83  COS  ^  —  «11  «^38  sin'  "      ^^^^^^^^ 

a^i*  sin^  CO 

Eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  rechtwinklig  aufeinander 
stehen,  heisst  gleichseitig. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  muss 

^11  "t"  %2  —  2  ^12  CÖ5  G)  =  0     seiw. 
-4?Ze  Kreise  der  Ebene  werden   von    der    unendlich   fernen 
'Geraden    in    denselben    beiden    imaginären    Punkten    geschnitten, 
»velche  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkte  der 
"  Ebene  genannt  werden. 

Jeder  Kegelschnitt,   der  durch  die  beiden  imaginären  Kreis- 
'nkte  geht,  ist  ein  Kreis. 

Die  Tangentialgleichung  der  beiden  imaginären  Kreispunkte  ist 

u^  -f  v^  =  0. 

Die  trigonometrischen  Tangenten  der  Winkel,  welche  die  in 
diesen  Punkten  an  den  Kreis  gezogenen  Tangenten  mit  der  x-Axe 
bilden ,  sind  tga  =  +  i  =  +  ]/ — 1;  die  Tangenten  an  alle 
Kreise  in  den  imaginären  Kreispunkten  sind  daher  als  parallel 
anzusehen. 

Der   Winkel  a  muss  als  unendlich  gross  betrachtet  werden. 


Ik 
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Die  Gleichung  der  Tangente  an  den  Kegelschnitt  in  einet 
FimM  mit  den  Coordinaten  x ,  y    lautet: 

(«11  X  +  «12/  +  «13)  X  +  {a,^^x  +  a^^y  +  a^^y 

+  (%i^'  +  «32/  +  0^33)  ==  ö. 
Die  Kormale,  d.  h.  das  Loth  auf  die  Tangente  in  dem  B< 
rührungspunM,  hat  hei  ortJwgonalen  Axen  die  Gleichung: 
X  —  x'  y  —  y 

a^yX  -f-  a^^y  -\-  a^^         a^^x  -\-  a^^y  -\-  ct,^^ 
Bezeichnet    man    mit    f{x,  y)    die    linke    Seite    der    Kege 
Schnittsgleichung,  so  sind  die  Tangenten,  ivelche  man  von  eine 
FwnM  X,  y  an  den  Kegelschnitt  ziehen  hann,  reell  und  verschiede 
reell  und  zusammenfallend  oder  imaginär,  je  nachdem  das  Frodu 

^f(x,  y) 
negativ,  Null  oder  positiv  ist. 

Die  Bedingung,  damit  die  Gerade  mit  der  Gleichung 
ux  -{-  vy  -\-  1  =  0 

eine  Tangente  an  den  gegehenen  Kegelschnitt  mit  dir  geivöhnlich 
Gleichung  sei,  ist 

trorin    A^^,  A^^,  . . .    die    algebraischen    Adjungirten    der    gleit 
namigen  Elemente  in  der  Determinante  A  sind. 

Wenn  u,  v  als  Geradencoordinaten  interpretirt  werden l^ 
ist  die  vorstehende  Relation  die  Tangentialgleichung  des  Keg  • 
Schnitts  oder  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  in  Liniencoordinat 

Die  Gleichung 

{a^^x  +  «12/  +  «13)^  +  («21^'  +  «22/  +  «23)2/  + 

+  Ki^'  +  «32/  +  ^3)  =  0, 
worin  x ,  y    nicht,  wie  bisher,  die  Coordinaten  eines  Punkts  < 
Curve,  sondern  allgemein  eines  beliebigen  Punkts  der  Ebene  si 
stellt    die    Polare    (siehe   §  2)    des   Punkts   x,  y    (des  Pols) 
Bezug  auf  die  Curve  dar. 

Damit  zivei  Punkte  (x ,  y),  {x' ,  y")  conjugirt  seien  (§  2),  m 

«11a;  X    +  a^^ixy    +  X  y)  +  a^^j  y    +  a^^{x  +  x  ) 

+  «23(?/  +  y")  +  «33  =  05 
Der  Pol  der  Geraden 

Ix  -\-  iiy  -\-  V  =  0 
hat  zu  Coordinaten: 

As ^  4- As."  4- As»''  As^  +  AsJ^  +  As^ 


0 

r 

/ 

r 

«11 

«12 

«13 

«21 

«22 

«23 

V 

«31 

«32 

«33 

§  3.    Durchmesser  und  Mittelpunkt.  85 

Zu  jeder  Geraden  gehört  hez.  eines  KegelscJinitts  nur  ein  Fol; 

"  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  u-enn  der  Kegelschnitt  in  ein 

.  adenpaar  ausartet,   also  A  =  0  ist.     In   diesem  Fall  haben 

'    durch  den  SchnittpunM  des  Geradenpaares  gehenden  Geraden 

aendlich  viele  Pole,  welche  ebenfalls  eine  durch  den  SchnittpunM 

'liende  Gerade  erfüllen;  die  Polare  des  SchnittpunMs  ist  in  diesem 

"/?  unbestimmt. 

Die  Bedingung,  unter  welcher  zwei  Gerade 
X X   -|-  \ii  y  -\-  V    =0^ 
X'  X  -j-  \ii^'y  -\-  v"  =  0 
'njugirt  sind,  lautet: 


=  0. 


Ter  Ort  der  Mittelpunhte  eines  Systems  von  Sehnen,  tcelclic 
'rf^elben   Bichtung  parallel  sind,  ist  eine   Gerade,   die  Durch- 
sser  des  Kegelschnitts  genannt  wird. 
Der  Durchmesser  ist   die  Polare   des  in   der  Bichtung    der 
Ofi  ihm  halhirten  Sehnen  unendlich  fern  gelegenen  Pumkts. 

Alle  Durchmesser  gehen  durch  einen  Punkt,  ivelcher  der 
■Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  heisst.  Jede  durch  den  Mittel- 
"inM  gehende  Gerade  ist  ein  Durchmesser. 

Der  Mittelpunkt  ist  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden 
Ebene. 

Die  Tangenten  in  den  Punkten,  in  welchen  ein  Durchmesser 
Curve  trifft,  sind  den  von  dem  Durchmesser  halbirten  Sehnen 
"^rallel. 

Wenn  der  Coordinatenanfang  in  dem  Mittelpu/nkt  des  Kegel- 
"fchnitts  liegt,  so  fehlen  in  der  Gleichung  des  Kegelschnitts  die 
Terme  ersten  Grads  in  den  Coordinaten. 

Die  Gleichung  des  Durchmessers,  welcher  die  Sehnen  halhirt, 

die  paralld  zur  Geraden  —  =  —  sind,  lautet: 

y       »* 

(«i^m  +  a^^n)x  -\-  {a.2^m  +  a^^n)y  +  (a^^m  +  a^^n)  =  0. 

Speciell  gilt  für  die  Durchmesser,  welche  die  Sehnen  hdlbircn, 
den  Coordinatmaxcn  parallel  sind: 

a^^x  +  a^^y  +  a^^  =  0, 

a.,^X  +   «22  2/  +  «23  =  0. 
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Bei  der  Parahel  liegt  der  MUtelpunM  unendlich  fern  und 
sind  daher  alle  Durchmesser  parallel. 

Die  Coordinaten  Xq,  y^  des  MittelpunJcfs  eines  Kegelschnitts 
sind: 

^11  ^22  ^12 

__            ^28^11       1      %2%8    , 
^0  ff       fj        ff      2 

"11  '*22  18 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  heissen  zwei  Durchmesser 
conjugirt^  wenn  der  eine  die  dem  anderen  parallelen  Sehnen 
halbirt. 

Die  unendlich  vielen  Paare  conjugirter  Durchmesser  bilden 
eine  Involution,  deren  Doppelstrahlen  die  (bei  der  Hyperbel  reellen, 
bei  der  Ellipse  imaginären)  Asymptoten  sind. 

Zuischen  den  WinJcelcoefßcienten*)  ~,  — ?  zweier  conjugirter 
Durchmesser  besteht  die  Relation 

a^^mm'  -\-  a^gC^^'  +  m'ri)  -\-  a^^'^n  ==  0. 
Der   WinJcelcoefficicnt  der  Durchmesser  der  Parabel  ist 

—  ^  oder  —  ^  • 

Die  Winkelcoefficienten  —  der  beiden  Asymptoten  der  Hyperbel 

sind  durch  die  Gleichung 

a^^m^  -\-  2a^^mn  -\-  a^^'^^  =  0     gegeben. 

Die  vereinigte  Gleichung  für  die  beiden  durch  den  Coordi- 
natcnanfang  parallel  zu  den  Asymptoten  gezogenen  Geraden  lautet. 

a^^x^  +  2ai^xy  +  a^^y-  =  0. 

Der  Flächeninhalt  des  aus  der  Tangente  und  den  beidett 
Asymptoten  gebildeten  Dreiecks  ist  bei  der  Hyperbel  constant. 

Bei  der  Ellipse  und  der  Hyperbel  gibt  es  unter  den  unend- 
lich vielen  Paaren  conjugirter  Durchmesset'  ein  Paar,  desse) 
Durchmesser  senkrecht  aufeinander  stehen.  Diese  beiden  Durch 
messer  heissen  die  Axen  und  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Curvt 
die  Scheitel. 

*)  Eigentlich  pflegt  man  Winkelcoefticient  einer  Geraden  da: 
mit  umgekehrtem  Vorzeichen  genommene  Verhältniss  zwischen  dei 
Coefficienten  von  x  und  y  in  der  auf  rechtwinklige  Cartesische  Coor 
dinaten  bezogenen  Gleichung  der  Geraden  zu  nennen.  Wir  wollei 
diese  Benennung  aber  hier  auch  auf  schiefe  Coordinaten   ausdehnen 
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Bei  der  Parabel  gibt  es  nur  einen  Durchmesser,  der  auf  den 
on  ihm  haJbirten  Sehnen  senkrecht  steht;  auch  er  wird  Äxe 
renannt. 

Die  Axen  sind  immer  reell  und  sind  Symmetrieaxen  der 
urve. 

Bei  der  Hyperbel  halbiren  die  Axen  die  Winkel  zwischen 
hn  Asymptoten.  Die  eine  von  ihnen  trifft  die  Curve  in  zivei 
■pellen  Funkten  und.  heisst  die  Hauptaxe  oder  die  reelle  oder 
ocale  oder  auch  transversale  Axe,  die  andere  wird  die  imaginäre 
ixe  genannt. 

Die  vereinigte  Gleichung  für  die  Axen  des  Kegelschnitts 
autet 

a^  cos  0)  —  «12)  (^  —  ^0)^  +  (%i  —  ^-^22)  (^  —  ^0)  {y  —Po)  — 
—  («22  cos  CO  —  «12)  (ß  —  PoY  =  0, 

»worin  co  der  Winkel  zwischen  den  Coordinatenaxen  ist  und  Xq,  y^ 
iie  Coordinaten  des  Mittelpunkts  bedeuten. 

Die  Gleichung  für  die  Axe  der  Parabel  ist: 

tJi,     r   i2i'~r    13   I  ^^^  _|_  ^^^  —  2aj2  cos  co 


Wenn  die  Coordinatenaxen  zivei  conjugirte  Durchmesser  sind 
(spccicll  mit  den  Axen  des  Kegelschnitts  zusammenfallen),  so  hat 
die  Gleichung  des  Kegelschnitts  die  Gestalt 

^jL.yl  —  1. 

die  Grössen  a^,  b^  heissen  die  Längen  der  conjugirten  Halb- 
messer. 

Wenn  die  Coordinatenaxen  die  Axen  des  Kegelschnitts  sind, 
so  werden  die  Grössen  a^,  5^  die  Halbaxen  genannt.  Schneidet 
die  Axe  den  Kegelschnitt;  so  sind  die  Haihaxen  die  Abstände  des 
Mittelpunkts  von  den  Schnittpunkten. 

Die  Längen  der  Halbaxen  erhält  man  aus  den  Formeln 


worin  q^,  q,^  ^'6  beiden   Wurzeln  der  Gleichung 
«11  —  Q,  aj2  —  Q  cos  CO 

«12  —  Q  cos  CO,  «22  —  Q        I 

oder  der  Gleichung 

sin^  CO  ■  Q^  —  C  '  Q  -\-  B  =  0      bezeichnen  (siehe  oben,  S.  80). 


=  0 
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JDic  auf  die  Aympioten  bezogene  Gleichimg  der  Hypcrhd  hat 
die  Form 

xy  -\-p==  0. 

Die  Gleichung  der  Ellipse  oder  Hyperbel  in  Bezug  auf 
einen  Durchmesser  als  x-Äxe  u/nd  die  Tangente  in  einem  seiner 
EndpunMe  als  y-Axe  ist.  von  dem  Typus 

a^x^  -f-  b^y'^  -{-  c^x  =  0. 

Die  Gleichung  der  Parabel  lautet  in  diesem  Fall 

iß  z=  px* 

Die  Zahl  p  heisst  der  dem  gewählten  Durchmesser  ent- 
sprechende Parameter  \  ist  der  Durchmesser  die  Axe^  so  wird  p 
der  Hauptparameter  genannt. 

Die  Folargleichung  der  Ellipse  oder  Hyperbel  ist  in  Bezug 
auf  das  Centrum  als  Fol: 

2 "22 


+  (1  —  e^  cos^  0)  ' 


ivorin  das  positive  Zeichen  für  die  Ellipse,  das  negative  für  die 
Hyperbel  gilt  und  e  die  sogenannte  numerische  Excentricitäi 
ist  (§  5). 


§  4.    Die  hauptsächlichsten  metrischen  Eigenschaften  der 

Kegelschnitte. 

Wenn  ein  Kegelschnitt  die  Seiten  BC,  CA,  AB  eines  Drei- 
ecks in  den  Funkten  D,  D';  E,  E';  F,  F'  schneidet,  so  besteh 
die  Belation: 

BD    BD'     CE  -  CK     AF  '  AF'  _ 
CD  '  CD  '  AE  ■  AE'  BF'  BF  ~  ^' 

das  Carnot'sche  TJieorem,  Geom.  de  posit.,  p.  437;  und  um 
gekehrt,  tvenn  die  Funkte  D ,  D';  E,  E\-  F,  F'  auf  den  Seiten 
eines  Dreiecks  dieser  Belation  genügen,  so  liegen  sie  auf  einen 
Kegelschnitt. 

Bei  der  Ellipse  ist  die  Summe  der  Quadrate  zweier  con 
jugirter  Halbmesser  constant,  bei  der  Hyperbd  dagegen  die  Diffe 
renz  der  Quadrate  ztveier  conjugirter  Halbmesser. 

Bei  der  Ellipse  sowohl  tvie  bei  der  Hyperbel  ist  der  Flächen 
'inhält  des  über  zwei  conjugirten  Halbmessern  construirten  Paräl 
hlogramms  constant. 
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Das  Bechtcck  aus  den  Segmenten,  tv eiche  zivei  conjugirte 
Durchmesser  auf  einer  festen  Tangente  vom  Berührungspunkt 
lus  hestimmen,  ist  constant  dem  Quadrat  über  dem  der  festen 
Ta/ngente  parallelen  Halbmesser  gleich. 

Wenn  man  ein  Parallelogramm  über  stvei  conjugirten  Halb- 
m'ssern  der  Hyperbel  construirt,  so  ist  eine  seiner  Diagonalen  eine 
Asymptote  und  die  andere  der  zweiten  Asymptote  parallel. 

Das  Rechteck  aus  den  Segmenten,  welche  eine  veränderliche 
Tangente  auf  zwei  festen  parallelen  Tangenten  von  ihren  Be- 
'ührungspunkten  aus  bestimmt,  ist  constant  dem  Quadrat  über  dem 
ien  festen  Tangenten  parallelen  Halbmesser  gleich. 

Das  Bechteck  aus  den  Segmenten,  ivelche  ztvei  veränderliche 
oarallele  Tangenten  von  einer  festen  Tangente  abschneiden,  ist 
lern  Quadrat  über  dem  der  festen  Tangente  parallelen  Halb- 
messer gleich. 

Das  über  zwei  Halbmessern  construirte  Barallelogramm  hat 
den  gleichen  Inhalt,  wie  das  aus  den  beiden  zu  ihnen  conjugirten 
Halbmessern  gebildete  Parallelogramm. 

Die  beiden  von  einem  Punkt  aus  an  den  Kegelschnitt  (Ellipse 
oder  Hyperbel)  gezogenen  Tangenten  sind  den  Urnen  parallelen 
Halbmessern  proportional. 

Das  Product  aus  den  beiden  Segmenten  einer  durch  einen 
festen  Punkt  gehenden  Secante  ist  dem  Quadrat  des  ihr  parallelen 
Halbmessers  proportional. 

Die  Quadrate  eines  Systems  paralleler  Sehnen  sind  den  Pro- 
ducten  der  Segmente  proportional,  die  von  den  Sehnen  auf  dem 
ihrer  Bichtung  conjugirten  Durchmesser  bestimmt  iverden. 

Die  Producte  der  Segmente,  welche  eine  Gerade,  die  einer 
Asymptote  der  Hyperbel  parallel  ist,  oder  ein  Durchmesser  der 
Parabel  auf  einem  System  paralleler  Sehnen  bestimmt,  sind  den 
Segmenten  proportional,  welche  die  Sehnen  von  dieser  Geraden 
abschneiden. 

Das  Product  der  Segmente,  welche  von  einer  beliebigen  Tangente 
an  eine  Hyperbel  auf  den  beiden  Asymptoten,  von  ihrem  Schnitt- 
punkt an  gerechnet,  bestimmt  werden,  hat  einen  constanten  Werth. 

Der  Flächeninhalt  des  von  einer  Tangente  an  die  Hyperbel 
tmd  von  den  Asymptoten  gebildeten  Dreiecks  ist  constant. 

Der  zwischen  den  Asymptoten  liegende  Theil  einer  Tangente 
an  die  Hyperbel  icird  von  dem  Berührungspunkt  halhirt. 

Die  beiden  Secfmente,  welche  eine  Hyperbel  und  ihre  Asym- 
ptoten von  einer  Transversalen  ah  schneiden ,  haben  denselben 
Mittelpunkt 
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Wenn  ein  Viereck  in  einen  Kegelschnitt  eingeschrieben  wird, 
so  hat  das  Product  der  Abstände  eines  beliebigen  Punkts  der 
Curie  von  gwei  Gegenseiten  ein  constantes  VerMUniss  zu  dem 
Product  der  Abstände  desselben  Punkts  von  den  beiden  anderen 
Gegenseiten.     Das  Pappus'sche  Theorem. 

Wird  ein  Vierseit  einem  Kegelschnitt  umschrieben,  so  hat  das 
Product  der  Abstände  einer  beliebigen  Tangente  von  zivei  Gegen- 
ecken ein  constantes  Verhältniss  zu  dem  Product  der  Abstände 
derselben  Tangente  von  den  beiden  anderen  Ecken. 

Wenn  man  um  zwei  feste  Punkte  einer  Hyperbel  zwei 
Strahlen  rotiren  lässt,  die  sich  beständig  auf  der  Curve  schneiden, 
so  hat  das  von  diesen  Strahlen  auf  einer  Asymptote  abgeschnittene 
Segment  immer  dieselbe  Länge. 

Eine  der  Diagonalen  des  Parallelogramms,  von  welchem  zivei 
Gegenecken  auf  der  Hyperbel  liegen  und  dessen  Seiten  den  Asym- 
ptoten parallel  sind,  geht  stets  durch  den  3Iittelpunkt. 

Bei  der  Parabel  ist  die  Suhnormale,  d.  h.  der  Abstand  des 
Fusspu/nkts  des  von  einem  Punkt  der  Parabel  auf  die  Axe  gefällten 
Lothes  von  dem  Durchschnittspunkt  der  Normalen  mit  der  Axe  (vergl. 
Kap.  16,  §  l),  constant  wnd  dem  halben  Hauptparameter  gleich. 

Der  Flächeninhalt  des  von  drei  Tangenten  an  die  Parabel 
gebildeten  Dreiecks  ist  die  Hälfte  des  Inhalts  des  von  den  Be- 
rühr u/ngspunkten  der  Tangenten  gebildeten  Dreiecks. 

Der  Schnittpunkt  der  Höhen  eines  jeden  in  eine  gleichseitige 
Hyperbel  eingeschriebenen  Dreiecks  liegt  auf  der  Curve. 

Bei  jedem  in  eine  gleichseitige  Hyperbel  eingeschriebenen 
rechtwinkligen  Dreieck  steht  die  Tangente  in  dem  Scheitel  des 
rechten   Winkels  senkrecht  auf  der  Hypotenuse. 

Der  Kreis,  welcher  einem  in  Bezug  auf  eine  gleichseitige 
Hyperbel  conjugirten  Dreieck  eingeschrieben  ist,  geht  durch  den 
Mittelpunkt  der  Curve. 

§  5.    Focale  Eigenscliaften  der  Kegelsclinitte. 

Es  gibt  im  Allgemeinen  vier  (reelle  oder  imaginäre)  Punktt 
von  der  Beschaffenheit,  dass  alle  durch  jeden  von  ihnen  gehendi 
Paare  von  conjugirten  Geraden  Paare  von  aufeinander  senk- 
rechten Geraden  sind.  Diese  Punkte  werden  Brennpunkte  ge- 
nannt. 

Bei  der  Ellipse  und  der  Hyperbel  existiren  zwei  reellt 
Brennpunkte  in  endlicher  Entfernung,  die  auf  der  einen  Axe  sym- 
metrisch   zum  Mittelpunkt   liegen    und  sich    innerhalb   der  Curvi 
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befinden,  so  dass  die  von  ihnen  nach  der  Curve  gesogenen  Tan- 
ivnten  imaginär  sind. 

Bei  der  Parabel  gibt  es  nur  einen  einzigen  reellen  in  end- 
Icher  Entfernung  auf  der  Äxe  und  innerhalb  der  Curve  gelegenen 
Brennpunli. 

Die  Axe,  auf  welcher  die  reellen  Brennpunkte  liegen,  heisst 
die  Hauptaxe,  auch  BrennpunMsaxe. 

Bezeichnet  man  mit  a,  ß  die  Halbaxen  der  Ellipse  oder 
Byperbel,  so  liegen  die  reellen  Brennpunkte  der  Ellipse  auf  ihrer 
grossen  Axe  in  dem  Abstand  +  ]/a^  —  /3^  vom  Centrum  und 
'die  der  Hyperbel  in  dem  Abstand  +  ya^  -f-  /3^  vom  Centrum  auf 
derjenigen  der  beiden  Axen,  iv eiche  die  Curve  in  reellen  Punlcten  trifft. 

Birectrix  heisst  die  Polare  eines  Brennpunkts. 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  gibt  es  zwei  Directricen, 
die  reell  sind,  und  senkrecht  auf  der  BrennpunMsaxe  stehen;  bei 
der  Parabel  dagegen  nur  eine  reelle,  die  ebenfalls  senkrecht  zm' 
Hauptaxe  ist. 

Die  Gleichung  der  Directrix  erhält  man  durch  Substitution 
der  Coordinaten  eines  Brennpunkts  in  die  Gleichung  der  Polaren. 

Das  Verhältniss  der  Abstände  eines  Curvenpunkts  vom  Brenn- 
punkt und  von  der  entsprechenden  Birectrix  ist  constant.  Es 
heisst  die  numerische  Excentricität  und  hat  für  die  Ellipse 
den   Werth 


!— ,  für  die  Hyperbel —^i 

worin  a  und  ß,  wie  oben,  die  Halbaxen  der  beiden  Curven  sind. 

Für  die  Ellipse  ist  die  Excentricität  kleiner,  für  die  Parabel 
gleich  und  für  die  Hyperbel  grösser  als  1.  Die  Punkte  der 
Parabel  liegen  also  gleich  iveit  von  dem  Brennpunkt  und  der 
Birectrix  entfernt. 

Bei  der  Ellipse  ist  die  Summe,  bei  der  Hyperbel  dagegen 
die  Differenz  der  Strahlen  constant,  die  von  einem  Punkt  der 
Curve  nach  den  beiden  reellen  Brennpunkten  gezogen  tverden. 

Das  Product  der  Abstände  der  beiden  Brennpunkte  von  einer 
Tangente  an  die  Curve  ist  constant. 

Die  Tangente  und  die  Normale  in  einem  Punkt  der  Curve 
halhiren  die   Winkel  der  beiden  Brennstrahlen. 

Bei  der  Parabel  halbiren  die  Tangente  und  die  Kormale  in 
einem  Punkt  die  Winkel  zwischen  dem  Brennstralü  (Badius  vector) 
und  dem  durch  den  betreffenden  Punkt  der  Curve  gehenden  Durch- 
fnesser. 
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Die  beiden  reellen  Brennpunkte  der  Ellipse  liegen  auf  der 
grossen  Axe;  der  Abstand  eines  jeden  von  ihnen  vom  MittelpunJd 
ist  die  eine  Kathete  eines  recht  winkligen  Dreiecks,  dessen  andere 
Kathete  die  Meine  Halhaxe  und  dessen  Hypotenuse  die  grosse 
HaTbaxe  ist. 

Bei  der  Hyperbel  ist  der  Abstand  eines  Brennpunkts  vom 
Centrum  die  Hypotenuse  des  rechtwinJdigen  Dreiecks,  dessen  Katheten 
die  Halbaxen  sind. 

Eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  die  durch  denselben  Punkt 
gehen  und  dieselben  Brennpunkte  haben,  schneiden  sich  rechtwinklig. 

Die  Normale  zum  Kegelschnitt  zerlegt  den  Abstand  zwischen 
den  Brennpunkten  in  Theile,  die  den  Brennstrahlen  proportio- 
nal sind. 

Der  zu  einer  Sehne  gehörige  Winkel,  dessen  Scheitel  im 
Brennpunkt  liegt,  tvird  von  der  Geraden  halbirt,  tvclche  den 
Brennpunkt  mit  dem  Pol  der  Sehne  verbindet. 

Die  Verbindungsgerade  des  Brennpunkts  mit  dem  Pol  einer 
durch  diesen  Brennpunkt  gehenden  Sehne  steht  senkrecht  auf  der  Sehne. 

Der  Winkel,  tvelcher  dem  zwischen  zivei  festen  Tangenten 
enthaltenen  Theil  einer  veränderlichen  Tangente  am  Brennpunkt 
gegenüberliegt,  ist  constant. 

Das  Bechteck  aus  den  Segmenten  einer  Brennpunktsselft'" 
hat  stets  dasselbe  constante  Yerhältniss  zur  ganzen  Sehne. 

Die  Summe  zweier  Brennpunktssehnen,  tvelche  zwei  conjugirten 
Durchmessern  parallel  sind,  ist  constant. 

Die  Summe  der  reciproken  Werthe  ziveier  orthogonaler  Brenn- 
punktssehnen ist  constant. 

Der  Abstand  eines  Punkts  der  Hyperbel  vom  Brennpunkt 
ist  der  von  diesem  Punkt  parallel  zu  der  Asymptote  gezogenen 
und  von  der  Dircctrix  begrenzten  Geraden  gleich. 

Bei  der  Parabel  haben  der  Schnittpunkt  einer  Tangente  mii 
der  Hauptaxe  und  der  Berührungspunkt  gleichen  Abstand  vom 
Brennpunkt. 

Der  Winkel  zwischen  zwei  Tangenten  ist  bei  der  Parabe\ 
dem  halben  Winkel  zwischen  den  beiden  nach  den  Berührungs- 
punkten gezogenen  Brennstrahlen  gleich. 

Bei  der  Parabel  geht  der  Kreis,  welcher  dem  aus  drei  Tun 
genten  gebildeten  Dreieck  umschrieben  wird,  durch  den  Brennpunkt 

Die  drei  Höhen  des  aus  drei  Tangenten  gebildeten  Dreiech 
schneiden  sich  bei  der  Parabel  auf  der  Directrix. 

Die  beiden  von  einem  Punkt  der  Directrix  nach  der  Parabe 
gezogenen  Tangenten  stehen  senkrecht  aufeinander. 
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Bei  der  Parabel  ist  der  Parameter  eines  beliebigen  Durch- 
messers (vergl.  §  3)  dem  vierfachen  Abstand  des  Endpunkts  des 
Durchmessers  vom  Brennpunkt  gleich. 

Die  Polar gleichung  der  Ellipse  oder  Hyperbel  lautet,  wenn 
nmn  einen  der  Brennpunkte  als  Pol  ivälüt: 

^         a     1  +  ^  cos  Ö  ' 

iiorin  a,  b  die  Halbaxen  und  e  die  numerische  Excentricität  (vergl. 
S.  91)  bedeuten. 

Die  Polargleichung  der  Parabel  ist  für  den  Brennpunkt  als  Pol 

—  ^       1  —  COS  e  ' 

in  unter  p  der  Hauptparameter  der  Parabel  verstanden  wird. 
Wenn  -^  ^j-^  =  1  ein  Kegelschnitt  (Ellipse  oder  Hyperbel) 


a^  -^b 
so  stellt  die  Gleichung 


1    ZlI    7.2  1  -•-  1 


in  ivelcher  X  ein  beliebiger  Parameter  ist,  einen  zu  dem  gegebenen 
Kegelschnitt  confocdlcn  (homofocalen)  Kegelschnitt  dar,  d.  h.  einen 
Kegelschnitt  mit  denselben  beiden  reellen  Brennpunkten. 


Die  Kegelschnitte,  als  Schnitte  eines  Kreiskegels  mit  einer 
Ebene,  haben  schon  die  alten  Griechen,  Apollonius,  Pappus 
etc.  zum  Gegenstand  ihrer  Forschungen  gemacht  und  fast  alle 
Haupteigenschaften  der  Brennpunkte,  Asymptoten,  conjugirten 
Durchmesser  etc.  aufgefunden. 

Weitere  Studien  über  die  Kegelschnitte  verdankt  man  Desar- 
gues,  B.  Pascal,  Delahire,  Newton,  Maclaurin  und  anderen 
Mathematikern  des  17.  und  18.  Jahrhunderts;  von  Desargues 
und  Delahire  rührt  z.  B.  die  systematische  Einführung  der 
Theorie  der  Pole  und  Polaren  her,  von  Blaise  Pascal  die 
Entdeckimg  jenes  berühmten  Theorems  (siehe  §  2),  das  von  so 
grosser  Bedeutung  für  die  projective  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte geworden  ist. 

Durch  die  Coordinatenmethode,  die  Cartesius  in  seiner  Geo- 
metrie 1637  einführte,  wurde  man  in  den  Stand  gesetzt,  diese 
Curven  von  einem  neuen  Gesichtspunkt  zu  studiren,  und  durch  ana- 
lytische Formeln  die  Eigenschaften  nachzuweisen,  die  man  bisher 
auf  synthetischem  Weg  bewiesen  hatte. 
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Wir  haben  schon  am  Ende  des  ersten  Kapitels  verschiedene 
Lehrbücher  über  die  Kegelschnitte,  welche  der  einen  oder  der 
anderen  Methode  folgen,  citirt;  wir  führen  hier  noch  an:  den 
ersten  Band  der  Vorlesungen  über  Geometrie  von  C  leb  seh, 
herausgeg.  v.  Lindemann,  Leipzig,  1875  und  Steiner,  Vor- 
lesungen über  synthetische  Geometrie,  1.  Thl.  bearb.  v.  Geiser, 
3.  Aufl.,  Leipzig,  1887,  2.  Thl.  bearb.  v.  Schroeter,  3.  Aufl., 
ib.  1898.  Eingehende  historische  Nachweise  findet  man  in  dem 
Aper  QU  Mstorique  etc.  2.  ed.,  Paris   1875  von  Chasles. 

Gundelfinger,  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte, 
1895  behandelt  die  Kegelschnitte  in  homogenen  Coordinaten. 

§  6.    Kegelschnittbüscliel. 

Zwei  Kegelschnitte  schneiden  sich  in  vier  (reellen  oder  ima- 
ginären) Punliten  und  haben  vier  Tangenten  gemeinschaftlich. 

Wenn  f=0,  f  ==  0  die  Gleichungen  der  beiden  Kegel- 
schnitte in  Pu/rikt-  oder  Geradencoordinaten  sind,  so  stellt  die 
Gleichung 

f-i-xr  =  o, 

in  ivelcher  X  ein  beliebiger  constanter  Parameter  ist,  einen  Kegel- 
schnitt dar,  welcher  durch  die  vier  Schnittpunkte  der  beiden  ge- 
gebenen geht  oder  bez.  die  vier  den  beiden  gegebenen  Kegel- 
schnitten gemeinschaftlichen  Tangenten  berührt. 

Wir  wollen  alle  durch  die  Gleichung  f  -\-  Xf  =  0  dar- 
gestellten Kegelschnitte  ein  Büschel  nennen,  wenn  f=0,  f  =  G 
Gleichungen  in  Punktcoordinaten,  und  eine  Schar,  wenn  f  =  0 
f  ==  0  Gleichungen  in  Tangentencoordinaten  sind. 

Die  vier  Schnittpunkte  der  beiden  Kegelschnitte  kann  mar 
Basispunkte  des  Büschels  nennen. 

Unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  gibt  es  drei,  ivelcht 
in  zwei  Gerade  zerfallen,  unter  den  Kegelschnitten  der  Schar  da- 
gegen drei,  die  sich  auf  ein  Funktepaar  reduciren. 

Das  Diagonaldreieck  des  vollständigen  Vierecks,  welches  zi< 
Ecken  die  vier  Basispu/nkte  des  Büschels  hat,  ist  ein  sich  selbs 
in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  conjugirtes  Dreieck 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  geht  ein  Kegelschnitt  de; 
Büschels  und  jede  Gerade  der  Ebene  tvird  von  einem  Kegelschnit 
der  Schar  berührt. 

Jede  Gerade  der  Ebene  wird  von  zivei  Kegelschnitten  de- 
Büschels berührt  und  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  zive 
Kegelschnitte  der  Schar. 
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Die  Sclmittpimkte  der  Kegelschnitte  eines  Büschels  mit  einer 

Geraden   hilden  auf  dieser   eine   Involution,    deren  Doppelpunkte 

lie  JBeriiJirungspu/nkte  derjenigen  beiden  Kegelschnitte  des  Büschels 

sind,  welche  die  Gerade  berühren.     Der  correlative  Satz  gilt  für 

iie  Schar. 

Der  Ort  der  Gentren  der  Kegelschnitte  des  Büschels  ist  ein 
Kegelschnitt,  der  durch  die  6  Mittelpumhte  der  Seiten  des  aus 
den  4  BasispmiMen  des  Büschels  gebildeten  Vierecks  und  durch 
l  die  drei  Diagonalecken  geht  (der  Neunpunktekegelschnitt ,  vergl. 
S.  70,  71).  Liegen  die  4  Basispunkte  auf  einem  Kreis,  so  ist 
der  Netmpunktekegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Wenn 

ist,  so  hat  die  Discriminante  (vergl.  §  3)  eines  Kegelschnitts  des 
Büschels  f  —  Xf  =  0  die  Gestalt: 


A(A)  = 


Hat  die  Gleichumg  5*®^  Grads  A(^)  =  0  eine  Doppcl- 
wurzel,  so  fallen  zivei  der  Basispunkte  des  Büschels  zusammen; 
das  Büschel  besteht  demnach  aus  Kegelschnitten,  die  sich  in  emem 
Funkt  berühren. 

Wenn  A(A)  ==  0  eine  Doppelivu/rzel  hat  und  alle  Minoren 
2^^  Ordnung  der  Determinante  A  für  diesen  Werth  von  X  ver- 
schwinden, so  berühren  sich  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  imd 
mithin  auch  die  beiden  gegebenen  in  zwei  Punkten;  die  Ver- 
bindungsgerade dieser  beiden  Punkte  heisst  die  Doppelgerade  des 
Büschels. 

In  diesem  Fall  gibt  es  unendlich  viele  sich  selbst  in  Bezug 
auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  conjugirte  Dreiecke;  alle  diese 
Dreiecke  haben  eine  Seite,  nämlich  die  Doppelgerade,  gemein- 
schaftlich. 

Wenn  die  sämmtlichen  drei  Wurzeln  von  A(A)  ==  0  ein- 
ander gleich  sind,  ohne  dass  für  diese  Wurzel  die  Unter deter- 
minanten  2^^^  Ordnimg  von  A  verschwinden,  so  haben  alle  Kegel- 
schnitte des  Büschels  in  einem  Pumkt  eine  Berührimg  ^*®'  Ord- 
nung (d.  h.  eine  dreipunktige  Berührimg)  imd  ausserdem  noch 
einen  anderen  Punkt  gemeinschaftlich.    In  diesem  Fall  gibt  es  nicht 


ö^ll 

Ib^^, 

»12            ^^12' 

»13            ^  ^13 

»21 

^\i, 

»22            ^    22 ' 

»23           ^  ^23 

«31 

^hi' 

»32            ^  ^32  * 

»33            ^  ^33 
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"tnelir  ein  gemeinsames  sich  seihst  conjugirtes  Dreieck  im  eigent 
liehen  Sinn. 

Sind  scldiesslich  alle  Wurzeln  von  A(il)  =  0  einander  glek, 
und  verschtvinden  gleichzeitig  für  diesen  Werth  von  X  die  Unter 
determinanten  2^^^  Ordnung  von  A^  so  findet  sivischen  den  heidei 
Kegelschnitten  und  mithin  auch  zwischen  den  Kegelschnitten  de 
Büschels  in  einem  PunJd  eine  Berührung  3^^^  Ordnung  statt,  d.  1 
die  vier  Schnittpunlde  vereinigen  sich  in  einen  einzigen. 

In  Bezug  auf  das  System  zweier  Kegelschnitte  sind  di 
sogenannten  Poncele tischen  Theoreme  über  die  dem  eine 
Kegelschnitt  eingeschriebenen  und  dem  anderen  umschriebene 
Polygone  von  Interesse: 

Man  ziehe  von  einem  Punkt  Ä  des  ersten  Kegelschnitt 
aus  eine  Tangente  an  den  zweiten  Kegelschnitt  und  verlängei 
sie,  bis  sie  den  ersten  Kegelschnitt  zum  zweiten  Mal  in  dei 
Punkt  B  trifft;  von  B  aus  lege  man  wieder  eine  Tangente  a 
den  zweiten  Kegelschnitt  bis  zu  ihrem  Schnitt  C  mit  dei 
ersten  und  fahre  so  fort.  Wenn  man  nach  n  solchen  Opera 
tionen  wieder  zu  dem  Ausgangspunkt  A  zurückkehrt,  so  is 
offenbar  ein  geschlossenes  Polygon  von  n  Seiten  entstandei 
welches  dem  ersten  Kegelschnitt  eingeschrieben  und  dem  zweite 
umschrieben  ist. 

Nun  besteht   der  .bemerkenswerthe    Satz    (von   Poncelet 

Wenn    man,     von    einem    Punkt    A    ausgehend,     ein    gi 

schlossenes  Polygon  bilden  kann,  so  lässt  sich  immer  von  jede) 

heliehigen    anderen  Punkt    des    ersten    Kegelschnitts    a%is    ein  g 

schlossenes  Polygon  herstellen.  , 

Wenn  n  eine  gerade  Zahl  und  A  einer  der  Basispiink 
des  Büschels  der  beiden  Kegelschnitte  ist,  so  trifft  man  bei  Au 
führun{jf  der  beschriebenen  Operation  nothivendiger  Weise  not 
einen  anderen  Basispunkt'.,  ist  dagegen  n  ungerade,  so  trifft  ma 
von  dem  BasispunM  A  des  Büschels  ausgehend,  auf  dem  ersti 
Kegelschnitt  den  Berührungspunld  einer  der  beiden  KegelschniUi 
gemeinsamen  Tangenten. 

Daraus  folgt  dann  speciell: 

Damit  ein  dem  ersten  Kegelschnitt  cingescJiriebenes  und  dt 
zweiten  umschriebenes  Dreieck  existire,  ist  nothwendig  und  M. 
reichend,  dass  die  in  eii/eni  Ihisispunkt  des  Büschels  an  di 
ztveiten  KegelscJmitt'  gelegte  Tangente  und  eine  der  beiden  Kegi 
schnitten  gemeinsamen  Tangenten  sich  auf  dem  ersten  KegelscJin 
treffen. 
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Soll  ein  dem  ersten  Kegelschnitt  eingeschriehenes  und  dem 
i  'den  umschriebenes  Vier  seit  existiren,  so  ist  nöthig  und  aus- 
I  ^hend,  dass  die  in  einem  Basispunkt  des  Büschels  an  den 
\  Men  Kegelschnitt  gelegte  Tangente  und  eine  andere  eben  solche 
\  ngente  sich  in  einem  Funkt  des  ersten  Kegelschnitts  schneiden. 
\  Die  Theorie  der  sogenannten  Poncelef sehen  Folygone  wurde 
|i  Poncelet,  Fropr.  project.  des  figures,  1822  eingefühi't; 
p.ter  machte  Jacobi,  Crelle  3,  eine  sehr  elegante  und  werth- 
[ile  Anwendung  der  Lehre  von  den  elliptischen  Funktionen  auf  sie; 
hdiesem  Sinn  beschäftigten  sich  mit  ihr  auch  Eichelot,  Crelle^  5 

i   38,    Eosanes    und    Pasch,    Crelle,  64    etc.;    siehe    auch 

tlphen,  Fonct.  elUpt,  Bd.  2,  p.  367,  Paris   1< 


7.     Die    geometrische    Interpretation    der    invarianten 
Ldungen  des  Systems    einer   oder   zweier   quadratischer 
ternärer  Formen. 

Das  volle  System  einer  quadratischen  ternären  Form  und 
3  ziveier  solcher  Formen  ist  in  Bd.  1,  Kap.  12,  §  16  mit- 
theilt worden. 

Hier  wollen  wir  die  geometrischen  Interpretationen  dieser 
Varianten  und  Covarianten  angeben  und  benutzen  dabei  die 
rt  gebrauchten  Bezeichnungen. 

Bas  System  eines  einzigen  Kegelschnitts  hat  keine  absoluten 
Varianten^)  und  dieser  Satz  bedeutet  geometrisch,  dass  jeder 
Igelschnitt  durch  Transformation  sich  in  jeden  anderen  ver- 
indeln  lässt. 

Wemi  f,  f  die  beiden  Kegelschnitte  sind,  so  ist  das  Froduct 
I'  der  Schnittpunkte  von  f  und  f  durch 

FF'  —  Fh  =  0 

gehen  und  correlativ   das  Froduct  der  vier   den   beiden  Kegcl- 
hnitten  gcmeinscliaftlichen  Tangenten  durch 

f-r—oh  =  o. 

Die  Gleichung  Q^^  =  0  stellt  den  Ort  der  Funkte  dar,  durch 
e  zwei  Faare  von  Tangenten  an  f  und  f  gehen,  welche  ein 
irmonisches  System  bilden;  dual  ist  F^^  =  0  die  Enveloppe  der 

*)  Zwischen  dieset-  Behauptung  und  derjenigen  in  §  3  besteht 
:'in  Widerspruch;  siehe  die  Eussnote  zu  §  3,  S.  81. 

Pascal,  Repertorhim.  II.  7 
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Geraden,  welche  die  'beiden  Kegelscimitte  in  vier  harmonische 
PunJcfcn  schneiden. 

Wenn  A^^^  ==  0  ist,  so  gibt  es  eine  einfach  unendliche  Anzdl 
\  (sich  selbst  conjugirter)  Polardreieclce  in  Bezug  auf  f,  ivelche  de'i 
Kegelschnitt  f  umschrieben,  und  unendlich  viele  Polardreiecke  i 
Bezug  auf  f,  die  f  eingeschrieben  sind.  Die  analoge  Eigenscha 
besteht  für  A^^^  =  0.  Ueber  Dreiecke  dieser  Art  siehe:  Smitl 
Proc.  Lond.  mafh.  See,  2,  p.  94;  Rosanes,  Ilath.  Ann.,  i 
Darboux,  Bull,  des  sciences  math.,  1,  p.  348. 

Die  Gleichung  N  ==  0  stellt,  auf  die  Coordinaten  u  bezöge 
den  Schnittxmn'kt  der  Polaren  des  Punktes  (x)  in  Bezug  auf  d 
beiden  Kegelschnitte  dar. 

B^  =  0  ist,  auf  die  Coordinaten  x  bezogen,  die  Gleichm 
einer  Geraden,  auf  ivelcher  alle  Punkte  liegen,  deren  Polaren  bc 
des  Kegelschnitts  f  der  Geraden  u  in  Bezug  auf  den  Kegt 
schnitt  f  harmonisch  conjugirt  sind. 

Die   Gleichung  D  =  0   stellt  die  drei  Seiten   des  f  und 
gemeinschaftlichen  Polardreiecks  dar  und  A  =  0  die  drei  Eck 
dieses  Dreiecks. 

Alle  covarianten  Kegelschnitte  von  f  und  f  {z.  B.  (P^g  = ' 
haben  dasselbe  Polardreieck  D  =  0  oder  A  =  0  gemeinschaftlii 

Wenn  die  Invarianten  J-^^g  '^f^^  -^122  ffl^ich^^itig  verschwinde 
so  ist  das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Schnittpunkte  ä 
beiden  Kegelschnitte  auf  jedem  der  beiden  üquianharmonisch. 

Die  Bedingung ,  unter  ivelcher  zivischen  den  beiden  Keg 
schnitten  eine  einfache  Berührung  stattfindet,  ist 

4(-4iii^l22  — An2){Au2A222 — -^122)  —  (-^iii -4-222 — -0.112-^122}    =^ 

Soll  zwischen  den  zwei  Kegelschnitten  in  einem  Punkt  ei 
Berührung  2^^^  Ordnung  stattfinden,  sollen  also  drei  Sdinittpunt 
dort  vereinigt  sein,  so  muss 

^iii-  =  4^  =  4^     sein. 

-^112  -^122  -^222 

Das  System  zweier  Kegelschnitte  hat  zwei  absolute  Invariant 
Zu    solchen   kann   man    als  die   einfachsten,   wie   schon 
Bd.  1,  p.  335  gesagt  wurde, 

j    _All% 

•^1  —   j       4      7 

42 

A^  =  -T--^-T —     wählen. 

-^112-^222 
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Wichtig  ist  das  folgende  Theorem: 

Das  anharmonische  VerJiältniss  a  der  Geraden,  ivelche  einen 
'.üikt  von  f  mit  den  vier  Sclmittpunkten  von  f  und  f  verbinden, 
f  durch  die  Formel 


{1  -  a  -\-  aY  (A  —  1)' A^ 


(1  4-  af  (2  —  af  (1  —  2f^)2         {^A^A^  —  2A^^A,  —  ly 
'gehen   und    das    anharmonische   Verhältniss    der   vier  Strahlen, 
eiche  einen  Fumkt  von  f  mit  den  vier  SchnittpimJcten  verbinden, 
•well  eine  analoge  Formel. 

Literaturangaben    in   Bezug    auf    das    System    zweier    oder 
ehrerer  Kegelschnitte  findet  man  in  Bd.  1,  Kap.  12,  §  16. 


Kapitel  IV. 
Die  Flächen  2*«^  Ordnung. 

§  1.    Die  projective  Erzeugung  der  Flächen  2*®^  Ordnung 

Polarität. 

Denken  wir  uns  zwei  Bündel,  welche  verschiedene  Trägt 
S,  S'  haben,  und  correlaUv  sind  (vergl.  Kap.  1,  §  3);  jede] 
Strahl  des  einen  entspricht  eine  Ebene  des  zweiten  und  un 
gekehrt,  und  wenn  sich  der  erste  Strahl  in  einer  Ebene  beweg 
so  dreht  sich  die  entsprechende  Ebene  um  eine  Gerade.  D 
Schnittpunkte  der  Strahlen  eines  jeden  Bündels  mit  den  en 
sprechenden  Ebenen  des  anderen  bilden  denselben  Ort  und  dies» 
Ort  ist  eine  sogenannte  FläcJie  -2*®^  Ordnung. 

Es  seien  zwei  ebene  correlative,  nicht  conlocale  Systen 
sregreben.  Die  Ebenen,  welche  die  Punkte  des  einen  mit  dt 
entsprechenden  Geraden  des  andern  verbinden,  hüllen  diesel 
FläcJie  ein  und  diese  ist  wieder  eine  Fläche  2'^^  Ordnung. 

Diese  projective  Erzeugung  tler  Flächen  S*®'"  Ordnung  wu 
von  Seydewitz,  Grunerfs  Arch.,  9,  1847  und  Steiner,  Werl 
1,  p.  325  behandelt.  Siehe  auch  Salmon- Fiedler,  Ami 
Geom.  d.  liaum.,  1,  p.  333. 

Eine  andere  Definition  ist  die  folgende: 

Die  Fläche  2*^'"  Ordnung  ist  der  Ort  der  Doppelpunkte  ein- 
involutorischen  Raumdualität,  d.  h.  einer  Raumpolarität. 

Oder  auch: 

Die  Fläche  2^^^  Ordnung  ist  die  Enveloppe  der  Doppt 
ebenen  einer  Raumpolarität. 

Zivei   beliebige   Punkte   der   Fläche   2^^^   Ordnung   sind   o 
Mittelpunlde   zweier   recipröker   Bündel,    durch    welche    sich    i 
Fläche   erzeugen  lässt,   und  zwei   beliebige  Berührungsebenen  * 
die  Fläche  2^^^  Ordnung  sind  die  Träger  zweier  reciproher  eheri  ', 
Systeme,  die  zur  Erzeugimg  der  Fläche  dienen  hönnen. 
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Eit^e  willMrlicJie  Gerade  des  Baums,  welcJie  nicht  vollständig 
I  der  Fläche  2^^^  Ordnung  liegt,  trifft  sie  in  höchstens  sivei 
'i mixten,  und  durch  eine  Gerade  des  Baums ^  die  nicht  in  der 
lache  gelegen  ist,  gehen  höchstens  zwei  Berührung  seh  enen  an  die 
lache.  Daher  sagt  man,  die  Fläche  sei  2^^^  Ordnung  und  2^^^ 
lasse. 

Wenn  durch  einen  Punkt  der  Fläche  zwei  verschiedene  oder 
usammenfallende  Gerade  der  Fläche  gehen  oder  auch  keine,  so 
iU  dasselbe  auch  für  jeden  anderen  Punkt  der  Fläche. 

Wenn  es  in  einer  Berührungsebene  an  die  Fläche  ^*^^  Ord- 
itmg  zwei  Gerade  oder  eine  Gerade  oder  keine  gibt,  die  der  Fläche 
elbst  angehört,  so  gilt  dasselbe  auch  für  jede  andere  Berührungs- 
nhene. 

Jede  Ebene  schneidet  die  Fläche  längs  eines  Kegelschnitts. 
Eine  Ebene,  tc eiche  die  Fläche  berührt,  schneidet  sie  entweder 
■In  zwei  reellen  Geraden,  die  verschieden  sind,  oder  zusammen- 
prallen, oder  in  ztvei  imaginären  Geraden. 

Je  nachdem  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  2*^^  Ordnung 
zwei  reelle  der  Fläche  angehörige  Gerade  oder  eine  einzige  reelle 
Gerade  oder  zwei  imaginäre  Gerade  gehen ,  heisst  sie  eine 
Begel fläche  2^^^  Ordnung,  auch  tcindschiefe  oder  Fläche  2^^^  Ord- 
nung mit  hyperbolischen  Punkten  genannt,  ein  Kegel  2^^^  Ordnung, 
der  auch  Fläche  2^^^  Ordnung  mit  parabolischen  Punkten  heisst, 
oder  eine  Fläche  2^^^  Ordnung  mit  elliptischen  Punkten. 

Wenn  die  Eegelfläche  2*^^^  Ordnung  von  der  unendlich  fernen 
Ebene  in  dem  System  zweier  Geraden  geschnitten  (v  on  der  un- 
endlich fernen  Ebene  berührt)  wird,  so  ist  sie  ein  hyperbolisches 
Paraboloid;  wird  sie  in  einem  eigentlichen  Kegelschnitt  von  ihr 
geschnitten,  so  ist  sie  ein  einfaches  oder  einschaliges  Hyperboloid 
mit  einer  ^lantelfläche). 

Die  Begel  flächen  2^^^  Ordnung  enthalten  zwei  Systeme  reeller 
Geraden;  die  Geraden  des  einen  Systems  iverden  von  denen  des 
anderen  in  projectiven  Punktreihen  geschnitten.  Daraus  ergibt  sich 
die  Erzeugung  dieser  Flächen  2*^^^  Ordnung  mittelst  zweier  nicht 
in  derselben  Ebene  liegender  projectiver  Punktreihen. 

Das  hyperbolische  Paraboloid  ist  der  Ort  der  Geraden, 
ivelche  die  Paare  sich  entsprechender  Punkte  in  zwei  ähnlichen, 
nicht  in  derselben  Ebene  liegenden  Punktreihen  verbinden. 

Das  hyperbolische  Paraboloid  ist  auf  zwei  verschiedene 
Arten  der  Ort  einer  Geraden,  ivelche  sich  so  bewegt,  dass  sie 
auf  zwei  festen  nicht  in  derselben  Ebene  gelegenen  Geraden  gleitet 
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mid  einer  festen  Ebene  parallel   hleiht,  welche  die  Directrix  (dt 
Leitebene)  der  Fläehe  genannt  tvird. 

Es  gibt  zwei  solche  Leitebenen. 

Das  einschalige  Hyperboloid  ist  der  Ort  einer  Geraden,  di 
sich  so  bewegt,  dass  sie  auf  drei  festen  sich  nicht  schneidende') 
Geraden  gleitet,  die  nicht  derselben  Ebene  parallel  sind. 

Aehnlich  unterscheiden  sich  die  Flächen  2*^^^  Ordnung 
mit  elliptischen  Punkten  nach  der  Art,  wie  sie  von  der  unend 
lieh  fernen  Ebene  des  Eaums  geschnitten  werden.  Sie  könnei 
von  dieser  Ebene  in  einem  reellen  Kegelschnitt  geschnitten  werder 
alsdann  ergibt  sich  das  zweifache  oder  ziveischalige  Hgperbolou 
(mit  zwei  Mantelflächen),  oder  in  einem  imaginären  Kegelschniti 
in  diesem  Fall  erhält  man  das  Ellipsoid;  werden  sie  schliesslic 
von  der  unendlich  fernen  Ebene  beri'ihrt,  d,  h.  in  einem  in  zwc 
Gerade  degenerirten  Kegelschnitt  getrofi'en,  so  hat  man  da 
elliptische  Paraboloid. 

Die  Geraden  eines  Kegels  2*^^^  Ordnung  heissen  Erzeugende 
sie  gehen  sämmtlich  durch  denselben  Punkt,  der  MittelpunJct  ode 
Spitze  genannt  wird.  Mit  Ausnahme  dieses  Punkts,  in  welcher 
sich  also  unendlich  viele  Gerade  der  Fläche  schneiden,  geh 
durch  jeden  der  übrigen  Punkte  der  Fläche  immer  nur  ein 
Gerade  dieser  Fläche.  Wenn  die  Spitze  unendlich  fem  liegt,  s 
ist  die  Fläche  ein  Cylinder;  der  Schnitt  des  Cylinders  mit  einer  z 
den  Erzeugenden  senkrechten  Ebene  heisst  die  Basis  des  Cglinden 

Die  von  einem  Funkt  P  aus  an  eine  Fläche  2'^^^  Ordmm 
gelegten  Berührungsebenen  sind  die  Tangentialebenen  eines  Kegel 
2^^^  Ordnung,  dessen  Spitze  in  P  liegt  und  dessen  Erzeugend 
die  Geraden  sind,  welcJie  P  mit  den  BerührungspunJctcn  dt 
Tangentialebenen  verbinden.  Dieser  Kegel  heisst  der  Tangente^' 
oder  Berührung sTcegel  der  Fläche  2^^^  Ordnung;  er  berührt  di 
Fläche  längs  einer  ebenen  Curve,  welche  mithin  ein  Kegelschni 
ist.  Die  Ebene  dieses  Kegelschnitts  heisst  die  Polarebene  von  . 
und  P  seinerseits  der  Pol  dieser  Ebene. 

Die  Zuordnung  zicischen  Polen  und  Polarebenen  bez.  dt 
Fläche  zweiter  Ordnumg  ist  eine  involutorische  Dualität.  Yerg 
Kap.  1,  §  4. 

Die  Polar  ebene  enthält  die  Polargeraden  von  P  in  Bezu 
auf  alle  Kegelschnitte,  in  welchen  die  durch  P  gelegten  Ebene 
die  Fläche  2^^^  Ordnung  schneiden. 

Jede  durch  P  gezogene  Gerade  schneidet  die  FläcJie  2^' 
Ordnung  in  zwei  Punkten  Q,  Q'  und  die  Polarebene  in  einem  Puni 
P'  derart,  dass  die  Gruppe  PP'QQ'  harmonisch  ist. 
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Wenn  sich  P  auf  einer  Geraden  bewegt,  so  rotirt  die  Folar- 
uc  um  eine  andere  Gerade,  und  ivenn  P  sich  in  einer  J^bene 
u'cgt,  so  dreht  sich  die  Polarebene  um  einen  Punkt,  tvelcher  der 
öl  dieser  Ebene  ist. 

Zwei  Gerade  heissen  reciproTc  polar,  wenn  die  Polarebenen 
:iller  Punkte  der  einen  durch  die  andere  gehen. 

Wenn  ztvei  reciproJc  polare  Gerade  sich  schneiden,  so  gehört 
>r  SchnittpunJct  der  Fläche  an  und  ihre  Ebene  berührt  die 
i'Mche. 

Die  Paare  von  reciprok  polaren  Geraden,  welche  in  einer 
'ierührungsebene  liegen,  sind  in  einer  Involution  conjugirt,  deren 
Ooppelgeraden  die  Geraden  sind,  längs  welchen  die  Berührungs- 
■ibme  die  Fläche  schneidet. 

Wenn  zwei  Gerade  sich  schneiden,  So  treffen  sich  auch  ihre 
eciproken  Polaren. 

Conjugirt  heissen: 

zwei  PunMe,  wenn  der  eine  in  der  Polarebene  des  anderen 
iegt; 

ein  Pmikt  und  eine  Gerade.,  wenn  die  Gerade  in  der  Polar- 
ibene  des  Punkts  liegt; 

eiAie  Ebene  und  eine  Gerade,  wenn  die  Gerade  durch  den 
^ol  der  Ebene  geht; 

zivei  Gerade,  wenn  die  eine  in  der  JPolarebene  eines  Punkts 
1er  anderen  liegt; 

zwei  Ebenen,  wenn  die  eine  durch  den  Pol  der  anderen  geht. 

Conjugirt  in  Bezug  auf  eine  Fläche  2*^^^  Ordnung  ist  ein 
BreiecJc,  von  welchem  jede  Ecke  die  beiden  anderen  zu  con- 
jugirten  Punkten  und  mithin  die  gegenüberliegende  Seite  zur  con- 
jugii'ten  Geraden  hat. 

Ein  Tetraeder  ist  Polartctraeder  (oder  auch  sich  selbst  co^i- 
jugirt,  reciproh)  in  Bezug  auf  die  Fläche  2*^''  Ordnung,  wenn 
jede  seiner  Ecken  die  übrigen  drei  zu  conjugirt en  Punkten  und 
mithin  die  gegenüberliegende  Seitenfläche  zur  Polarebene  hat. 

Jedes  Dreieck  eines  Polartetraeders  ist  ein  conjugirtes  Dreieck. 

Je  zicei  Gegenkanten  eines  Polarteh'aeders  sind  rcciprök  polar 
in  Bezug  auf  die  Fläche  2'^^'^  Ordnung. 

Wenn  zivei  Gerade  conjugirt  sind,  so  schneidet  die  reciproke 
Polare  der  einen  die  andere  und  umgekehrt. 

Ist  eine  Gerade  zwei  anderen,  die  sich  schneiden,  cmi- 
jugiii,  so  ist  sie  aUch  der  Ebene  und  dem  Schnittpunkt  dieser 
Geraden  conjugirt. 

Der  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene  heisst  der  Mittelpunkt 
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der  Fläche  2*^^*  Ordnung,  jede  durch  das  Centrmn  gehende  G( 
rade  DiuxJimesser  und  jede  Ebene  durch  dieses  Centrum  D» 
metralehene. 

Der  Mittelpunkt  liegt  in  endlicher  Entfernung,  ivenn  die  m 
endlich  ferne  Ebene  die  Fläche  2^^^  Ordnung  nicht  berührt,  ali 
hei  dem  einschaligen  und  sweischaligen  Hyperboloid,  dem  Ellipsai 
und  dem  Kegel  2^^^  Ordnung;  diese  Flächen  heissen  daht 
MittelpunMsflächen  (centrale  Flächen)  2^^^  Ordnung. 

Das  hyperbolische  und  elliptische  Paraboloid  sind  Flächen  2^ 
Ordnung  ohne  Mittelpunkt  im  Endlichen  {glicht  centrale  Flächen 

Jede  Diametralebene  schneidet  die  Fläche  in  einem  Kege 
schnitt,  dessen  Centrum  mit  dem  der  Fläche  zusammenfällt. 

Die  Durchmesser  iverden  durch  das  Centrum  halbirt. 

Wenn  sich  drei  Sehnen  in  einem  Funkt  halbiren  und  nin 
in  derselben  Ebene  liegen,  so  ist  dieser  Funkt  das  Centrum  d{ 
Fläche  2^^^  Ordnung. 

Jede  Diametralebene  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  (para 
lelen)  mit  ihr  conjugirten  Schrien. 

Die  Berührungspunkte  der  von  dem  Centrum  an  die  Fläci 
2^^^  Ordnung  gelegten  Tangentialebenen  liegen  unendlich  fe) 
(und  sind  reell  oder  imaginär);  der  Berührungskegel,  der  d; 
Centrum  zu  Spitze  hat,  heisst  daher  Asymptote nkegcl. 

Es  gibt  drei  Durchmesser,  die  zu.  je  zweien  senkrecht  au 
einander  stehen,  und  so  beschaffen  sind,  dass  die  durch  zwei  vi 
ihnen  gehende  Ebene  die  dem  dritten  Durchmesser  parallelen  m 
mithin  auf  dieser  Ebene  senkrechten  Sehnen  zu  conjugirten  Geradt 
hat.  Sie  heissen  Axen  oder  Hauptdurchmesser  und  ihre  Ebern 
Hauptebenen. 

Die  Hauptebenen  sind  für  die  Fläche  2^^^  Ordnung  ISiji. 
metrieebenen. 

Bei  dem  Ellipsoid  schneidet  jede  Diametralebene  die  Fläci 
in  einer  Ellipse;  bei  dem  einschaligen  Hyperboloid  schneiden  zw 
Hauptebenen  die  Fläche  in  zwei  Hyperbeln,  welche  die  imaginä 
Axe  gemeinschaftlich  haben,  und  die  dritte  Hauptebene  schneid 
die  Fläche  längs  einer  Ellipse;  bei  dem  zweischaligen  Hyperbolo 
schneiden  zwei  Hauptebenen  die  Fläche  in  zivei  Hyperbeln,  welci 
die  reelle  Axe  gemeinschaftlich  haben  und  die  dritte  Ebene  schn^''"' 
sie  in  einer  imaginären  Ellipse.  , 

Bei  einem  Paraboloid  heisst  jede  Gerade,  die  durch  d( 
Berührungspunkt  der  Fläche  mit  der  unendlich  fernen  Ebei 
geht,  Durchmesser. 

Alle  Durchmesser  eines  Paraboloids  sind  einander  paralli 
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Unter  den  Durchmessern  eines  Paraholoids  gibt  es  einen, 
if  welchem  die  Berührung sebene  in  seinem  SchnittpunM  mit  der 
lache  senkrecht  steht.  Dieser  Durchmesser  heisst  Äxe  und  der 
unkt,  in  welchem  er  die  Fläche  trifft,  Scheitel. 

Die  Schnitte  des  (elliptischen  oder  hyperbolischen)  Faraboloids 
it  Ebenen,  die  der  Äxe  parallel  laufen,  sind  Parabeln. 

Die  Schnitte  des  Faraboloids  mit  Ebenen,  die  senkrecht  auf 
er  Äxe  stehen,  sind  bei  dem  hyperbolischen  Paraholoid  Hyperbeln 
nd  bei  dem  elliptischen  Ellipsen. 

Die  Kugel  ist  ein  EUipsoid,  bei  welchem  jede  Diametral- 
bene  senkrecht  auf  dem  Durchmesser  steht,  der  durch  den  Pol 
ieser  Ebene  geht. 

Die  Kugeln  des  Baums  haben   einen  imaginären    unendlich 

ernen  Kreis  gemeinschaftlich.     Dieser  Kreis  heisst  der  unendlich 

'  'erne  imaginäre  Kugelkreis  oder  der  absolute  oder  Grenskreis  des 

^aums.     Er  enthält  alle  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte 

eder  Ebene  des  Baums.     Vergl.  Kap.  3,  §  3. 


j^B  Chasles  und  P.  Serret  haben  versucht,  die  Theoreme 
flPIcars  und  Brianchon's  auf  die  Flächen  2*®"^  Ordnung  aus- 
zudehnen; man  vergleiche  darüber  Salmon-Fiedler,  Anal.  Geom. 
l.  Baumes,  1,  Art.  144;  Klein,  Math.  Ann.  22,  1883,  p.  246. 

^  M.  Die  wichtigsten  Formeln  der  analytischen  Geometrie 
der  Flächen  2*^'  Ordnung. 

Die  Fläche  3^^^  0.  ist  der  Ort  der  Punkte,  füi'  die  eine  ganze 
rationale  Funktion  2*®^  Grads  zwischen  den  drei  Cartesischen 
Goordinaten  eines  Punkts  des  Kaums  verschwindet.  Die  all- 
gemeine Gleichung  einer  solchen  Fläche  enthält  10  Coefficienten, 
nämlich  die  drei  Coefficienten  der  Quadrate  der  drei  Goordinaten, 
die  drei,  welche  zu  den  Producten  von  je  zweien  der  drei  Go- 
ordinaten gehören,  die  drei  der  Glieder  1*®""  Grads  und  schliesslich 
das  von  den  Goordinaten  unabhängige  Glied.  Der  Ort  hängt  nur 
von  den  neun  Verhältnissen  von  neun  dieser  Goefficienten  zum 
letzten  ab;  man  sagt  daher,  der  Ort  2*®^  Grads  werde  von  nur 
neun  nicht  homogenen  Goefficienten  bestimmt. 

Wenn  wir  die  hmnogenen  Goordinaten  eines  Punkts  des 
Raums  iT^,  i)?2,  a?3,  x^  nennen,  so  erhält  die  Gleichung  der 
Fläche  2'^^  Ordnung  die  Gestalt: 

1...4 

f(x)  ==^aijXiXj  ==  0,     (ttij  =  aji) , 
h  J 
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worin  sich  die  Summirung  über  alle  möglichen  Combinationen 
^,  j  =  1,  2,  3,  4  mit  der  Bedingung  «/;  =  aji  erstreckt.  Setzl 
man  x^=l^  so  kommt  man  auf  die  Gleichung  der  Flächt 
2ter  Ordnung  in  nicht  homogenen  Coordinaten  zurück. 

Wenn  das  Fundamentaltetraeder  der  Coordinaten  sich  selbst 
in  Bezug  auf  die  Fläche  2*®''  Ordnung  conjugirt  ist  (vergl.  §  1 
so  reducirt  sich  die  Gleichung  auf  die  canonische  Form 

4 

1 
Es  sei  A  die  Determinante 


%1  -)      •  ■  •  1      ^14 
«21  7       •   •  •  7      %4 


a. 


(die  Discriminante) 


**41  ?      •  •  •  ?      "'44  1 

und  Ajj  die  algebraische  Adjungirte  von  aij  in  A. 

Bezeichnet  man  ferner  die  homogenen  Coordinaten  einei 
Ebene  mit  u^^  u^^  ^3,  u^^  d.  h.  gibt  man  der  Gleichung  de: 
Ebene  die  Form 

so    lautet    die  Gleichung    der    Fläche   2*^''  Ordnung   in    Ebenen 
coordinaten,  falls  A  von  Null  verschieden  ist: 

1  ...4 

F(u^,  ^2,  t*3,  wj  ==  ^A.jU.Uj  =  0,  {A.j  =  Aj^)  . 

Diese  Gleichung  stellt  mithin  die  Fläche  2*®'  Ordnung  nich 
als  Ort  von  Punkten,  sondern  als  Enveloppe  von  Berührungs 
ebenen  dar.  Man  kann  sie  auch  als  Bedingungsgleichung  an 
sehen,  der  die  Coefficienten  der  Gleichung  einer  Ebene  genügei 
müssen,  wenn  diese  Ebene  die  durch  die  ursprüngliche  Gleichun* 
gegebene  Fläche  2*^''  Ordnung  berühren  soll. 

Eine  Fläche  2^^^  Ordnung  ist  bestimmt,  wenn  9  Punkte  gc 
gehen  sind,  durch  die  sie  gehen,  oder  9  Ebenen,  die  sie  he 
rühren  soll. 

In  dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  die  geometrische! 
Eigenschaften  der  verschiedenen  Arten  von  Flächen  2*®""  Ordnung 
zusammengestellt;  wir  wollen  jetzt  zusehen,  wie  sich  aus  de 
allgemeinen  Gleichung  (deren  Coefficienten  als  reell  Vorausgesetz 
werden)  die  Unterschiede  zwischen  den  verschiedenen  Flächei 
ableiten  lassen. 


§  2.    Transformation  der  Coordinaten. 


1Ö7 


Wir  setzen 


B  = 


"11 1 


"21  ' 


"31  ^ 


a 


12  1 


''22  1 


"32  1 


''13 


"^23 


"33 


d  nennen  Bij  die  algebraischen  Adjungirten  der  Elemente 
;  in  der  Determinante  J5,  die  also  identisch  mit  A^  ist. 

Wenn  B  nicJit  Null  ist,  so  sind  die  Flächen  2^^^  Ordnung 
n^al,  ist  B  =  0,  so  sind  sie  Pardboloidc. 

Für  A  =  0  und  nur  für  diesen  Fall,  erhält  man  die 
^gel;  ist  gleichzeitig  ^  =  0  u/nd  B  ^  0,  die  Cylinder. 

Wir  wollen  mit  (12),  (13),  .  .  .  die  Winkel  zwischen  den 
)ordüiatenaxen  x^^  x^'^  ^i ?  ^3 i  •  •  •  bezeichnen,  und  es  sei 

^l  ,     cos  (12),     cos  (13) 

5i=     cos(l2),       1  ,     cos  (23) 

I  cos  (13),     cos  (23),       1 

;iiie  positive  zwischen  Ö  und  1  liegende  Grösse).  Es  seien 
rner  ^^^ ,  Sl^^ ,  .  .  .  die  algebraischen  Adjungirten  der  Elemente 
an  52. 

Setzt  man  dann 

=  Al  +  -^22  +  ^33  +   2^12  cos  (12)   +  2^,3  COS  (13)    + 

+  2^23  COS  (23), 

*11'^11  +  0^22-^22  +  ^33^33  +  ^  %2  ^12  +   ^«13^13  + 
I      "^23*^23  ' 


I 

TD 

P 

T^e 


Bic  Verhältnisse  -^ ,  ^ 


ändern  sich  hei  einer  Trans- 


gelten  die  Sätze: 

ormation  der  Cartesischen  Coordinaten  nicht  (sind  invariant). 

Das  Vorzeichen  der  Grössen  A,  B,  C,  D  ist  von  dem 
yystem  der  Cartesischen  Coordinaten,  das  man  gewählt  hat,  un- 
abhängig. 

IBei  rechtwinkligen  Axen  werden  die  Grössen  C^  J)\ 
C  =  ^11  +  ^22  +  ^33  ? 
7)  =   «11  +  «22  +  «33» 
51  wird   1.     Man  hat  daher: 

Bie  Grössen  a^^  -\-  a^^  -\-  a^^  ,  B^^  -{-  B^^  4"  -^33  bleiben 
hrem  Werth  nach  unverändert,  ivenn  man  von  rechtwinJcligen  Co- 
ordinaten zu  anderen  ebenfalls  rechtwinkligen  ühergelit. 
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Alle   Wurzeln  der  Gleichung 

j{^)  =  Slq^  -\-  Dq^  +  Cq  +  B  =  0 

sind  reell  und  im  Allgemeinen  verschieden. 

Die  vorstehende  Gleichwng  lässt  sich  auch  schreiben 

%l~l~?:  %2  4"  ?^^s(l2)?    ^13  "h  ?  *^0S  (13)  j 

^ W=  «21  +  Q  COS  (12);,  «22  +  ^,  «23  +  9  COS  (23)  =r 

«31 4-^  COS  (13),  «32  +  ^008(23),  a^s  +  Q 

Die  Classification  der  Flächen  2*^^*  Ordnung  hängt  von  dei 
Vorzeichen  der  Grössen  -4,  jB,  C,  J)  ab. 

I.    JB  ist  von  Null  verschieden.    Man  erhält  die  MittelpunMt 
flächen: 

1.  Das  reelle  Ellipsoid  für 

2.  das  imaginäre  Ellipsoid  für 

3.  den  imaginären  Kegel  für 


C>0 
0>0 


BD>0,  Ä<0 
BD>0,  A>0 
J5D>0,  ^  =  C 

BD<0, 

BI):>0, 

B1)<0, 

BD  <o; 

BD^O, 
II.  B  ist  gleich  Kuli.    Man  erhält  die  Paräboloide,  Cylind> 


0^0 

C<0 

C  <  0 

6 .  das  doppelschalige Hyperboloid  für     ^ 

C<0 


4.  den  reellen  Kegel  für 


5.  das  einschalige  Hyperboloid  für 


Ä>i 


Ä>( 


Ä<i 


oder  Ebenenpaare: 

7.  Das  elliptische  Paraboloid  für 

C>0,  2>^0,  ^  <0, 

S.  das  hyperbolische  Paraboloid  für 

(7<0,  D^O,  Ä>0, 

9.  den  Cyli/nder  mit  elliptischer  Basis  für 

C>0,  D^O,  ^  =  0, 
10.  den  Cylinder  mit  hyperbolischer  Basis  für 


C<0,  i>  =  0,  A 


0, 


11.  den  Cylinder  mit  parabolischer  Basis  für 
C'==0,  J>^0,  A  =  0, 
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1.  zwei  imaginäre  Ebenen  mit  einer  reellen  Graden  in  endlicher 
Entfernung  für 

(7>0,  D^O,  ^=0,  ^,,==0,  (^  =  l,  2,  3), 

3.  zwei  reelle  Ebenen,  die  sich  in  einer  Geraden  in  endlicher 
Entfernung  schneiden  für 

4.  zivei  ^parallele  Ebenen,   die   entweder  reell  und  verschieden 
oder  imaginär  sind  oder  zusammenfallen,  für 

0=0,  D^O,  ^  =  0,  A,,  =  o: 

Durch  Tra7isformation  der  Cartesischen  Coordinaten  lassen 
h  die  Gleichungen  der  verschiedenen  Arten  von  Flächen  3^^ 
'dnung  auf  die  folgenden  reducirten  Formen  (in  nicht  homogenen 
wrdinaten)  bringen: 

OC^  tl^  z^ 

1.  Bas  reelle  Ellipsoid  auf:  ~2  ~t~  f^  H — §  =  1  ? 

00^  ti^  z^ 

[2.  das  imaginäre  Ellipsoid:  ~^  -{-  jj  ~\ — 2  =  —  1? 

CC^  v^  z^ 

der  imaginäre  Kegel:  ~2  ~l~  ^  H — 2  =  0, 

00"  1/  z 

\4.  der  reelle  Kegel:                       ~¥  ~{~  fr  —  -2  =  0, 
\6.  das   einschalige  Hyperboloid:    -^  ~t~  fs ä  =  1  / 

999 

[6.  das  ztv eischalige  Hyperboloid:  -^  -\-  jj 2  =  —  1> 

y^        z^ 
'7.  das  elliptische  Paraboloid:        p-  -] — ^  —  x  =  0 , 

y^         Z' 
S.  das  hyperbolische  Paraboloid:  j-^ 2  — ^  ^  =  0, 

;9.  der  elliptische  Cylinder:  -^  ~\~  jj  =  ^  1 

lO.  der  hyperbolische  Cylinder:       -^  —  i^  ^^  -'■ » 

1.  der  parabolische  Cylinder:        y^  -f-  2px  =  0, 

x^  1/^ 

2.  zwei  imaginäre  Ebenen:  -g  +  p"  =  0 , 

lo.  zwei  reelle  Ebenen:  -^  —  f-.,=  0  , 

«^         b-  ' 

l4    zwei  parallele  Ebenen:  -v  +  1  =  0 . 


HO 
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In  der  Gleichung  eines  jeden  Paraholoids  bilden  die  Glieder 
^*®"  Grads  in  x^^x^-,  x^  (oder  x,y,  z)  das  Product  zweier  linearer 
Factoren;  diese  Eigenschaft  ist  für  das  Fardboloid  charäJderistisch. 

In  der  Gleichung  des  parabolischen  Cgiinders  bilden  die  Glieder 
^ten  Q-fd^s  ifi  ^1,  ^2?  ^3  (o^^^  ^iVi^)  ^*^  Vollständiges  Quadrat. 

Bezeichnet  man  mit  (x^ ,  ^2 ?  ^3 ?  ^4)  1  (^1  fVi^V^t  Vd  ^i^  ^Ko- 
ordinaten zweier  Punkte  des  Eaums,  so  ist  die  Bedingung,  damit 
die  Gerade,  welche  sie  verbindet,  die  Fläche  2^^^  Ordnung  f=0 
berühre, 

(1)  f{^)f(y)—f'Q  =  0,     ivenn 

,•  /^\  _ i / ^/      \K     juK    ^K   \  — 
I  \y)  ~  2  \dx^  ^1  "T"  dx^  ^2  i-  ^^^  ^3  -r  ^^^  y4.}  — 

=  %i%2/i   -f-  ö^22^2^2  ~r    ^33^3^/3      I      ^44^4i^4     I 

+  «12(^12/2 +^2^1) +  %3(%2/3  +  ^3^l)  +  %4  (^12/4+ •^42/1)  + 

+«23(^22/3  +  ^3^2)  +  «24(^22/4  +  ^M  +  «34(^32/4  +  ^iPs. 

gesetzt  wird. 

Denkt  man  sich,  y  sei  ein  fester  Fmikt  u/nd  die  x  seiei 
laufende  Coordinaten,  so  stellt  die  Gleichung  (l)  den  der  Fläch 
^*®^  Ordnung  umschriebenen  Kegel  dar,  dessen  Spitze  der  Funkt  y  ist 

Wenn  F(u)  =  0  die  Gleichung  der  Fläche  2'^^  Ordnwic 
in  Ehenencoordinaten  ist,  so  besteht  die  Bedingung,  damit  du 
Gerade,  in  tvelcher  sich  die  Ebenen  (w^,  Wg»  ^3?  ^4),  (^1?  ^'27  ^^'"  ^'< 
schneiden,  die  Fläche  berühre,  darin,  dass 

F{u)F{v)  —  F^Q  =0    sei. 

Biese  Bedingung  ist  äquivalent  mit 


'35  ^\ 


a 


11  j 


"%!  1 


a 


31  5 


•415 


"12 


'22 


•32 


«^42 


U 


1    1 


''1      5 


*13  5 


'23  1 


•33  ? 


M3  1 


"^14  1 


'24  5 


'34  5 


'44  5 


U 


1  5 


'2  5 


U 


35 


'i^« 


W 


t( 


3      5 


^3     5 


I* 


4     5 


'4     5 


4  5        «^4 
0,       0 

0,       0 


0 


Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  die  a  mit  A  und  du 
u,  V  mit  X,  y ,  so  ergiebt  sich  eine  andere  Form  für  die  Bedingung 
unter  welcher  die  Gerade  (x)(y)  die  Fläche  berührt. 

Die  Polarebene  eines  Punktes  (y)  hat  die  Gleichung 


k:)-« 


§  2.    Conjugirte  Punkte,  Gerade  und  Ebenen. 
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/  die  Coordinaten  des  Pols  einer  Ebene 
^h^i  "f"  %^2  -|-  •  •  •  =  0 

ÄX^  ^  Al%  +  ^32  ^^2  +  ^33  ^^3  +  ^34%  ^ 
ÄX^  EB  Ä^^U^  +  J42  «2  +  A3 ^'3  +  ^44 «'4  • 

Zu  jeder  Ebene  gehört  bez.  einer  Fläche  2*^^^  Ordnung  ein 
iziger  Pol;  eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  Ä  =  0 
,  also  eine  Kegelfläche  oder  deren  Ausartungen  vorliegen. 

Wenn  der  Funkt  (y)  der  Fläche  2^^^  Ordnung  angehört^  so 
ilt  die  Gleichwng 

Berülirungsebene  dar. 
Die  Bedingung,   unter  welcher  zwei  Punkte    (x),  (jj)    con- 

girt  sind,    ist  selbstverständlich   ebenfalls   fy   j  =  0,    und  die 

edingung,  unter  welcher  zwei  Ebenen  (u),  (v)  conjugirt  sind,  ist 

Diese  beiden  Bedingungen   lassen  sich  auch  ausdrücken: 


=  0, 


=  0 


Sollen  zwei  Gerade  (u,  v),  (u\  ü')  conjugirt  sein,  so  bestehen 
lafiir  die  vier  Bedingungen: 

^0=«'  ^(:-)=«'  ^(:')=0'  ^(:')=«- 

Die  Gleichung,  welche  die  beiden  Berührungsebenen  darstellt, 
iie  durch  eine  Gerade  (11,  v)  an  eine  Fläche  2^^^  Ordnung  gelegt 
werden  können,  lautet: 

t\u){v^x^-\-  v^x^-\ — y~ 

-  2^0  (^1^1+  •  •  •)K^i+  •••)  +  n^)K^i+  •  •  -7=0. 
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Vertauscht  man  F  mit  f  wnd  x  mit  u,  sowie  y  mit  v,  so 
ergiebt  sich  correlativ  die  Gleichung  (in  Ebenencoordinaten)  der 
beiden  SchnittpunMe  der  Geraden  {cc,  y)  mit  der  Fläche  2^^' 
Ordnung. 

Die  Coordinaten  dieser  Schnittpunkte  der  Geraden  {x,y)  mü 
der  Fläche  2^^^  Ordnung  haben  die  Form 

mx.  -\~  ny. 

m  -\-  n      ' 

worin  —  den  Werth  einer  jeden  der  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

^(^)  0"  +  ^^Q  n  +  ^(^)  ^  ^     annimmt. 
Die  Gleichung  einer  beliebigen  JDiametralebene  hat  die  Gestal 

^  cx^    '      ''  cx^    '      ^  dx^  ' 

worin  a^,  cc^,  «3  drei  willkürliche  Constante  sind.  Jede  Gerade 
welche  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  mit  den  Coordinatei 
(a^,  a2,  a^,  O)  geht,  bestimmt  die  Richtung,  die  der  vorstehender 
Diametralebene  conjugirt  ist. 

Die  den  Bichtungen  einer  jeden  der  drei  Coordinatenaxefi. 
x^,  x^,  Xg  conjugirten  Diametralebenen  sind  durch  die  Gleichunger 

-^  =  0 

dx^  ' 

ö—  =  0     gegeben. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  Fläche  2^^^  Ordnung  sini 

-^14  -^24  ^34 

Die  Gleichumg  des  Asymptotenkegels  lautet 


/"C^)  — 5^/-=o, 


t 


welche  man  aus  f(x)  =  0   einfach  dadurch  erhält,  dass  man  a^ 
in  «44  —  ^   umändert. 

Die  Hauptebenen  sind  Diametralebenen,  die  senkrecht  au 
der  zu  ihnen  conjugirten  Richtung  stehen;  die  Gei.'äden,  ii 
welchen  sie  sich  schneiden,  sind  die  Hauptdur chmess er  od&i'  Axen 
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Um  die  drei  Hauptehenen  zu  erhalten,  hat  man  nur  in  der 

r'ichung 

die  Stelle  von  a^,  a^,  a^  Werthe  zu  setzen,  die  den  Quadrat- 
i  irzeln  aus  den  drei  Ilauptminoren  der  Determinante  J(^q)  (siehe 
l  m)  proportional  sind,  tvenn  man  für  q  eine  jede  der  drei 
•  wellen)   Wurzeln  der  Gleichung  ^(^)  =  0  einsetzt. 

Die  Formeln  gestalten  sich  natürlich  viel  einfacher,  wenn 
3  Coordinatenaxen  senkrecht  aufeinander  stehen. 

Ist  eine  Axe  der  Fläche  derart,  dass  alle  durch  sie  gehenden 
)enen  Hauptebenen  sind,  so  ist  die  Fläche  eine  Rotationsfläche 
'^  Ordnung.  Die  Kugel  ist  eine  Fläche  2*®'"  Ordnung,  bei 
I  sicher  jede  Diametralebene  eine  Hauptebene  ist. 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung ,  damit  eine 
lache  2^^^  Ordnung  eine  Motationsfläche  sei,  'besteht  darin,  dass 
(q)  =  0  zwei  gleiche  Wurzeln  habe.  Dabei  dürfen  diese  Wurzeln 
cht  beide  Null  sein,  weil  sonst  die  Fläche  ein  parabolischer 
'/linder  ist. 

Soll  eine  Fläche  2^^^  Ordnung  eine  Kugel  sein,  so  ist  es 
)thwendig  und  ausreichend ,  dass  J(^q)  =  0  eine  dreifache 
Wurzel  habe. 

In  orthogonalen  Coordinaten  werden  die  Bedingungen,  unter 
men  die  Fläche  eine  Rotationsfläche  ist,  durch  zwei  der  Re- 
tionen 

-"23    __   ^31    __   -"l2    ^82  -"sS    -"sS  -"l  1    -"il  ^2S 

^23  '^Sl  ^12  ^22  ^33  ^33    ^11  ^11 ^22 

tigegeben. 

Die  Bedingungen  für  die  Kugel  sind  in  rechtivinMigen  Co- 
'dinaten 

^11  ^^^  %2  "^^  ^33  1     ^23  ^^  ^31  ""^^  %2  =0. 

Bei  dem  Paraboloid  gibt  es  nur  zwei  Hauptehenen  in  end- 
cher  Entfernung,  welche  die  Fläche  in  zwei  Tardbeln  schneiden. 

In  orthogonalen  Coordinaten  sind  die  Gleichungen  der  Axe 
es  Paraboloids  (der  Schnittlinie  der  beiden  Hauptebenen): 

df(x)        dfix)     ,    df{x) 


dx^  dx^  dx. 


Vb,,      Yb7,      YbZ 

iscal,  Kepertorium.  II. 
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Die  GleicJiimg  einer  MiUelpunMsfläche  2^^^  Ordnung  hat,  m 

den  Mittelpwrikt  hezogen^  in  nicht  homogenen  Coordinaten  x,  y, 

den  Typus: 

A 
aiix^  +  «22«/^  +  «33^^  -\- 2 a[2xy -]- 2 a[zxz  +  2 «23^^  +  5  ^  ^ 

Die  Gleichung  einer  Mittelpunkts  fläche ,   auf  ein  Tripel  cm 
jugirter  Durchmesser  "bezogen,  ist: 

a'nx^  +  ^22«/^  +  «33^^  +  :b  "^  ^  • 
Wenn    diese    conjugirten   Durchmesser   die   drei   Axen   sin 
so  heissen  die  Grössen 


f  Hn.M  '  H  n.oo  ' 


A 
Bau  '      ^         Ba22  '      ^         Bazz 
die  Längen  der  Halhaxen  der  Fläche  2^^  Ordnumg. 

Man  erhält  sie,  wenn  an  die  Stelle  von 
II  II  II 

«11  ,      «22  ,      «33 

die  drei  (reellen)  Wurzeln  von  J(ß)  =  0  gesetzt  werden;  siehe  obe 

Bei  dem  reellen  Ellipsoid  schneiden  die  drei  Axen  die  Fläc, 
in  reellen  Funkten  und  die  Abstände  des  Mittelpunkts  von  dieSi 
Schnittxmnkten  sind  die  Halbaxen  des  Ellipsoids.  Bei  einem  l 
liebigen  Ellipsoid  sind  die  drei  Halbaxen  ungleich,  bei  de 
Rotationsellipsoid  sind  zwei  von  ihnen,  bei  der  Kugel  alle  drei  gleit 

Bei  dem  einschaligen  Hyperboloid  schneiden  nur  zwei  d 
Axen  die  Fläche  in  reellen  Funkten  und  die  Abstände  des  Ce 
trums  von  den  Schnittpunkten  fallen  mit  den  Längen  zweier  Hai 
axen  zusammen. 

Bei  dem  zweischaligen  Hyperboloid  trifft  nur  eine  der  Ax 
die  Fläche  in  reellen  Funkten  und  der  Abstand  des  Centrums  Vi 
einem  der  Schnittpunkte  fällt  mit  der  Länge  einer  Halbaxe  zusamim 

Die  Axen,  welche  die  Hyperboloide  in  reellen  Punkt' 
schneiden,  heissen  transversal. 

Die  Ebene 

schneidet  die  Fläche  2^^^  Ordnung  in  einer  Ellipse,  Hyperbel  od 
Farabel,  je  nachdem  die  Grösse 

etil    <  Ct-ia  1  «10  ,  Ui 


G  = 


"11  i  "'IS  ?  "^IS  »  "1 
«21  5  ^22  ?  %3  '  ^2 
^81  >       ^82  ?       ^33  ?       "^S 


**1    ?       ^*2    ?       ^31       ^ 

negativ,  positiv  oder  Null  ist. 


§  2.    Kreis schnittebenen  und  Nabelpunkte. 
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Ztcei  parallele  Ebenen  schneiden  die  Fläche  in  Kegelschnitten 
selben  Art. 

Durch  jede  Axe  der  Fläche  2'^^^  Ordnung  gehen  zivei  (reelle 

r  imaginäre)  Ebenen  von  der  Beschaffenheit,   dass  sie  selbst 

1  die  zu  ihnen  parallelen  Ebenen  die  Fläche  in  Kreisen  schnei- 

:  diese  Ebenen  heissen  Kreisschnittebenen;  sie  liefern  die  so- 

iiannten  Kreisschnitte  der  Fläche  2*®'"  Ordnung. 

Die  beiden  Kreisschnittebenen  durch  eine  jede  Axe  liegen 
immetrisch  in  Bezug  auf  jede  Hauptebene. 

Von  den  sechs  Systemen  von  Kreisschnittebenen  sind  nur 
cei  reell. 

In  jedem  System  von  Kreisschnittebenen  gibt  es  immer 
vei  Tangentialebenen,  deren  Berührungspunkte  mit  der  Fläche 
reis-  oder  NabelpunMe  oder  Umbilicus  der  Fläche  genannt 
erden.     Salmon-Fiedler,  3.  Aufl.,   1,  S.  122. 

Von  den  zwölf  Nabelpunkten  sind  höchstens  vier  reell. 

Die  zwölf  Nabelpunkte  liegen  zu  je  dreien  auf  acht  imaginären 
raden  der  Fläche  2^^  Ordnung. 

Die  zwölf  Nabelpunkte  einer  Mittelpunktsfläche  (centralen 
lache)  liegen  zu  je  vieren  in  den  drei  Hauptebenen. 

Zivei  Kreisschnitte,  die  zu  jedem  de^'  beiden  Systeme  von 
j-eisschnittebenen  gehören,  die  derselben  Axe  der  Fläche  ent- 
orechen,  liegen  immer  auf  einer  und  derselben  Kugel. 

Bei  den  Umdrehung sflächen  reduciren  sich  die  beiden  Systeme 
Her  Kreisschnittebenen  auf  das  System  der  Parallelkreise. 

Die  analytische  Bedingung,  damit  eine  Ebene  die  Kreisschnitt- 
hene  einer  Fläche  2^^  Ordnung  sei,  ist  durch  zwei  der  Gleichu/ngen 


G^n 

0^22 

ö^«« 

G,s    _ 

_    ^31      _ 

^12 

■ffn 

^22 

^ss 

-^28 

-S^i 

H,, 

egeben,  worin  die  Gij  die  algebraischen  Adjungirten  der  Elemente 
^"r  Determinante  G  und  die  Hij  die  analogen  algebraischen  Ad- 


igirten  der  Elemente  der  Determinante 


H  = 


1,  cos  (12),  cos  (13), 
cos  (21),  1,  cos  (23), 
cos  (31),  cos  (32),    1, 


u. 


Uc 


Uo 


Ui 


u. 


0 


"15  "'2  7  "'S  5 

'd  wnd  unter  cos  (12),  cos  (13),  ...  die  Cosinus   der   Winkel 
^erstanden  tverden,  welche  die  Coordinatenaxen  miteinander  machen. 

8* 
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Bei  emem  reellen  ElUpsoid  mit  drei  ungleichen  Äxen 

CC^  11^  z^ 

-^+^  +  ^2  =  1,     {a>h>c) 

gehen  die  reellen  Kreisschnittehenen  durch  die  Äxe  von  mittler 
Länge  (h). 

Die  Coordinaten  der  vier  reellen  NahelpunJcte  sind 


±^y^^^^  0'  i^y, 


b'  —  c' 


Bei  dem  einschaligen  Hyperboloid  sind  die  beiden  Systei 
reeller  Kreisschnittebenen  der  grösseren  der  beiden  Transversa 
axen  parallel,  und  die  Nabelpunkte  si/nd  sämmtlich  imaginär. 

Bei  dem  zweischaligen  Hyperboloid  smd  die  beiden  Syste 
reeller  Kreisschnittebenen  der  längsten  nicht  transversalen  A 
parallel,  und  die  vier  JSfabelpunMe  si/nd  reell. 

Ist    -2  —  fg 2  ""=  1    ^*ö    Gleichung    des    zweischali( 

Hyperboloids  und  b^  c,  so  sind  die  Coordinaten  der  vier  reel 
Nabelpunhte 


±«K^:.  0,  ±cyi 


• 

Der  Kegel  hat  zwei  Systeme  reeller  Kreisschnittebenen, 
identisch  mit  denen    der    einschaligen  oder  zweischaligen  Hyi 
boloide  sind,  deren  Asymptotenkegel  er  ist. 

Ein  elliptisches  Paraboloid  hat  zwei  Systeme  reeller  Kr 
schnittebenen;  sie  sind  den  grösseren  Äxen  der  zur  Äxe  S( 
rechten  Schnitte  parallel;   zivei  Nabelpunkte  sind  reell  und  dh 


\Q>'-c'),  0,  ±^yc\i^-c') 

bestimmt,  wenn 

|t  +  ^2  —  ^  =  0 ,     (5  >  c) 

die  Gleichung  des  Paraboloids  ist.     Die  reellen  Kreisschnittebi 
sind  den  beiden  Ebenen 

parallel. 

In  einem  hyperbolischen  Paraboloid  sind  die  beiden  Syst 
reeller  Kreisschnittebenen   den    beiden  Ebenen,    die   wir   in 
Directricen  genannt  haben,  parallel;  die  Kreise  degeneriren  in 
im  Endlichen  und  eine  im  Unendlichen  liegende  Gerade. 
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.2 


u          z 
Wenn  j-^ 2  —  x  ^  0  die  Gleichung  des  hyperbolischen 

rdböloids  ist,  so  sind  die  beiden  Systeme  vo^i  Kreisschnittebenen 
n  beiden  Ebenen 


b         c  ~"     '       b  ~^  c 


„     .     0,  1  +  ^=0 

allel. 


§  3.    Focale  Eigenschaften  der  Flächen  2*^^^  Ordnung. 

Der  Ort  der  Punkte,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  die  von 

'en  einer  centralen  Fläche  3^^^  Ordnung  umschriebenen  Kegel 

iutationskegel  sind,  besteht  aus  drei  in  den  drei  Hauptebenen  der 

'^läche  2^^  Ordnung  liegenden  Kegelschnitten;  jeder  Kegelschnitt 

at  dieselben  Brennpu/nMe,  wie  der  Schnitt  der  Hauptebene  mit 

ler  Fläche.     Diese  Kegelschnitte  heissen  focal,  ihre  Punkte  sind 

iie    BrennpumTite    (Focus,    FocalpuMkte)    der    centralen    Fläche 

2ter  Ordnung. 

Die  Focalkegelschnitte  gehen  durch  die  vier  in  ihrer  Ebene 
'legenden  NabelpunMe. 

Ein  Ellipsoid  oder  Hyperboloid  lässt  im  Allgemeinen    eine 

eile)  focale  Ellipse  und  eine  focale  Hyperbel  su,  welche  in  den 

'leiden  Hauptebenen  liegen,  die  durch  die  längste  Transversälaxe  gehen. 

Die  beiden  Brennpunkte  eines  Focälkegelscjinitts  sind  die 
Scheitel  eines  anderen  Focalkegelschnitts. 

Die  Focalkegelschnitte  der  Kegel  <S*®^  Grads  reduciren  sich 
'f  drei  Paare  von  Geraden;  nur  zwei  von  diesen  Geraden  sind  reell. 

Für  jeden  Kegel  2^^^  Grads  existiren  zwei  reelle  Gerade 
(Focallinien)  derart,  dass  durch  jede  von  ihnen  unendlich  viele 
Paare  conjugirter  auf  einander  senkrechter  Ebenen  gehen.  Ist  er 
ein  Botationskegel ,  so  fallen  die  beiden  Focalgeraden  mit  der 
Botationsaxe  zusammen. 

Jeder  Schnitt  des  Kegels  mit  einer  auf  einer  Focalgeraden 
senkrechten  Ebene  hat  den  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  der  Ehene 
zum  Brennpunkt. 

Die  Focalgeraden  des  Asymptotenkegels  einer  Mittelpurnkts- 
fläche  sind  die  Asymptoten  der  Focalkegelschnitte  dieser  Fläche. 

Bei  einem  Paraboloid  besteht  der  Ort  aller  Punkte,  die  so 
beschaffen  sind,  dass  der  von  ihnen  der  Fläche  umschriebene  Kegel 
ein  Botationskegel  ist,  aus  ziuei  Focalparabeln ,  tv eiche  in  den 
zwei  Hauptebenen  liegen,  dieselbe  Axe,  wie  das  Paraboloid,  haben, 
ihre    Oeffnungen    nach    entgegengesetzten    Bichtungen    kehren    und 
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die  nämlichen  Brennpunlcte  besitzen,  tvie  die  beiden  durch  die 
zwei  Hauptebenen  in  dem  Paraboloid  erzeugten  Parabeln. 

Die  Focalparaheln  liegen  bei  dem  Paraboloid  derart,  dass 
der  Brennpmikt  der  einen  der  Scheitel  der  anderen  ist. 

Die  Parameter  der  beiden  Focalparabeln  sind  einander 
und  der  Differenz  der  Parameter  der  beiden  durch  die  Haupt- 
ebenen erzeugten  Parabeln  gleich. 

1.  Für  das  reelle  Ellipsoid 

^  4-  ^'  _i_  f"  _  1 

mit  den  Halbaxen  a'^b  ^  c  sind  die  drei  FocalkegelschniUe: 
X  =  0,     2  _  ,2  -| — a  _    .,  =  —  1  (eine  imaginäre  Ellipse), 

y  =  ^>  ^2_  52  —  i¥z:rc^-  =  1  C^*^^  Hyperbel), 
z  =  0,     3 g  -j-  jY^ — ^  =  1  (eine  reelle  Ellipse). 

2.  Für  das  imaginäre  Ellipsoid 

OC  IJ  z^ 

^  +  1?  +  ^  =  —  1,   (a>b>c) 
sind  die  FocaTkegelschnitte: 


y_ I ^ 

_  52  -r  ^2_ 

z^  x^ 


rr  =  0,     2  _  , g  -| — g— — 2^  ==  1   (eine  reelle  Ellipse), 


y  =  ^'  W^zr^^  ~~  a^  —  b^  ^  -^  ^^*^'^  Hyperbel), 

x^  v^ 

z  =  0,      g  _ — 2  -f-  .  2  _ — 2  =  ^ —  1  (eine  imaginäre  Ellipse). 

3.  Für  das  einschalige  Hyperboloid 

sind  die  Focalkegelschnitte: 

-\ — g-y- — 3  ==  —  1  (eine  imaginäre  Ellipse), 
ci   — j~  c 

z' 


y 

0, 
n 

r 

«2 

^2 

b'' 

a» 

a?ä 

ft^ 

^-TT^  =  1   Ce^^^e  Hyperbel), 
„2_l_^2  +  p^T^  =  1  ^^^"^^^  *'^^^^^  Ellipse). 


§  3.    iocale  üiigenschatten  der  i<  lachen  2.  U.  liy 

A.  Für  das  ziveisclialige  Hyperboloid 

9  9  9 

id  sie: 

=  0,  -^-  ,    -^.  -j — ^— i — ?  =  —  1   (eine  imaginäre  Ellipse), 

a^  -{-  0^    *    a^  -\-  c  ^ 

/y.2  vi 

=  0 ,     ^   ,    ^^  4-  T^ ^  =  1  (eine  reelle  Ellipse), 

a^  -\-  b^    '    h-  —  c-  ^ 

=  ^'   ^2^c2  —  p^T^  ==  ^  ^^*^^  Hyperhel). 

5.  jPwr  c?m  reellen  Kegel 

7?(^  <?ie  heiden  reellen  Focalgeraden: 

9                                                       9 
^  ^"^ ^"  pw 

2/  —  ^^    a^  _  6'^         &2_^c2~'^' 

6.  l^wr  ein  (elliptisches  oder  hyperbolisches)  Paraboloid,  dessen 
Miung 

pif  -\-  ciz^  —  x  =  0,  (p^  q) 

■^,  in  welcher  p,  q  bei  dem  elliptischen  Paraboloid  dasselbe  und 
•ei  dem  hyperbolischen  verschiedene  Vorzeichen  haben,  sind  dit 
ieiden  Focalparabeln 


h 


y 


Die  Botationsaxen  der,  von  den  Brennpunkten  aus,  der  Fläche 
2**""  Ordnung  umschriebenen  Kegel  berühren  die  FocalJcegelschnitte. 

Die  Tangenten  an  die  Focalkegelschnitte  sind  Gerade,  durch 
welche  unendlich  viele  Paare  von  Ebenen  gehen,  die  in  Bezug 
auf  die  Fläche  2^^^  Ordnung  conjugirt  sind  und  aufeinander 
senkrecht  stehen. 

Die  in  dem  Berührungspunkt  auf  einer  Tangente  an  einen 
Focalkegelschnitt  senkrecht  stehende  Ebene  schneidet  die  Fläche 
«2*^^  Ordnung  in  einem  Kegelschnitt,  der  den  Berührungspunkt 
zum  Brennpunkt  und  eine  auf  der  Ebene  des  Focalkegelschnitts 
senkrechte  Gerade  zur  Directrix  hat. 

Wemi  man  von  einem  beliebigen  Punkt  aus  das  Loth  auf 
fVw  Polarebene  dieses  Punkts  in  Bezug  auf  die  Fläche  2^^^  Ord- 
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nung  fällt,  so  sind  die  ScJinitte  des  LotJis  tmd  der  Ebene  mi 
einer  Hauptebene  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  den  in  diese] 
Hauptebene  liegenden  FocalJcegelscJinitt. 

Hie  Schnitte  einer  Berührungsebene  an  die  Fläche  2^^^  Ord 
nung  und  der  Normalen  mit  einer  Hauptebene  sind  Polare  um 
Pol  in  Bezug  auf  den  Focalkegelschnitt. 

Has  Product  der  Abstände  einer  Berührungsebene  an  di 
Fläche  ^^^^  Ordnung  von  den  beiden  Pu/nMen  eines  Focalkegel 
Schnitts,  in  tvelchen  die  Tangenten  der  Ebene  parallel  sind,  bleib 
constant. 

Wenn  das  Ellipsoid 

^  +  p-  +  ^T=l,(^>^>c) 

gegeben  ist,  so  stellt  die  Gleichung 


in  tvelcher  X  ein  beliebiger  Parameter  ist,  eine  dem  gegebene 
Ellipsoid  confocäle  Fläche  2^^^  Ordnung  dar,  d.  h.  eine  soläh 
welche  dieselben  FocalJcegelschnitte  hat. 

Da  man  X  auf  unendlich  viele  Arten  variiren  kann,  so  gil 
es  eine  einfach  unendliche  Menge  von  Flächen  2*^^"  Ordnung,  d 
der  gegebenen  confocal  sind. 

Hurch  jeden  Punkt  des  Baums  gehen  drei  solche  Fläche 
^ter  Ordnung,  nämlich  ei/n  Ellipsoid,  eiM  einschaliges  und  ein  zive 
schäliges  Hyperboloid,  welche  sich  in  dem  gemeinschaftlichen  Puv 
rechtwinklig  sehn eiden . 

Die  drei  Werthe  von  A,  welche  den  drei  durch  einen  g« 
gebenen  Punkt  gehenden  confocalen  Flächen  2*®'"  Ordnung  en 
sprechen,  kann  man  zu  Coordinaten  des  Punkts  wählen;  s 
heissen  elliptische  Coordinaten. 

§  4.    Die  metrisclieii  Eigenschaften  der  Pläclien  2*^^^  Orc 
nung.     Gleichseitige  Flächen  2*^"^  Ordnung. 

Bei  dem  Ellipsoid  ist  das  Product  des  Normalen segment 
welches  zwischen  dem  Ellipsoid  und  einer  Hauptebene  enthalti 
ist,  mit  dem  Abstand  des  Centrums  von  der  Berührung sebei 
constant;  dieses  Product  ist  dem  Quadrat  des  auf  der  Berührung 
ebene  senkrechten  Halbmessers  gleich. 

In  jedem  Ellipsoid  ist  die  Summe  der  Quadrate  dreier  co 
jugirter  Halbmesser  constant. 
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Das  Volumen  des  über  drei  conjugirten  Halbmessern  con- 
'ruirten  Farallelepipedons  bleibt  constant. 

Ebenso  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Projectionen  dreier 
»njugirter  Halbmesser  auf  eine  Gerade  oder  Ebene  constant. 

In  einem  elliptischen  Paraboloid  bleibt  die  Summe  der  Haupt- 
(irameter  zweier  beliebiger  conjugirter  HiametralscJmitte  constant. 
Ici  dem  hyperbolischen  Paraboloid  dagegen  ist  die  Differenz  dieser 
'arameter  constant 

Bei  einem  elliptischen  Paraboloid  ist  der  Ort  der  Spitzen  der 
inschriebenen    dreifach    rechtwinkligen   Dreiflache    eine   zur   Axe 
ilirechte  Ebene,  die  vom  Scheitel  um  die  Grösse 

r-  +  c^ 
4 
ibsteld.,  wenn 


r 

b^     '     c 


,2 


+  72  —  •«  =  0, 


vie  geu'öhnlich,  die  Gleichung  des  Paraboloids  darstellt. 

Für  das  Ellipsoid  ist  derselbe  Ort   eine  mit  dem  Ellipsoid 
entrische  Kugel,  deren  Madius 


i 


ya^  +  &2  _j-  c^ 


ist,  icenn  a,  b,  c  die  Halbaxen  des  Ellipsoids  bezeichnen.  Für 
jede  andere  Mittelpunkts  fläche  ist  diesem'  Ort  stets  eine  Kugel 
(Monge). 

Wenn  in  einem  einschaligen  Hyperboloid  eine  auf  einer 
Geraden  des  Hyperboloids  senkrechte  Ebene  die  Fläche  in  einer 
gleichseitigen  (rectangulären)  Hyperbel  schneidet,  so  treffen  auch 
alle  andere  solche  Ebenen  die  Fläche  in  gleichseitigen  Hyperbeln. 

Dieses  Hyperboloid  heisst  gleichseitig;  Vogt,  Crelle,  86. 

Wenn  in  einem  einschaligen  Hyperboloid  einer  ihm  an- 
gehangen Geraden  ztvei  andere  aufeinander  umd  auf  der  ersteren 
senkrechte,  und  ebenfalls  der  Fläche  angehörige  Gerade  desselben 
Systems  entsprechen,  so  gilt  dasselbe  für  alle  Gerade  und  das 
flypcrboloid  ist  gleichseitig. 

Ein  einschaliges  Hyperboloid  ist  gleichseitig,  wenn  D  =  0  ist- 
Vergl.  §  2. 

Lautet  daher  seine  Gleichung,  wie  gewöhnlich. 


a'  ^  b-         c" 
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SO  ist  die  Bedingung,  damit  es  gleichseitig  sei, 
^  =  ^  +  ^  —  ^  =  0. 

Wenn  ein  durch  einen  Kegel  3^^  Grads  senkrecht  zu  den 
Erzeugenden  geführter  Schnitt  eine  gleichseitige  Hgperhel  ist,  so 
gilt  dasselbe  für  alle  senkrecht  zu  den  Erzeugenden  geführten 
Schnitte;  der  Kegel  heisst  alsdann  gleichseitig. 

Bei  einem  gleichseitigen  Kegel  entsprechen  jeder  Erzeugenden 
zwei  andere,  die  auf  einander  und  auf  der  ersteren  senlcrecht 
stehen. 

Ein  Kegel  ist  gleichseitig,  wenn  D  =  0  ist. 

Wenn  in  einem  ztv eischaligen  Hyperholoid  ein  auf  eine) 
Asymptote  (einer  Erzeugenden  des  Asymptotenkegels)  senkrechtem 
Schnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  so  gilt  dasselbe  für  alle  ähn- 
lichen Schnitte. 

Das  Hyperboloid  heisst  dann  gleichseitig. 

In  jedem  gleichseitigen  ziv eischaligen  Hyperboloid  entspreche) 
jeder  Asymptote  zivei  andere,  die  aufeinander  und  auf  der  erste) 
senkrecht  stehen. 

Das  zweischalige  Hyperboloid  ist  gleichseitig,  wenn  D  ==0  ist 

Für  ein  elliptisches  Paraboloid  kann  D  nicht  Null  sein. 

Ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist  gleichseitig,  wenn  dit 
beiden  Directrix-Ebenen  senkrecht  aufeinander  stehen. 

Soll  ein  hyperbolisches  Paraboloid  gleichseitig  sein,  so  mus, 
D  =  0  sein. 

Bei  einem  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid  ist  jedCt 
senkrecht  zur  Axe  geführte  Schnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

lieber  eine  andere  einfache  Gattung  von  Flächen  2*®'"  Ord 
nung,  nämlich  die  sogenannten  orthogonalen  Hyperboloide,  vergl 
Schröter,   Grelle,  85. 


§  5.    Flächenbüschel  und  Flächennetze  2*^^^  Ordnung. 

Sind  zwei  Flächen  2*^'  Ordnung  (2*«'*  Klasse)  f  =  0,f  =  Oh 
Punktcoordinaten  (Ebenencoordinaten)  gegeben,  so  heisst  das  durcl 

f+ir  =  o 

dargestellte  System  von  Flächen  ein  Flächenbüschel  ^*"  Ordnung 
(eine  Flächenschar  2^^^  Klasse). 

Alle  Flächen  des  Büschels  schneiden  sich  in  einer  Baum 
curve  4*®'  Grdnwig  (Grundcurve,  Durchdringungs-,  BurchschniUb 
curve). 
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Alle  Flächen  eines  Büschels  ^*®'*  Ordnung  werden  von  einer 
,bene  in  einem  Büschel  von  Kegelschnitten  und  von  einer  Geraden 
)  einem  Büschel  von  Gruppen  zweier  Punkte  d.  h.  in  Paaren  von 
ivolutorisch  conjugirten  Punkten  geschnitten. 

Durch    einen  Punkt   des  Baums   geht   im  Allgemeinen  nur 

oe  Fläche  des  Büschels;  es  gibt  zwei  Flächen  2^^"^  Ordnwng 

es  Büschels,  welche  eine  gegebene  Gerade,  und  drei  Flächen  des 

Büschels,  die  eine  gegebene  Ebene  berühren.     Näheres  findet  man 

a  der  Tabelle  in  Kap.  15,  §  4. 

Die  Polarebenen  eines  Pimkts  P  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
'^^^  Ordnung  des  Büschels  gehen  durch  eine  feste  Gerade^ p  und 
iJden  mithin  ein  Ebenenbüschel.  Die  Gerade  p  heisst  zu  P  con- 
igirt  in  Bezug  auf  das  Flächenbüschel. 

Die  Büschel  der  Polar  ebenen  ziveier  Punkte  P,  P'  sind  pro- 
rctiv  zueinander. 

Die  reciproken  Geraden  einer  Geraden  in  Bezug  auf  alle 
\  Flächen  2'^^^  Ordnung  eines  Büschels  sind  die  Erzeugetiden  eines 
\  ^Hyperboloids,  dessen  zweites  System  von  Erzeugenden  aus  den 
dien  Punkten  der  gegebenen  Geraden  conjugirten  Geraden  hesteht. 
l^_  Die  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  2^^^  Ord- 
IIH^  ei^es  Büschels  liegen  auf  einer  cubischen  Baumcurve. 
Daraus  folgt: 

Die  Mittelpunkte  aller  Flächen  2^^^  Ordnung  eines  Büschels 
liegen  auf  einer  cubischen  Baumcurve;  in  jedem  Büschel  gibt  es 
im  Allgemeinen  drei  Paraboloide,  von  welchen  ivenigstens  eines 
reell  ist. 

In  einem  Flächenbüschel  2^^^  Ordnung  existiren  im  All- 
gemeinen vier  Kegel. 

Alle  Flächen  2^^^  Ordnung  eines  Büschels  haben  ein  Polar- 
tetraeder gemeinschaftlich,  dessen  Ecken  die  Spitzen  der  vier  dem 
Büschel  angehörigen  Kegel  sind. 

Eine  eingehende  Untersuchung  betreffs  der  in  dem  Flächen- 
büschel enthaltenen  Kegel  erfordert  Betrachtungen  aus  der  Weier- 
strass'schen  Theorie  der  Elementartheiler,  Bepert.  1,  S.  328; 
vergl.  Clebsch -Lindemann,  Anal.  Geom.  des  Baumes,  Bd.  2. 


Sind   drei   Flächen    2*^^^  Ordnung   f=0,    f=0,    f'=0 
gegeben,  welche  keinem  Büschel  angehören,  so  bilden  alle  durch 

dargestellten  Flächen  ein  sogenanntes  Flächennetz  oder  Flächen- 
biindel  2^^'  Ordnung;    Salmon-Fiedler,  3.  Aufl.,   1,  S.  165 
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Alle  FläcJien  2^^^  Ordnung  eines  Netzes  haben  acht  PunUi 
gemeinschaftlich  (die  Grimd{punlite  oder  Basispunkte  des  Netzes) 

Jede  Ebene  wird  von  unendlich  vielen  Flächen  2^^^  Ordnun(, 
eines  Netzes  berührt;  die  Berührung spimkte  liegen  auf  einer  all 
gemeinen  Curve  3^^^  Ordnung. 

Alle  durch  sieben  Punkte  des  Baums  gehende  Flächen  2^ 
Ordnu/ng  gehen    auch  durch   einen   u/nd  denselben  achten  Pwnki 

Die  acht  GrundpunMe  eines  Flächennetzes  2^^^  Ordnung  be 
sitzen  die  Eigenschaft,  dass  die  durch  sechs  von  ihnen  bestimmt 
cubische  Baumcurve  die  Verbindungsgerade  der  beiden  anderen  zu 
Secante  hat. 

Die  Polarebenen  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  alle  Fläche» 
2'^^  Ordnung  eines  Netzes  gehen  durch  denselben  Punkt  (den  h 
Bezug  auf  das  Netz  zu  P  conjugirten  Punkt). 

Der  Ort  des  Pols  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
2^^  Ordnung  eines  Netzes  ist  eine  allgemeine  Fläche  3^^^  Ordnum 
auf  tuelcher  auch  die  in  Bezug  auf  das  Netz  conjugirten  Punkt 
aller  Punkte  der  Ebene  liegen. 

Unter  den  Flächen  des  Netzes  gibt  es  unendlich  viele,  di 
sich  auf  Kegel  reduciren;  der  Ort  ihrer  Spitzen  ist  eine  Curv 
6^^^  Ordnung;  auf  dieser  Curve  liegen  auch  alle  unendlich  viele 
Punkte,  deren  Polar  ebenen  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Netzt 
sämmtlich  durch  eine  Gerade  gehen. 


Die  alten  Geometer  hatten  die  verschiedenen  Flächen  2*®^  Orc 
nung  nicht  systematisch  in  Classen  geordnet;  die  erste  Class; 
fication  verdankt  man  Euler,  Introductio  in  anal,  infin.,  174^ 
Die  Lehre  von  diesen  Flächen  machte  in  der  ersten  Hälfte  dt 
19.  Jahrhunderts  in  Folge  der  Leistungen  der  Mathematiker  d( 
französischen  Schule,  Monge,  Hachette,  Lacroix,  Eine 
Leroy,  Poncelet,  Chasles  grosse  Fortschritte.  Die  Foca 
kegelschnitte  hat  Dupin,  Corr.  J^c.  polyt.,  2  gefunden  und  dar 
haben  sie  Steiner,  Grelle,  1  und  Chasles,  Aperguhist.,  Note  3 
studirt. 

Von  dem  Standpunkt  der  projectiven  Geometrie  waren  fi 
die  Theorie  der  Flächen  2*^^  Ordnung  die  Monographien  vc 
Hesse,  Grelle^  18,  20,  26,  etc.;  Seidewitz,  Grunerfs  Are 
7,  8,  9,  10;  Sturm,  Grelle,  70,  99, ^tc.  grundlegend,  zu  weicht 
noch  die  Werke  von  Staudt,  siehe  oben;  Reye,  Geom.  d 
Lage  und  von  Anderen  hinzukommen. 

Ein    umfangreiches    Verzeichniss    von    Arbeiten    über    tl 
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'lachen  2*®''  Ordnung  findet  man  in  dem  Buch  Loria's,  übers, 
on  Schütte,  Die  hauptsäcJiUcJisten Theorien  der  Geometrie  etc.,p.  32. 
Tergl.  auch  E.  Kötter,  Die  EntwicMung  der  synthetischen  Geo- 
netrie;  Jahresher.  der  deutsch.  MathematiJcerver. ,  1898,  von  der 
)is  jetzt  nur  ein  Heft  erschienen  ist. 

Von  dem  Gesichtspunkt  der  analytischen  Geometrie  aus  wurden 
liese  Flächen  von  Salmon-Fiedler,  1.  c,  Hesse,  Vorlesungen 
'(her  analytische  Geometrie  des  Baumes,  Leipzig,  1876,  Baltzer, 

l  [.  c,  D'Ovidio,   1.  c.    und    in    dem    2*®^   Band    der    Clebsch- 

»  Lindemann'schen  Geometrie^  Leipzig,  1891  behandelt;  Schröter 
geht  in  seinem  umfangreichen  Werk:  Theorie  der  Oberflächen  ^*®'" 

l  Ordnung  und  der  Haumcurven  3^^^  Ordnung,  Leipzig,  1880  von 

[synthetischem  Standpunkt  aus. 

\  Die  descriptive  Geometrie  der  Flächen  2*®^  Ordnung  findet 

man  bei  Fiedler,  Die  darstellende  Geometrie,  Leipzig,  1.  Thl. 

1 11883,  2.  Thl.  1885,  3.  Thl.  1888  behandelt. 

Am  Schluss  des  D' 0 vidi o 'sehen  Werkes  werden  die  Mathe- 
matiker angegeben,  welche  die  Hauptsätze  dieser  Theorie  ent- 
deckt haben. 

Die  Focaleigenschaften  sind  in  dem  neueren  Buch  von 
Staude,  die  Focaleigenschaften  der  Flächen  2^^^  Ordnung,  Leipzig, 
1896  dargesteUt. 

Was  die  Theorie  der  quadratischen  quatemären  Formen 
angeht,  so  verweisen  wir  auf  die  Bemerkungen  in  Bd.  1, 
Kap.  12,  §  19. 


Kapitel  V. 
Allgemeine  Theorie  der  ebenen  algebraischen  Curven. 

§  1.    Allgemeines.     Singulare  Punkte.     Die  Plüeker'sclien 
Formeln.     Die  Discriminante. 

Der  Ort  von  Punkten,  welcher  analytisch  durch  eine  alge- 
braische Gleichung  n^^  Grads  zwischen  zwei  Cartesischen  oder 
drei  homogenen  Coordinaten  eines  Punkts  der  Ebene  dargestellt 
wird,  ist  eine  ebene  Curve  n^^^  Ordnung.  Die  Curve  i*®'  Ordnmig 
ist  die  Gerade. 

Die  Tangente  an  eine  ebene  Curve  ist  die  Grenzlage  der 
Geraden,  welche  zwei  unbegrenzt  nahe  Punkte  der  Curve  ver- 
bindet. 

Correlativ  ist  die  Enveloppe  der  Geraden,  welche  durch 
eine  algebraische  Gleichung  n^^^  Grads  zwischen  den  Geraden- 
coordinaten  der  Ebene  dargestellt  werden,  eine  Enveloppen- Curve 
w*^'  Classe.     Die  Enveloppe  1^^  Classe  ist  der  Punkt. 

Der  Punkt  einer  Enveloppen  -  Curve  ist  die  Grenzlage  des 
Schnitts  zweier  unendlich  naher  Tangenten. 

Die  Curven  oder  Enveloppen ,  deren  Gleichungen  nicht  in 
ganze  Factoren  zerfallen,  heissen  einfach,  unzerlegbar  oder  irre- 
ducihel. 

Jede  ebene  Curve  n^^  Ordnung  ivird  von  einer  beliebigen 
Geraden  der  Ebene  immer  in  n  reellen  oder  imaginären  Punkten 
geschnitten. 

Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  immer  n  (reelle  oder 
imaginäre)  Gerade,  welche  eine  Enveloppen-Curve  n^^  Classe  be- 
rühren. 

Zivei  Ckrven  von  den  Ordnungen  n^,  n^  haben  im  All- 
gemeinen n^n^  (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  und  zivei  Enve- 
loppen von  den  Classen  n^,  n^  haben  n^n^  Tangenten  gemein- 
schaftlich. 
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Sind  willMrlich   in  der  Ebene  r Punkte  gegeben,  so 

M  es  im  Allgemeinen  eine  und  nur  eine  Curve  n^^^  Ordnung, 
dcJie  durch  sie  geht,  und  correlativ. 

Ein  PunJct  einer  Curve  lieisst  r-fach  oder  vielfach  von  der 
Ordnung  r,  wenn  die  Curve  r-mal  durch  ihn  geht;  die  Curve 
at  daher  in  diesem  Punkt  r  Tangenten;  sind  diese  sämmtlich 
erschieden,  so  wird  der  Punkt  ein  gewöhnlicher  r-f acher  Punkt 
enannt.  Eine  Tangente  heisst  r-fach,  wenn  sie  die  Enveloppen- 
urve  ?'-mal  berührt  und  mithin  r  Berührungspunkte  besitzt;  sind 
lese  verschieden,  so  sagt  man,  sie  sei  eine  gewöhnliche  r- fache 
'angente. 

Wenn  eine  Curve  n^^^  Ordnung  einen  n- fachen  Purnkt  hat, 
0  ist  sie  nichts  Anderes,  als  die  Gesammtheit  von  n  Geraden, 
lie  von  diesem  Punkt  ausgehen. 

Eine  einfache  Curve  n^^  Ordnung  kann  ausser  einem  (n  —  1)- 
achen  Punkt  nicht  auch  noch  einen  Doppelpunkt  haben. 

Eine    einfache    Curve   n^^^   Ordnung    kann   nicht   mehr    als 

^r^^ Doppelpunkte  haben. 

Wenn    eine    einfache   Curve  n^^^  Ordnung  geivöhnliche   viel- 
e  Punkte  von  den  Ordnungen  r^,  r^,  . . .,  r^  hat,  so  ist 

'^  ^jirj—l)        (,n  -  1)  (n  -  2) 
X,  2  ^  2 

Zu  allen  diesen  Theoremen  lassen  sich  correlative  Sätze 
aufstellen. 

Die  sämmtlichen  unendlich  vielen  Curven  n^^^  Ordnung,  die 
durch 

|w  (^  +  3)  —  1 
gegebene  Punkte  gehen,  gehen  auch  durch 

andere  durch  die  gegebenen  Punkte  bestimmte  Punkte. 

Wenn  von  den  n^  gemeinschaftlichen  Punkten  ztveier  Curven 
n^^^  Ordnung  nm,  (m  <C  n)  auf  einer  Curve  m*®'"  Ordnu/ng  liegen, 
so  gehören  die  n(n  —  w)  übrigen  Punkte  einer  Curve  von  der 
Ordnung  n  —  m  an. 

Die  grösste  Anzahl  von  Punkten,  die  man  willkürlich  auf 
einer  Curve  m^^^  Ordnung  annehmen  kann,  %venn  eine  einfache 
Curve  n^^^  Ordnung  (n  >  m)  durch  sie  gelegt  werden  soll,  beträgt: 
nm  —  ^{m —  1)  (m —  2),  {das  JacobVsche  Theorem,  Grelle,  15). 
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Alle  Curven  n^^^  Ordnung,  tv eiche  durch  nm  —  h  Punkt > 
einer  Curve  m*^^  Ordnung  und  durch 

ni^n  —  rn)  —  h' 

Funide  einer  Curve  (n  —  w)*^^  Ordnung  gelegt  werden,  schneidet 
die  erste  Curve  in  anderen  h  festen  Punkten  und  die  ziveite  i) 
anderen  U  festen  Punkten.    Das  Plücker'^ohQ  Theorem,  Theori 
der  algebraischen  Curven,  Bonn,  1839,  p.  11. 
Jede  Curve  n^^^  Ordnung,  die  durch 

nm  —  ^-(m  —  l)  (m  —  2) 

Punkte  einer  zweiten  Curve  m^^^  Ordnung  geht  (m  <  n),  schneidi 
diese  auch  noch  in  anderen  ^(m  —  l)(m  —  2)  festen  Punkte) 
Jede  heliehige  Curve  n^^^  Ordnung,  die  durch 

mm'  —  \{m  -\-  m'  —  n  —  1)  {m  -\-  m'  —  n  —  2) 

Schnittpunkte  zweier  Curven  von  den  Ordnungen  m,  m'  gelegt  wir 
(wobei  m  soivohl  als  m'  nicht  grösser  als  n  sind),  geht  auch  durc 
alle  übrigen  diesen  Curven  gemeinschaftliche  Punkte.  Das  Cayley 
sehe  Theorem,  Cambr.  Math.  Journ.,  3,  1843. 

Wenn  in  den  Punkten,  in  welchen  eine  Curve  n^^^  Ordnu/n 
von  einer  Geraden  geschnitten  wird,  die  Tangenten  an  die  Cun 
gezogen  werden,  so  schneiden  sie  die  Curve  noch  in  andere 
n(n  —  2)  Punkten,  die  auf  einer  Curve  (n  —  2)*®'"  Ordnur» 
liegen  (Poncelet). 

Ein  namentlich  für  die  sogenannte  Geometrie  auf  eint 
algebraischen  Curve  (vergl.  §  4)  wichtiges  Theorem  ist  di 
Noether'sche: 

Es  mögen  zivei  Curven  (p  =  0,  i^  ==  0  vorliegen;  eiru 
ihrer  Schnittpunkte  P-  sei  mehrfach  von  der  Ordnung  q^  für 
und  der  Ordnung  r-  für  tp ;  es  sei  ferner  q-  ^  r^  und  f  ==  0  eil 
Curve,  welche  durch  jeden  der  Schnittpunkte  von  cp  und  ip  gei 
und  in  P^  einen  mehrfachen  Punkt  von  der  Ordnung  q^  +  r^  — 
hat;  alsdann  lässt  sich  die  Gleichung  dieser  Curve  itnmer 
der  Form 

f=  A(p  +  Bip  =  0 

ausdrücken,  ivorin  A  ==  0,  B  =  0  sivei  andere  Curven  von  cn 
sprechender  Ordnung  darstellen. 

Damit  man  f  diese  Gestalt  geben  könne,  ist  es  jedoch  nic> 
nöthig,  dass  f  in  P^  einen  mehrfachen  Punkt  von  der  Ordnm 
^i  ~f"  *\-  —  ^  habe;  dagegen  muss  P^  für  f  mehrfach  tcenigstei 
von    der    Ordnung    q-    (der    kleineren    der    beiden    Ordnun/jet 
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'm;  in  dem  letzteren  Fall  müssen  zwischen  den  Coefficienten  der 
ickung  f=0  lineare  JRelationen  bestehen. 
üeber  diesen  Satz  siehe  Noether,  Math.  Ann.,  6,  p.  352; 
Lalphen,  Bull,  de  la  Soc.  math.,  5;  Bacharach,  Math.  Ann., 
6;  Voss,  ib.,  27;  Cayley,  ib.,  30;  Stickelberger,  ib.,  id.; 
Toether,  ib.,  id.;  Zeuthen,  ib.,  31;  Guccia,  Compt.  Bend., 
888:  Bertini,  Math.  Ann.,  34,  35;  Eend.  Ist.  Lomb.,  ("2),  24, 
891  und  Andere.  Wir  verweisen  auch  auf  die  Geom.  von 
'leb  seh -Linde  mann. 

Ein  h-f acher  Punkt  kann  als  die  Vereinigimg  von 

Doppelpunkten  und  eine  k- fache  Tangente  als  die  Vereinigung  vmi 

-~ — -  Doppeltangenten  angesehen  werden. 

Eine  Tangente  an  eine  Curve  n^^  Ordnung  hat  ausser  dem 
krührungspunkt  noch  andere  n  —  2  Funkte  mit  der  Curve  ge- 
idnschaftlich ;  von  einem  Punkt  einer  Curve  n^^^  Classe  aus  lassen 
ich  an  die  Curve  ausser  der  in  diesem  Punkt  berülirenden 
^angente  noch  n  —  2  andere  Tangenten  an  die  Curve  giehen. 

Die  beiden  Tangenten  in  einem  Doppelpunkt  können  reell 
itid  verschieden  oder  imaginär  sein  oder  zusammenfallen.  In 
lem  zweiten  Fall  erhält  man  den  sogenannten  isolirten  Doppel- 
punkt, in  dem  dritten  den  Bückkehr-,  Cuspidal-  oder  stationären 
^wnkt  (Spitze). 

Die  Tangente  in  dem  Cuspidalpunkt  (die  ^uspidaltangente) 
ählt  für  drei  der  Tangenten,  die  sich  von  diesem  Punkt  aus  an 
lie  Curve  ziehen  lassen. 

Correlativ  zu  dem  Cuspidalpunkt  nennt  man  eine  Wende-, 
^nflexions-  oder  stationäre  Tangente  an  die  Curve  eine  solche, 
velche  die  Curve  noch  in  w  —  3  anderen  Punkten  schneidet, 
leren  Berührungspunkt  also  als  Vereinigung  von  drei  unendlich 
iahen  Punkten  anzusehen  ist.  Ein  solcher  Berührungspunkt 
leisst  Inflexionspunkt  (Wendepunkt)  der  Curve.  Die  Inflexions- 
angente  kann  als  eine  Doppeltangente  aufgefasst  werden,  deren 
Berührungspunkte  zusammenfallen;  bei  dieser  Anschauungsweise 
nuss  man  jedoch  die  Curve  als  Enveloppe  von  Tangenten  be- 
rachten. 

^Die  vielfachen  Punkte  und  vielfachen  Tangenten  heissen  im 
\  Ä.llgemeinen  singulare  Punkte  u/nd  Tang  enteil. 

Es  ist  jedoch  zu  beachten,   dass  ein  Doppelpunkt  oder  ein 
v-zuspidalpunkt  nur  dann  als  Singularität  anzusehen  ist,  wenn  die 
Curve  als  Ort  von  Punkten  und  nicht   als  Enveloppe  von  Tan- 
jas cai,  Repertoriiim.  II.  9 
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genten  betrachtet  wird,  weil  in  dem  letzteren  Fall  jede  Enve- 
loppe  immer  eine  gewisse  Anzahl  von  Doppelpunkten  besitzt 
Ebenso  ist  eine  Doppel-  oder  eine  Inflexionstangente  nur  danr 
eine  Singularität ,  wenn  die  Curve  als  Enveloppe  und  nicht  aL 
Punktort  aufgefasst  wird. 


^  Es  sei  n  die  Ordnung  einer  Curve,  v  ihre  Classe,  d  di( 
Anzahl  der  Doppelpunkte,  r  die  Anzahl  der  Kückkehr-  ode: 
Cuspidalpunkte,  r  die  der  Doppeltangenten  und  i  die  Anzahl  de 
Wendetangenten. 

Alsdann  bestellen  zivisclien  diesen  Zahlen  vier  hemerltenswerth 
Delationen,  welche  die  PlücJc  er 'sehen  Formeln  (Grelle,  12)  gt 
nannt  iverden: 

V  =  n(n  —  1)  —  2d  —  3r, 

n  =  v(v  —  1)  —  2r  —  3  t, 
i  =  3n(w  —  2)  —  ^d  —  8r, 
r  =  3v(v  —  2)  —  6r  —  8t. 

Aus  diesen  Formeln,  von  welchen  jede  die  Folge  der  dvi 
übrigen  ist,  ergeben  sich  die  iveiteren  Beziehungen: 

3(v  —  n)  =  L  —  r, 

(n  —  1)  (n  —  2)  ,  (v  —  1)  {v  —  2) 

^__ d  —  r  = —T  —  L. 

Bei  einer  allgemeinen  Ort- Curve,  d.  h.  einer  solchen  oht 
Doppel-  und  Cuspidalpu/nJcte  wird  die  Classe,  die  Anzahl  di 
Inflexions-  und  der  Boppeltangenten  durch  die  Relationen 

V  =  n(n  —  1), 

t  =  3  w  (w  —  2), 

T  =  :^nln  —  2)  («^  —  9) 

bestimmt  und  correlativ. 

Sind  d  DoppelpunMe  und  r  Cuspidalpunkte  vorhanden, 
ist  die  Anzahl  der  Boppeltangenten 

r  =  \n{n  —  2)  {n^  —  9)  —  {2d  +  3r)  [w(n  —  l)  —  6]  -| 

+  2d{d  —  1)  +  ~r{r  —  l)  +  ^dr. 

Führt  man    den  Begriff   des    sogenannten  Geschlechts   ein 
Curve,    Riemann,    Grelle,    54;    Clebsch,  ib.,  63,  64    ein, 
nehmen  die  Plück  er 'sehen  Formeln  eine  andere  Gestalt  an. 
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Man  setze 

(n  —  1)  (n  —  2) 
p  == ~ —  d — r 

—  2  ZI. 

Die  Zahl  p  wird  alsdann  das  Geschlecht  der  Ort-Curve  und 

1er  Enveloppen-Curve  genannt.     Sie  stellt  die  Differenz  zwischen 

r  grössten  Anzahl  von  Doppel-  und  Cuspidalpunlcten  dar,  welche 

lle  Ort-Curve,  ohne  zu  zerfallen,  haben  kann,  und  der  Anzahl 

Jieser  Punkte,  welche  sie  wirklich  hat; 

oder:  die  Differenz  zwischen  der  Summe  der  grössten  Anzahl 
'II  Doppel-  und   Wendetangenten',  welche   die  Enveloppen-Curve 
haben  kann,  und  der  Anzahl  der  wirklich  vorhandenen. 
Die  Plücker'schen  Formeln  werden  dann: 
2p  —  2  =  v-j-r  —  2n, 
=  n  -\-  L  —  2  V;, 
=  n{n  —  ^)  —  2{d-\-r),       . 
=  v(v  — 3)  — 2(t  +  t). 

In  den  Plücker'schen  Formeln  wird  zwischen  reellen  und 
imaginären  singulären  Punkten  und  Tangenten  kein  Unterschied 
gemacht.  Es  besteht  jedoch  auch  zwischen  den  reellen  Singu- 
laritäten eine  Relation.  Siehe  darüber  Klein,  Math.  Ann.,  10, 
Perrin,  Bull,  de  la  soc.  math.,  6. 

Das  Geschlecht  p  kann  für  eine  einfache  Curve  nur  Null 
oder  positiv  sein. 

Eine  Curve  vom  Geschlecht  Null  heisst  rational  oder  uni- 
cursal  (Cayley);  die  Coordinaten  ihrer  Punkte  lassen  sich  als 
rationale  Funktionen  eines  Parameters  ausdrücken.  Sie  hat 
^(n  —  1)  (w  —  2)  Doppel-  und  Cuspidalpunkte. 

Von  den  ^(n — l)  (^  —  2)  Doppel-  und  Cuspidalpunkten 
einer  Curve  vom  Geschlecht  Nidl  können  höchstens  |  (n  —  2) 
Cuspidalpunkte  sein. 

Der  Begriff  „Geschlecht"  wm^de  von  Riemann,  1.  c.  ein- 
geführt und  von  Clebsch,  1.  c.  auf  die  Geometrie  angewendet. 
Cayley  gebraucht  statt  des  Ausdrucks  „Geschlecht"  das  Wort 
■Defecf,  London  math.  soc,  1865. 


In  Bezug  auf  die  Form  einer  Curve,  d.  h.  die  durch  ihre 
sämmtlichen  reellen  Punkte  gebildete  Figur  sind  einige  Grund- 
begriffe die  folgenden:  Eine  Curve  kann  aus  verschiedenen  Zügen. 
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bestehen,  wobei  unter  einem  Zuge  einer  Curve  die  Gesammtheit 
aller  reellen  Punkte  dieser  Curve  verstanden  wird,  die  derart 
sind,  dass  man  continuiiiich  mit  Einschluss  des  Durchgangs 
durch  die  Unendlichkeit  von  dem  einen  Punkt  zu  dem  anderen 
gelangen  kann;  so  bilden  z.  B.  die  beiden  Theile  einer  Hyperbel 
nach  unserer  Anschauung  nur  einefi  Zug. 

Ein  Zug  einer  Curve  Imnn  paar  oder  unpaar  sein,  je 
nachdem  er  von  einer  Geraden  in  einer  geraden  oder  ungeraden 
Anzahl  von  reellen  Punkten  geschnitten  wird.  Ein  unpaarer 
Zug  lässt  sich  durch  Deformation  einer  Geraden  und  ein  paarer 
Zug  durch  Deformation  eines  Kegelschnitts  ergeugen. 

Zwei  unpaar e  Züge  schneiden  sich  immer;  daraus  folgt: 

Eine  Curve  ohne  DoppelpunMe  kann  höchstens  nur  einm 
unpaar en  Zug  enthalten;  und  speciell: 

Eine  Curve  ohne  DoppelpunMe  und  von  ungerader  Ordnung 
enthält  immer  einen  unpaar  en  Zug;  ist  sie  dagegen  von  geradet 
Ordnung,  so  enthält  sie  heinen  solchen  Zug. 

Diese  Unterscheidungen  stammen  von  Staudt,  Geom.  dei 
Lage,  Nürnberg  1847;  siehe  auch  Klein,  Math.  Ann.,  6;  Zeuthen 
ib.,  7;  u.  s.  w. 

Eine  Curve  vom  Geschlecht  p  hann  nicht  mehr  als  p  -{-  } 
Züge  haben;  trenn  (n  —  1)  (^  —  2)  gleich  oder  grösser  als  j 
ist,  so  existiren  immer  Curven  n^^^  Ordnung,  die  p  -j-  1  Zug 
haben,  Harnack,  Math.  Ann.,  10.  Vergl.  Hubert,  lieber  di 
reellen  Züge  algebraischer  Curven,  Math.  Ann.,  38. 


Wir  wollen  jetzt  einige  Formeln  mittheilen,  die  der  ana 
lytischen  Geometrie  der  algebraischen  ebenen  Curven  zu  Grund 
liegen. 

Wir  nehmen  an,  die  Gleichung  der  Curve  sei  entweder  i 
Cartesischen  oder  in  projectiven  homogenen  Coordinaten  gegebei 

In  dem  ersten  Fall  setzen  wir  voraus,  alle  Terme  voi 
Grad  Null,  eins,  zwei,  ...  in  den  Coordinaten  seien  zusammei 
gefasst  und  die  Gleichung  habe  mithin  die  Gestalt 

f  =  ^0  +  %  +  %  H h  ^n  =  0) 

worin  im  Allgemeinen  u^  ein  ganzer  homogener  Ausdruck  in  de 
beiden  Coordinaten  x  und  g  ist. 

In  dem  zweiten  Fall  nennen  wir  die  drei  homogenen  C( 
ordinaten  x^,  x^,  x^\  wir  können  dann  die  Gleichung  in  die  For 

f  =  UqX^  +  Wi^^S  ~  ^  H h  w^^  =  0 
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ider  bei  Anwendung  der  Principien  der  Symbolik  der  ternären 
Formen  (siehe  Bd.  1,  Kap.  12)  in   die  symbolische  Form 

f  =  ajc  =  Oj;  =  Cx  =  '  •  •  =  0     bnngen. 

Ist  %  =  0 ,  so  geht  die  Curve  (in  dem  ersten  Fall)  durch 
den  Coordinatenanfang  oder  (in  dem  ziveiten  Fall)  durch  die 
Ecke  (xi  =  0,  x^  ==  O)  des  Fundamentaldreiecks  der  Coordinaten. 

In  diesem  Fall  stellt  die  Gleichung  u^  =  0  die  Tangente  in 
diesem  Punkt  (dem  Coordinatenanfang  hez.  der  Breiecksecke)  dar. 

Ist  Uq  =  0,  u^  =  0,  so  ist  derselbe  Funkt  ein  Doppelpunkt 
für  die  Curve  f;  die  beiden  Tangenten  in  diesem  Doppelpunkt 
smd  durch  U2  =  0  gegeben.  Ist  u^  ein  vollständiges  Quadrat, 
ohne  dass  seine  Basis,  d.  h.  Yu^  ein  rationcder  Factor  von  u^  ist, 

so  wird  der  nämliche  Punkt  eine  Spitze;  ist  dagegen  yu^  ein  ratio- 
naler Factor  von  u^,  so  ist  der  Punkt  kein  Cuspiddlpunkt  in  dem 
eigentlichen  Sinn,  sondern  ein  Punkt,  in  dem  die  Curve  sich  selbst 
berührt  (ein  Selbstberührungspunkt,  tacnodo,  close-point) ,  welcher 
als  die  Vereinigung  zweier  Doppelpunkte  zu  betrachten  ist;  in 
diesem  Fall  hat  die  Tangente  vier  unendlich  nahe  gelegene  Schnitt- 
punkte mit  der  Curve  gemeinschaftlich  und  nicht  nur  drei,  uie  bei 
dem  Cuspiddlpunkt. 

Wenn  im  Allgemeinen  Uq  =  u^  =  --  -  =  u^  —  i  =  0  ist,  so 
wird  der  Coordinatenanfang  ein  r-f acher  Punkt  von  f=0,  und 
die  in  ihm  an  die  Curve  gezogenen  r  Tangenten  sind  durch 
u^  =  0  bestimmt. 

Liegt  ein  Doppelpunkt  vor,  so  müssen  die  drei  Derivirten 
von  f  nach  x^,  x^,  x^  Null  sein,  d.  h.  die  Coordinaten  des  Doppel- 
punkts müssen  den  drei  Gleichungen 

n  —  1  n  —  1  n  —  1  ^ 

ax      a^  ==  a^      a^  =  a^      a^  =  0     genügen. 
Eliminirt  man  die  x  aus  den   drei   Gleichungen,   so   ergibt 
sich  eine  Gleichung 

B  =  0, 

tvorin  R  eine  invariante  Bildung  der  Coefficienten  der  Gleichung 
der  Curve  ist. 

Diese  Invariante  heisst  Discriminante  der  Curve.  Ihr  Ver- 
schivinden  ist  die  nothivendige  und  ausreichende  Bedingung  dafür, 
dass  f  einen  Doppelpunkt  habe. 


Abgesehen  von  älteren  speciellen  Arbeiten  sind  die  ersten 
systematischen  Forschimgen  über  die  allgemeine  Theorie  der 
Curven  in  der  Introductio  in  anal,  infin.  von  Euler,   1748  und 
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der  Introduction  ä  Vanal.  des  lignes  courhes  älgehr.,  Genevae  1750 
von  Gramer  enthalten.  Euler,  Sur  une  contradiction  ap2Mrente 
dans  la  dodrine  des  courl)es,  Berl.  Ak.,  1748  verdankt  man 
auch  die  Erklärung  des  scheinbaren  Widerspruchs,  dass  zwei 
Curven  n^^^  Ordnung  sich  in  einer  grösseren  Anzahl  von  Punkten 
schneiden,  als  zur  Bestimmung  einer  der  Curven  nöthig  sind. 

Auf  sie  folgten,  wenn  man  von  Lame,  Gergonne  etc. 
absieht,  die  sehr  wichtigen  Arbeiten  Plücker's:  System  der  analijt. 
Geom.,  Berlin  1835;  Die  Theorie  der  algebraischen  Curven,  1839 
und  andere  Abhandlungen  desselben  Autors  in  dem  Journ.  de 
LiouvUle,  1834,  1837,  in  denen  Plücker  die  berühmten  Formeln 
entwickelte,  die  seinen  Namen  führen. 

Für  die  Lehre  von  den  singulären  Punkten  sind  von  Be- 
deutung: Puiseux,  Journ.  de  Liouville,  1850;  Cayley,  Quart. 
Journ.,  7,  11;  Crelle,  64,  etc.;  Halphen,  Mem.  des  sav.  etrang., 
26;   Compt.  rend.,  78,  80;  Stolz,  Math.  Ann.,  8,  etc. 

Eine  grundlegende  Arbeit  über  die  allgemeine  Theorie  der 
Curven  war  die  Introduzione  a  una  teoria  geometrica  delle  curue 
piane  von  Cremona,  Bologna  1862,  auch  in  Bologna,  Äcc.  Mem., 
12,  1861,  deutsch  von  M.  Curtze,  separate  Ausg.  1865.  Alle 
Hauptresultate  findet  man  systematisch  geordnet  und  auch  auf 
analytische  Art  entwickelt  in  den  bekannten  Büchern  von  Sal- 
mon,  Treatise  on  the  higher  plane  curves,  das  in  verschiedene 
Sprachen  übersetzt  wurde  (vergl.  das  Namenregister),  und  von 
Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie.  In  den 
folgenden  Paragraphen  werden  wir  weitere  historische  und 
literarische  Angaben  in  Bezug  auf  die  dort  behandelten  Gegen- 
stände machen. 


§  2.    Die  Theorie  der  Polarität.     Covariante  Curven. 
Wenn  eine  symbolisch  durch 

f  =  a^  =  l)l  =  •  • '  =  ^     (siehe  Bd.  1,  Kap.  12) 
dargestellte  Curve  gegeben  ist,  so  heissen  die  durch 

n  —  1         ^ 

0/x      ay  —  u , 

n  —  2        9  r\ 

«X         «y     =  0, 


n —  1  ^ 


^x^^y 
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irgestellten  Curven  bez.  die  erste,  zweite,  .  .  .  Polare  des  Pols  y 

Bezug    auf   die    gegebene    Curve.     Die    linken    Seiten   dieser 

'ichungen  ergeben  sich,  wenn  man  auf  f  ein-,  zwei-,  •  •  •  mal 

!!  sogenannten  Polarenprocess  ausübt,  der  in  unserem  Fall  (in 

.  lu    ternären    Gebiet)    bis    auf    einen    Zahlenfactor    durch    das 

vmbol 

*  _d ,        _d_ ,        ^d_ 

argestellt  wird  (siehe  Bd.  1,  p.  263,  264). 

Wenn  von  dem  Fmikt  y  aus  eine  Gerade  gezogen  ivird, 
reiche  die  Curve  in  n  Punkten  schneidet,  so  trifft  diese  Gerade 
He  erste,  zweite,  . . .  Polare  von  y  in  den  harmonischen  Mittel- 
punkten (n  —  l)*®^  {n  —  2)*®'',  . . .  Ordnung  von  y  in  Bezug  auf 
iie  Gruppe  der  n  Schnittpunkte. 

Diese  Eigenschaft  könnte  man  der  Definition  der  Polarcurven 
Grunde  legen. 

Wenn  der  Punkt  y  auf  der  r*®^  Polaren  von  z  liegt,  so  ist 
i  auf  der  (n  —  r)*®^  Polaren  von  y  gelegen. 

Liegt  der  Pol  y  auf  der  gegebenen  Curve,  so  gehen  seine 
sämmtlichen  Polarcurven  durch  ihn  und  berühren  in  ihm  die  ge- 
gebene Curve. 

Die  (n  —  l)*®  Polare  (Polargerade)  eines  Punkts,  tv  eich  er 
der  Fundamentalcurve  angehört,  ist  die  Tangente  in  diesem  Pwnkt. 

Die  n(n  —  l)  Punkte,  in  denen  die  erste  Polare  eines 
Punkts  y  die  gegebene  Curve  schneidet,  sind  die  Berührumgspunkte 
der  von  y  an  die  gegebene  Curve  gezogenen  Tangenten. 

Ein  r-f acher  Punkt  der  Fundamentalcurve  ist  vielfach  von 
der  Ordnung  r  —  s  für  die  s^^  Polare  eines  beliebigen  Pols. 

Wenn  eine  Curve  in  eine  Gerade  und  in  eine  andere  Curve 
{n  —  l)*^'^  Ordnung  zerfällt,  so  besteht  die  erste  Polare  eines 
Punkts  der  Geraden  aus  dieser  Geraden  und  der  ersten  Polaren 
im  Bezug  auf  die  Curve  (fi  —  ly^^  Ordnung. 

Die  r*®  Polare  eines  Punkts  0^  in  Bezug  auf  die  s*®  Polare 
eines  Punkts  0,  fällt  mit  der  s*^^  Polare  von  0^  bez.  der  r*^'' 
Polaren  von  0^.  zusammen. 

Wenn  die  Fundamentalcurve  einen  Doppelpunkt  D  hat,  so 
geht  die  erste  Polare  eines  willkürlichen  Pols  0  durch  D  u/nd  hat 
dort  die  in  Bezug  auf  die  beiden  Tangenten  im  Doppelpunkt  mit 
DO  harmonisch  conjugirte  Gerade  zur  Tangente.  Ist  der  Doppel- 
punkt ein  Cuspidalpunkt,  so  ist  die  Tangente  an  die  erste  Polare 
die  Cuspidaltangente  seihst. 
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Die  ersten  Polaren  aller  Pmikte  einer  Geraden  hilden  ein 
Büschel  von  Curven  mit  denselben  (n  —  l)^  Grundpunkten. 

Der  Polarkegelschnitt  eines  Doppelpunkts  zerfällt  in  mei 
Gerade,  ivelche  die  beiden  Tangenten  im  Doppelpwnkt  sind. 

Der  Polarkegelschnitt  eines  Inflexionspunkts  zerfällt  in  zwei 
Gerade,  von  denen  die  eine  die  Inflexionstangente  ist. 

Wenn  ein  Punkt  der  Fundamentalcurve  das  System  zweier 
Geraden  zum  Polarkegelschnitt  hat,  so  ist  er  entiveder  ein  Doppel- 
oder ein  Inßexionspunkt  der  Fundamentalcurve. 

Wenn  der  Pol  eine  Curve  m^^  Ordnung  durchläuft,  so  hüllt 
die  Polargerade  eine  Curve  m{n  —  l)*®'^  Classe  ein. 

Auf  jeder  Geraden  gibt  es  2(n  —  2)  Punkte,  deren  erste 
Polaren  von  der  Geraden  berührt  werden;  die  Polarkegelschnitte 
der  Berührungspunkte  berüliren  diese  Gerade. 

Ein  Pol,  der  mit  n  Punkten  einer  Curve  n^^^  Ordnung  in 
einer  Geraden  liegt,  hat  die  nämliche  Polarg  er  ade  in  Bezug  auf 
die  Curve  und  in  Bezug  auf  das  System  der  n  Tangenten  in  den 
n  Punkten. 

Die  Polargerade  eines  in  einer  bestimmten  Richtung  un- 
endlich fernen  Punkts  heisst  Durchmesser  der  Curve  n^^^  Ordnung. 

Jeder  Durchmesser  ist  der  Ort  der  Centren  der  mittleren 
Abstände  (vergl.  Kap.  2,  §  2)  aller  Systeme  van  n  Punkten,  die 
auf  der  Curve  durch  ein  System^,  paralleler  Sehnen  ausgeschnitten 
(Verden. 

Betrachtet  man  die  Curve  als  Enveloppe  v^^^  Classe,  so  heisst 
der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden   Centrum. 

Das  Centrum  ist  die  Enveloppe  (als  Punkt)  der  Geraden,  weicht 
parallel  zu  einem  System  von  v  einander  parallelen  Tangenten  an 
die  Curve  sind,  wenn  diese  Geraden  durch  das  Centrum  der 
mittleren  Abstände  der  v  Punkte  gelegt  ic erden,  iv eiche  die  v  Tan- 
genten auf  einer  zu  Hinen  senkrechten  Geraden  bestimmen. 

Wenn  von  einem  Punkt  0  zwei  Gerade  gezogen  werden, 
welche  die  Curve  in  den  Punkten 

schneiden,  so  ist  das   Verhältniss 

OP,  ...  OR^ 

OS^  ...  os^ 

constant,  wie  man  auch  den  Punkt  0  wählen  mag,  wenn  nur  du 
Bichtung  der  beiden  Transversalen  dieselbe  bleibt.  Das  Newton'- 
sehe  Theorem,  Enum.  lin.  tertii  ordinis,  London  1711. 
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Man  habe  ein  Polygon  ABC  ...^  dessen  Seiten  eine  Curve 
*^^  Ordnung  in  n  Punkten  schneiden;  bezeichnet  man  mit  {B\y 
3)2  die  Producte  der  von  B  bis  zu  den  n  Punkten  gerechneten, 
"i.  auf  den  Seiten  BC,  BA  entstehenden  Segmente,  mit  (0)^, 
7)2  die  analogen  Producte  etc.,  so  besteht  die  Belation 

IS  Carnofsche  Theorem,  Geom.  de  position,  p.  437. 

Wenn  auf  jeder  durch  einen  Punkt  0  gezogenen  Geraden, 
dche  die  Curve  in  B^,  B^,  . .  ,  B^  schneidet^  ein  Funkt  B  der- 
H  bestimmt  wird,  dass 


oi,  oder  dass 


OB         OB^    '    OB^ 


^  [ob      ob.)      ^ 


nrd,  so  ist  der  Ort  von  B  eine  Gerade.  Bas  Cotes'sche  Theorem, 
larmonia  mensurarum,  Cambridge  1722.  Diese  Gerade  ist  die 
Mare  von  0. 

Aehnlich  gilt  der  Satz:  Der  Bolarkegelschnitt  des  Punkts  0 
f  der  Ort  eines  Punkts  B,  welcher  der  Belation  genügt: 

^  \0B  ~~  ob:)  \öb  ~  Wb)  ^  ^'  ^*^' 

ij 

Man  ziehe  durch  einen  Punkt  0  eine  Gerade,  welche  die 
Wve  in  n  Punkten  schneidet  und  lege  durch  diese  n  Punkte 
ie  Tangenten  an  die  Curve;  ivenn  dann  durch  0  eine  beliebige 
mdere  Transversale  gezogen  wird,  welche  die  Curve  in  B^,  . . .,  B^ 
md  die  'Tangenten  in  r^ ,  . . . ,  r^  trifft,  so  ist 

n  n 

^  jYjz^  =   x^TTT  (^^^  Maclaurin' sehe  Theorem). 


Wir  führen  jetzt  drei  wichtige  covariante  Curven  ein,  die 
esse' sehe,  St  ein  er 'sehe  oder  Kerncurve  und  die  Cayley'sche. 

Der  Ort  der  Doppelpunkte  der  ersten  Polaren  der  Punkte 
ier  Ebene  ist  die  Hesse'sc/;e  und  der  Ort  der  Punkte,  deren 
3rste  Polaren  einen  Doppelpunkt  haben,  die  Steiner'sc/^e  Curve. 
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Die  PtmJite  dieser  beiden  Curven  entsprechen  sich  ein-eindeuUc 
Die  Enveloppe  der  Geraden,  die  einen  Punkt  der  Steiner 
sehen  mit  dem  entsprechenden  Punkt  der  Hesse'schen  Curv 
verbinden,  ist  schliesslich  die  C&jlej'sche  Curve. 

Wenn  in  symbolischer  Bezeichnung  (vergl.  Bd.  1,  Kap.  12 

r  =  «a;  =  Ox  =  Ca;  ==  •  •  •  =  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Curve  ist,  so  lautet  die  Gleichm 
der  Hesse' sehen: 

/     ^     \9    n  —  2,«  —  2    n  —  2  ^^ 

{aocyax      Ox      Cx       ==  0, 
oder  wenn    fij  =  -^ — ^—gesetzt  ivird: 


/ 11 '  / 12  '  /l3 
/21'  /22'  /23 
fsi>       132'       /33 


=  0. 


Die  Gleichung  der  Steiner'schen  Curve  erhält  man  dai 
durch  Elimination  von  x  aus  den  drei  Gleichungen 

n  —  2  ^ 

n—2  f. 

n  —  2  p, 

ajc      aya^  =  0. 

Die  hier  folgende  Zusammenstellung  gibt  die  Werthe  < 
Plücker'schen  Zahlen  (Ordnung,  Classe,  etc.)  für  diese  d: 
Curven  an. 

Es  wird  vorausgesetzt,  die  gegebene  Curve  sei  allgeme: 
d.  h.  besitze  keine  Doppel-  und  Cuspidalpunkte,  und  sie  sei  v 
der  Ordnung  n. 

I.    Die  Hesse'sche  Curve. 

Geschlecht  =  ^(3n  —  7)  (3w  —  8), 

Ordnung  =  '6(n  —  2), 

Classe  ==  3(m  — 2)  (3w  — 7), 

Doppelpunkte       =  0, 

Cuspidalpunkte     =  0, 

Doppeltangenten  =r  f  (w  —  l)  {n  —  2)  {n  —  3)  (3w  —  8), 

Wendetangenten  =  9(w  —  2)  (3w  — 8). 
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II.  Die  Steiner'sche  Curve. 

aecht  =  i('6n  —  7)  (3w  —  8), 

img  =  ^{n  —  2)^, 

=  3(w  —  1)  (m  —  2), 
,)elpunkte       =  |(w  —  2)  [n  —  3)  (3^2^  —  9^?  —  5), 
(  pidalpunkte    ==  12(w  —  2)  (w  —  3), 
]  )peltangenteii  =  -|(w  —  2)  (w  —  3)  (3w^  —  3??  —  8), 
'  ndetangenten  =  3(w  —  2)  (jkn  —  9). 

III.  Die  Cayley'sche  Curve. 

'  schlecht  =  ^(3>^  —  7)  (3w  —  8) , 

j  :iiiung  =  3(m  —  2)  {bn  —  11), 

i  Lsse  =  3(«  —  1)  {n  —  2)^ 

:  ppelpunkte       =  f  (w  —  2)  {pn  —  13)  {hn^  —  19w  +  16), 

spidalpunkte    =  18(>!  —  2)  (2w  —  5), 

•ppeltangenten  ==  ^{n  —  2)^  (n^  —  2n  —  1), 

endetangenten  =  0. 

Wenn  die  gegebene  Curve  Doppel-  und  Cuspidalpunkte  hat, 
sind  an  dieser  Tabelle  Aenderungen  vorzunehmen. 

Für  w  =  3  verlieren  die  Formeln  für  die  Cayley'sche  Curve 
i'B  Gültigkeit;  in  diesem  Fall  sind  die  Hesse'sche  und  Steiner'- 
he  Curve  eine  und  dieselbe  Curve  3*®''  Ordnung,  die  Cayley'sche 
>  statt  von  der  6*«^  Classe  nur  von  der  3*"^  statt  12*^^  nur 
''"  Ordnung  und  hat  anstatt  18   Cuspidalpunkte  nur  9. 

Von  der  Hesse'schen,  Steiner'schen  und  Cayley'schen  Curve 
ssen  sich  verschiedene  Definitionen  geben,  die  ebenso  vielen 
•ecifischen  Eigenschaften  entsprechen. 

Die  Hesse'scJie  Curve  einer  Curve  ist: 

a)  der  Ort  eines  Punkts,  in  ivelcliem  sich  sivei  (und  mithin 
nendlich  viele)  erste  Polaren  berühr en; 

b)  der  Ort  der  Boppelpmikte  der  ersten  Polaren; 

c)  der  Ort  eines  Pols,  dessen  PolarJcegelschnitt  in  ztvei 
er  ade  verfällt; 

d)  der  Ort  eines  Pols,  dessen  Polargeraden  in  Bezug  auf 
ie  ersten  Polaren  der  Curve  sich  in  demselben  Punkt  treffen. 

Die  Steiner'sche  Curve  einer  Curve  ist: 
a)  der  Ort  der  Pole  der  ersten  mit  Doppelpunkten  versehenen 
klaren: 
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b)  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  Paare  von  Geraden,  wdci 
PolarTcegelscJinitte  darstellen ; 

c)  die  Enveloppe  der  Polargeraden  der  Pmikte  der  Hessi 
sehen  Curve; 

d)  der  Ort  der  Punkte,  deren  erste  Polaren  die  Hesse' so 
Curve  berühren; 

e)  I>er  Ort  eines  Punkts,  in  welchem  sich  die  Polargeradi 
eines  um,d  desselben  Pols  in  Bezug  auf  die  ersten  Polaren  d 
Fundamentalcurve  schneiden. 

Die  Cayley'sche  Curve  einer  Curve  ist: 

a)  die  Enveloppe  der  Geraden,  welche  die  sich  entspreche 
den  Pumkte  der  Hesse' sehen  und  Steiner' sehen  Curve  verbinde 

b)  die  Enveloppe  der  in  den  Berührungspunkten  der  erst 
Polaren  gemeinschaftlichen  Tangenten. 

In  einem  Doppelpunkt  der  Fundamentalcurve  hat  auch  c 
Hesse' sehe  Curve  einen  9oppelpu/nkt  mit  denselben  Tangenten. 

In    einem    Cuspidälpunkt    der    Fundamentalcurve    hat    i 
Hesse'sche   Curve    einen   dreifachen  Punkt  und  zivei   ihrer  7 
berühren  die  Cuspidaltangente;  in  diesem  Pumkt  sind  acht  Seh 
punkte  der  Curve  mit  der  Hesse' sehen  als  vereinigt  zu  betradi 

Die  Hesse'sche  Curve  geht  durch  die  Inflexionspunkte  < 
Fundamentalcurve. 

Die  Steiner'sche  soivohl  als  die  Cayley'sche  Curve  berüln 
die  Inflexionstangenten  der  Fundamentalcurve. 

Die  Hesse'sche  Curve  berührt  in  jedem  beliebigen  ihrer  Pv 
die  ziveite  Polare  des  entsprechenden  Punkts  der  Steiner'i^^ 
Curve. 

Die  Tangente  in  einem  Punkt  0  der  Hesse'schen  Curv' 
die  harmonische  Conjugirte   der  Geraden,  welche  0  mit  dem  < 
sprechenden  Punkt  0'  der  Steiner' sehen  Curve  verbindet,  in  B< 
auf  die  beiden  Geraden,  iv eiche  die  erste  Polare  von  Of  in 
Doppelpunkt  berühren;  und   die  Tangente  in  0'  an  die  Steii 
sehe  Curve  ist  die  harmonische  Conjugirte  von  Of  0  in  Bezug  ( 
die   beiden   Geraden,   in  welche  der  Polarkegelschnitt  von  0 
generirt. 

Die  Anfänge  der  Polarentheorie  finden  sich  in  den  Arbei 
von  Newton,  Gramer  und  Anderen  über  die  geradlinigen  i 
krummlinigen  Durchmesser  der  Curven.  Bobillier  verda 
man  allgemeinere  Begriffe,  Ann.  de  Gergonne,  18,  19,  18 
Auf  ihn  folgten  Plücker,  Grelle,  5;  Grassmann,  Grelle,  .' 
De    Jonquieres,    Journ.    de  Liouville,    1857;    Caylej,    P 
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s\,  148.  Später  legte  Cremona  in  seiner  citirten  Intro- 
i  lune  die  Polarentheorie  der  ganzen  Lehre  von  den  Curven 
5  Ginind. 

Die  Hesse'sche  Curve  wurde  von  Hesse,  Cr  eile,  28,  41 
i  geführt  und  erhielt  ihren  Namen  von  Sylvester,  Phil.  Trans., 
!  3;  die  Steiner'sche  rührt  von  Steiner,  Grelle,  47  her  und 
;  rde  von  Cremona,  Intr.,  so  benannt,  während  Steiner  selbst 
i  Kerncurve  nannte;  die  Cayley'sche  Curve,  von  Cayley  für 
i  Curven  dritter  Ordnung  eingeführt,  PMlosopJiical  transactions 
I  fhe  Boyal  society  of  London,  Vol.  147,  1857  ==  Coli.  Math. 
[  p.,  2,  p.  381,  wurde  von  Steiner,  Crelle,  47  studirt.  Wichtig 
die  Clebsch'sche  Arbeit,  Crelle,  64  über  die  Steiner'sche 
rve. 

Viele  Autoren  haben  den  Versuch  gemacht,  den  Satz  zu 
I  weisen,  dass  bei  der  Hess  ersehen  Curve,  welche  einer  all- 
»mm  Curve  entspricht,  die  singulären  Punkte  fehlen.  Cremona 
bm  ihn  als  Postulat  an;  Geiser,  Ann.  di  mat.,  9  bewies  ihn 
•  die  Curven  4*®'"  Ordnung.  Andere  hierher  gehörige  Arbeiten 
Ä  von  Del  Pezzo,  Bend.  Napoli,  1883;  Brill,  Math.  Ann., 
;  Segre,  Bend.  Lincei,  1895;  etc. 


§  3.    Lineare  Systeme  ebener  Curven. 

Wenn  a^  =  0 ,  ?>J  =  0 ,  •  •  •  die  Gleichungen  von  Iv  -{-  1 
enen  Curven  n^^^  Ordnung  sind,  so  bildet  das  durch 

hal  -\-  hl)l-\ =  0 

irgestellte  System,  worin  1^,1^,-"  willkürliche  Iz -\-  1  Para- 
eter  sind,  das,  was  man  ein  lineares  System  h^^^  Stufe  nennt, 
ür  Ä:  ==  1  ergibt  sich  das  Büschel,  für  l"  =  2  das  iS^ete,  wenn 
e  Curven  in  PunMcoordinaten  ausgedrückt  werden. 

Sind  dagegen  die  Gleichungen  in  Geradencoordinaten  ge- 
3ben,  so  erhält  man  für  k  =  1  ein  lineares  System,  welches 
'har  genannt  wii'd. 

Ein  lineares  System  k^^^  Stufe  tvird  durch  k  -\-  1   Curven 

Ordnung  bestimmt,  ivelche  nicht  demselben  linearen  System 
iedrigerer  Stufe  angehören. 

Für  A;  >  1  haben  die  Curven  des  Systems  im  Allgemeinen 
einen  Punkt  gemeinschaftlich  (Grumdpunkte) ;  wenn  jedoch  die 
immtlichen  k  -{-  1  Curven,  iv eiche  das  System  individualisiren, 
men  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  so  gehört  dieser  Punkt  auch 
llen  übrigen  Curven  des  Systems  an. 
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Für  Ic  =  1  gibt  es  immer  n^  Grundpunkte  des  Büsdie 
d.  li.  Punkte,  durch  welcJie  alle  Curven  des  Systems  gehen. 

Die  allgemeine  Curve  eines  linearen  Systems  hat  ausser  d 
GrimdpimMen    Iceine    vielfachen    Punkte.      Bertini,    Bend. 
LomK  (2),  15,  1882. 

Ein  lineares  System  von  Curven  n^^^  Ordnung  und  Ä"*®^  Sti 
bestimmt  auf  einer  Transversalen  eine  Involution  von  Punh 
w*®^  Ordnung  und  k^^  Stufe,  siehe  Kap.  2,  §  3. 

Unter  den  Curven  eines  linearen  Systems  gibt  es  (Jc-\-l)(n- 
solche,  welche  eine  Berührung  k^^^  Ordnung  mit  einer  gegeberi 
Geraden  (d.  h.  Ä;  -j-  1  unendlich  nahe  Punkte  mit  ihr  gerne 
schaftlich)  haben. 

Es  gibt 

2^{n  —  k)  {n  —  k  —  1)  ■  ■  ■  (n  —  2k  -{-  1) 
'  V. 

Curven  eines  linearen  Systems,  von  welchen  jede  eine  gegeb 
Gerade  k-mal  berührt. 

Von  den  Curven  eines  Büschels  berühren  2  (n  —  l)  c 
gegebene  Gerade,  und  m(2n  -}-  m  —  3)  berühren  eine  gegeb 
Curve  m*®'"  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  und  Spitzen.  Hat  d', 
letztere  d  Doppelpunkte  wnd  r  Spitzen,  so  sind  von  dieser  Z 
noch  2  c?  -f-  3r  Curven  abzuziehen. 

Unter   den    Curven  eines  Netzes  gibt  es  2>{n  —  2)  von 
Art,   dass  für  jede  von  ihnen   eine  gegebene   Gerade  Inflexic 
tangente  ist. 

Wenn  man  die  beiden  Strahlenbüschel  betrachtet,  wel 
zwei  von  den  n^  Grundpunkten  eines  Büschels  von  Curven  n^^^  0 
nung  zu  Mittelpunkten  haben,  und  wenn  man  die  beiden  Strat 
welche  die  in  diesen  beiden  Grundpunkten  an  eine  und  diese 
Curve  des  Büschels  gezogenen  Tangenten  sind,  als  einander  c 
sprechend  ansieht,  so  sind  die  beiden  Stralüenbüschel  projec 
mithin  ist  das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Tangenten 
vier  Curven  des  Büschels  in  einem  und  demselben  Grundpu 
identisch  mit  dem  der  vier  Tangenten  in  einem  beliebigen  andt 
Grundpunkt.  Dieses  anharmonische  Verhältniss  kann  man  da 
das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Curven  des  Büsc 
nennen. 

Unter  den  Curven  eines  Büschels,  ivelche  sich  sämmtUdi 
einem   Grundpunkt  P   berühren,  gibt  es  eine,   für  welche  P 
InflexionspunM ,    und    eine    andere,    für   welche   P   ein    Dop  i 
punkt  ist. 
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Unter  den  Curven  eines  Büschels,  von  tvelchen  ein  Grund- 
uU  P  Doppelpunkt  für  alle  Curven  (mit  verschiedenen  und 
■t  Curve  m  Curve  variabelen  Tangenten)  ist,  gibt  es  zwei,  für 
leite  P  eine  Spitze  ist;  ivenn  eine  der  beiden  Tangenten  allen 
irven  gemeinschaftlich  ist,  so  gibt  es  nur  eine  von  ihnen,  für 
Iche  P  eine  Spitze  ist;  und  ivenn  beide  Tangenten  fest  liegen, 
gibt  es  eine  Curve  des  Büschels,  für  welche  P  ein  dreifacher 
(hM  ist. 

In  einem  Büschel  existiren  im  Allgemeinen  3(w  —  1)^  Curven 
't  DoppelpunJcten. 

Dieses  Theorem  unterliegt  Modificationen,  wenn  die  Curven 
s  Büschels  mehrfache  Punkte  verschiedener  Natur  haben.  Siehe 
üTüber  Cremona,  Introduzione  etc.  und  Ann.  di  mat.,  7,  1864. 

Sind  drei  Curven  gegeben,  deren  Gleichungen 

WSm,  so   besteht  die  Bedingung ,   damit  sie   demselben  Büschel 
*iQ^ören,  darin,  dass  ihre  Functionaldeterminante 

/     7     \     n  —  I7W  —  1    n  —  1 

{abc)ax      bx      c^ 

fisch  verschwinde.    Siehe  Gordan-Noether,  Math.  Ann.  10. 

W^enn  man  von  einem  Punkt  0  die  Tangenten  an  alle  Curven 

■nes  Büschels  zieht,   so  liegen  die  BerüJirungspunkte  auf  einer 

'Urve  (2n  —  l)*®^  Ordnung,  welche  durch  0  und  durch  die  n^ 

Wundpunkte  des  Büschels  geht. 

Die  Doppelpunkte  der  Curven  eines  Büschels  haben  dieselbe 
karger  ade  in  Bezug  auf  alle  Curven  dieses  Büschels. 


Der  Ort  eines  Punktes,  in  welchem  sich  zivei  (und  mithin 
inendlich  viele)  Curven  eines  Netzes  berühren,  ist  eine  Curve 
^(n — l)*^'*  Ordnung  und  heisst  die  Hesse'sche  oder  auch  die 
^acobi'sche  Curve  des  Netzes.  Ihre  Gleichung  lautet,  ivewn  man 
lie  bekannten  Bezeichnungen  der  Symbolik  anwendet: 

/    T    \     n  —  1,71  —  1    n  —  1  r\ 

{abc)ax      bx      Cx       =  0. 

Sie  ist  eine  Combinante  (siehe  Bd.  1,  Kap.  12,  §  13)  des 
'Systems  der  drei  Fundamentdlcurven  des  Netzes;  d.  h.  die  linke 
'^eite  ihrer  Gleichung  wird  nur  mit  einem  constanten  Factor  mul- 
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tiplicirt,  wenn  man  statt  einer  der  drei  Curven  eine  linear 
Comhination  derselben  suhstituirt. 

Die  Ilesse'sche  Gurve  eines  Netzes  ist  der  Ort  der  Doppe 
punkte  der  Curven  des  Netzes,  oder  auch  der  Ort  der  Punkt 
deren  Polargerade  in  Bezug  auf  die  Curven  des  Netzes  sich  \ 
einem  Punkt  treffen. 

Der  Ort  der  Punkte,  in  welchen  sich  die  in  Bezug  auf  d 
Curven  des  Netzes  Polargeraden  aller  Punkte  der  Hesse'sch( 
Curve  schneiden,  ist  die  sogenannte  St  einer 'sehe  Curve,  m 
die  Enveloppe  der  Geraden,  welche  die  sich  entsprechend» 
Punkte  der  Hesse'schen  und  Steiner'schen  Curve  verbinden,  d 
sogenannte  Cayley'sche  Curve. 

Die  Steiner' sehe  Curve  ist  von  der  Ordnung  3  (w  —  1  f  m 
die  Cayley'sche  von  der  Classe  ^n{n  —  l). 

Betrachtet  man  das  Netz  der  ersten  Polaren  in  Bezug  a 
eine  gegebene  Curve,  so  werden  die  Ilesse'sche,  Steiner'scJie  m 
Cayley'sche  Curven  dieses  Netzes  die  gleichnamigen  Curven  h 
der  gegebenen  Fundamentalcurve.     Siehe  §  2. 

Die  Hesse' sehe  oder  Jacöbi'sche   Curve  des  Netzes   ist  Vi 

der  Ordnung:  3(n  —  1), 

Classe:  3(w  —  l)  (3w  —  4), 

dem  Geschlecht:  1(3  w  —  4)  (3w  —  5), 
und  hat  Doppelpunkte:  0, 

Spitzen:  0, 

Doppeltangenten:  ^n(n  —  1)  0^  —  2)  (3??  —  5), 

Inflexionstangenten:  9(w  —  1)  (Sn  —  5). 

Die  Steiner' sehe  Curve  des  Netzes  ist  von 

der  Ordnung:  3(n — l)^, 

Classe:  3n(fi  —  l), 

dem  Geschlecht:  i(3w  —  4)  (3w  —  5), 
und  hat  Doppelpunkte:  |-(w  —  l)  (w  —  2)  (Sn^  —  3n  —  11) 

Spitzen:  12 (w  —  l)  (n—2), 

Doppeltangenten:  -|(w  —  l)  (n  —  2)  (ßn^  -f"  ^*^  —  ^)» 

Inflexionstangenten:  3(n  —  l)  (4w  —  5). 

Die  Cayley'sche  Curve  des  Netzes  ist  von 
der  Ordnung:  3(^n  —  l)  (bn  —  6), 

Classe:  3n{n  —  1), 
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GescMecM:  i-(3^^  —  4)  (3m  —  5), 

/  hat  Doppelpunkte:  ^(n  —  l)  (5w  —  8)  (5??^  —  9^?  -f~  2), 

ntzen :  1 8  (n  —  l)  (2  ^  —  3) , 

'oppeltangenten:  ^(n  —  l)  (n^  —  2), 

I  iflexionstangenten :  0. 

'        Falls  alle  Curven  eines  Netzes  einen  Punkt  gemeinschaftlich 
iben,  hat  eine  von  ihnen  dort  einen  Doppelpunkt;  und  diejenigen, 

f  eiche  in  diesem  Funkt  eine  gegebene  Gerade  berühren,  bilden  ein 

I  <üschel.  Die  Hesse' scJie  Curve  geht  durch  denselben  Punkt  und 
if  dort  ebenfalls  einen  Doppelpunkt  mit  Tangenten,  die  mit  denen 
<'}•  Curve  zusammenfallen,  welche  dort  den  Doppelpunkt  besitzt. 
Wenn  ferner  alle  Curven  des  Netzes  einen  gemeinschaftlichen 
*unkt  und  in  ihm  dieselbe  Tangente  besitzen,  so  gibt  es  unter 
inen  ein  Büschel  von  Curven,  für  ivelche  er  ein  Doppelpunkt, 
nd  zwei  Curven,  für  ivelche  er  eine  Spitze  ist.  Die  Hesse' sehe 
'^urve  hat  in  ihm  evnen  dreifachen  Punkt;  zwei  der  Tangenten 
%  dem  dreifachen  Punkt  fallen  mit  der  gemeinschaftlichen  Tan- 

[Efitt^e  zusammen. 

I^H  Wenn  alle  Curven  eines  Netzes  in  einem  festen  Punkt  einen 
-fachen  Punkt  haben,  so  ist  dieser  für  die  Hesse'sche  Curve  ein 
—  l)- fach  er  Punkt. 

Jeder  Curve  des  Netzes,  ivelche  zwei  Doppelpunkte  besitzt, 
ntspricht  ein  Doppelpunkt  der  Steiner'schen  Curve;  mithin  gibt 
s  in  dem  allgemeinen  Netz 

|(«  —  1)  (n  —  2)  (3^2  —  3n  —  11) 

Jurven  mit  zivei  Doppelpunkten. 

Aehnlich  gibt  es  in  dem  allgemeinen  Netz 
12(n—  1)  {n—  2) 
Curven  mit  einer  Spitze, 

f  (w  —  1)  {n  —  2)  (3^2  4-  3  m  —  8) 

Büschel  von  Curven,  zivischen  denen  zwei  Berührungen  stattfinden, 
und 

3(/i  — 1)  (4w  — 5) 

Büschel  von  Curven,  zivischen  denen  eine  Berührung  2'^^'^  Ordnung 
(eine  Osculations-  oder  dreipunktige  Berührung)  stattfindet,  d.  h. 
die  drei  unendlich  nahe  Punkte  miteinander  gemeinschaftlich  haben. 
Sämmtliche  vorstehende  Zahlen  erleiden  Veränderungen, 
wenn  das  Netz  einfache  oder  mehrfache  Grundpunkte  (Basispunkte) 
hat,  d.  h.  solche,   durch   welche   alle  Curven   des  Netzes    gehen. 

Pascal,  Eepertorium.  II.  10 
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Ein  Netz,  dessen  sämmtliche  Curven  sich  zu  je  zweien  h 
einem  einzigen  heiveglichen  Funkt  schneiden,  hat  Cremona  nacl 
Sylvester  homaloidal  zu  nennen  vorgeschlagen,  während  Cayle,^ 
es  als  unicursal  bezeichnet. 

Alle  Curven  eines  Jiomaloidalen  Netzes  sind  vom  GescMecht  Nuli 
Wenn  Qi,  Q2'  •  ■  ■•>  Qs  ^'^    Vielfachheiten  der  BasispunMe  fii 
Jede  Curve  eines  Jwmaloidalen  Netzes  sind,   so   bestehen  die  Rt 
lationen: 

s 

1 

V?i^_^  =  (n  -  1)  (^  -  2) 

^  2  2  ' 

1 

Ve,(g,-f  l)_n(n4-3)         ^^ 

1 
« 


1 


^9,  =  3(«— 1). 


Ein  lineares  System  Ä;*^''  Stufe  von  Curven  ^^^^'^  Ordnur 
heisst  vollständig^  wenn  es  durch  die  Basispunkte  bestimmt  is 
d.  h.  wenn  es  das  lineare  System  aller  Curven  n^^^  Ordnung  is 
die  mit  gegebener  Vielfachheit  q^,  ^2  ^  •  •  • '  Qs  <i^i'C^  ^  bestinmi 
feste  Punkte  gehen. 

Es  bestehen  dann  die  Fundamentalheziehungen  (Eriveiterungi 
der  Formeln  für  das  homaloidale  Netz): 


n^  —  ^Qi^  =  n  (Grad), 

1 

I»  -  'y"  -  '^  -  ^''\-'^=p  (GescMecM). 

1 

~^2        —  ^  "^ — ^2 — ~  =  ^  (Dimension  oder  Stufe). 
1 
Der  Grad  D  stellt  die  Anzahl  der  variabelen  Schnitte  zwei 
Curven  des  Systems  dar. 

Das  System  heisst  überreichlich  (sovrabbondante)  ^   wenn 
der  letzten  Formel   das  Zeichen  <,  regulär^   wenn   das  Zeicht 
=  zu  nehmen  ist. 
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Ein  System  ist  regulär,  wenn  D^2p  —  2  oder  Jc'^p  ist. 
Siehe  darüber  Segre,  Bend.  Palermo,  1  und  Castelnuovo, 
,)L  Acc.  Torino,  1891. 


Sind  drei  Curven  von  den  Ordnungen  n^,  n^,  n^  gegeben,  so 
sen  sich  für  das  System  der  drei  Curven  covariante  Curven  con- 
uiren,  welche  der  Jacobi'schen  und  Steiner'schen  Curve  eines  Netzes 
alog  und  für  n^  =  n2  =  n^  =  n  ihnen  gleich  sind,  und  welche 
eh  bei  ungleichen  Ordnungen  diese  Namen  beibehalten  können. 

Die  JacoWscJie  Curve  des  Systems  dreier  Curven  ist  von 
r  Ordnung  n^  -f-  Wg  -f-  ^^3  —  3  und  der  Ort  der  Punkte,  deren 
)largeraden  in  Bezug  auf  die  drei  Curven  sich  in  demselben 
mkt  treffen.  Der  Ort  dieses  letzteren  Punkts  ist  die  Steiner ^- 
he  Curve  und  ihre  Ordnung 

%^2  +  ^2^3  +  %%  —  2('/?i  +  ^2  +  %)  +  3. 
Die  JacoMsclie   Curve  der  drei   Curven  ist   auch    der   Ort 
r  PwnMe,   in  tc eichen  sich   die  in  Bezug  auf  die  drei  Curven 
sten  Polaren  desselben  PunJcts  schneiden. 

Wenn  es  Punkte  giebt,  die  allen  drei  gegebenen  Curven  ge- 
dnschaftlich  sind,  so  gelten  die  Jacobi'sche  und  Steiner'sche  Curve 
iirch  diese  Punkte. 

Die  Jacobi'sche   Curve  geht    auch    durch    die  Doppelpunkte 
gegebenen  Curven. 

Sind  (p(x)  =  a"^  =  0,  ijj^x)  ==  ?>J,  %(x)  =  c?  die  drei 
egebenen  Curven,  so  lautet  die  Gleichung  der  Jacobi'schen  Curve: 

dcp       ccp       d(p 


(abc)al'-    ^?>x 


n,  —  1    Tij  —  1 
C.r. 


n,  n«  n. 


2  "S 


dx^' 

CXs 

dtj) 

dip 

d^ 

dx,' 

dx^' 

dx^ 

d% 

dx 

dx 

dx^' 

c  x^ 

dx.. 

=  0. 


Die  Theorie  der  linearen  Curvensysteme  ist  in  letzter  Zeit 
lach  verschiedenen  Richtungen  hin  studirt  worden,  soweit  sie 
nit  verschiedenen  anderen  geometrischen  Lehi-en,  wie  mit  der 
3in-eindeutigen  Transformation,  mit  der  Abbildung  der  Flächen 
auf  eine  Ebene  und  der  sogenannten  Geometrie  der  Punktgi'uppen 
auf  einer  algebraischen  Curve  in  Verbindung  steht;   vergl.  §   4. 

Zwei  Curvenbüschel  lassen  sich  als  in  projectiver  Zuordnung 
zu  einander  stehend  ansehen  und  es  ergibt  sich  dann  der  wichtige 
Satz,  dass  jede  algebraische  Curve  als  der  Ort  der  Schnittpunkte 

10* 
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der  sich  entspreclienden  Curven  mveier  projediver  Curvenbüsch 
hetracJitet  werden  'kann.  Dieses  Theorem  wurde  von  Chaslej 
Compt.  Bend.,  41,  1853  für  die  Curven  3.  0.  aufgestellt  un 
bewiesen  und  von  Jonquieres,  Mcm.  de  VAc.  de  Paris,  1( 
1858  auf  den  allgemeinen  Fall  ausgedehnt.  Es  verallgemeinei 
den  Begriff  der  projectiven  Erzeugung  der  Kegelschnitte. 

Von  Arbeiten  über  die  linearen  Systeme  führen  wir  ausse 
der  Introduzione  von  Cremona  an:  Jonquieres,  Math.  Ann.,  1 
Caporali,  Collect.  Math.,  Mailand  1881;  Jung,  Ann.  di  mat.,  1. 
16;  Guccia,  Bend.  Palermo,  7  etc.  Dazu  kommen  alle  Arbeite] 
welche  die  Geometrie  der  Punktgruppen  auf  einer  Curve  behandeli 
und  von  denen  in  dem  folgenden  Paragraphen  die  Eede  sein  wir( 

Ueber  die  Singularitäten  der  Jacobi'schen  Curve  von  dri 
Curven  sehe  man  Gerbaldi,  Bend.  Palermo.,  8  nach. 

§  4.    Die    Punktgruppen    auf   einer    algebraischen    Curvt 

In  der  sogenannten  Geometrie  auf  einer  algebraischen  Cun 
werden  die  Eigenschaften  der  Gruppen  von  Punkten  studir 
welche  auf  einer  Grundcurve  von  der  n^^^  Ordnung  durch  d 
Schnitte  derselben  mit  Systemen  anderer  Curven  beliebiger  Or( 
nung  entstehen,  speciell,  wenn  diese  Systeme  linear  sind,  d. 
wenn  ihre  Gleichungen  variabele  Parameter  linear  enthalten. 

Wenn  die  Grundcurve  eine  Gerade  ist,  so  bilden  die; 
Punktgruppen  die  sogenannten  Invohdionen  höherer  Ordnwn 
von  denen  wir  in  Kap.  2,  §  2   gesprochen  haben. 

Wir  müssen  einige  Sätze  über  die  Schnittpunkte  zwei' 
Curven  vorausschicken. 

Es  liege  eine  Grundcurve  f  von  der  n^^^  Ordnung  vor  ur 
sie  werde  von  einer  Curve  cp  von  der  m^^^  Ordnimg  geschnitte 
welche  durch  8  singulare  Punkte  von  f  geht,  wobei  in  ö  au( 
die  Zahlen  mitgerechnet  sind,  die  angeben,  wie  oft  (p  dun 
einen  singulären  Punkt  von  f  geht.  Die  Schnittpunkte  d' 
beiden  Curven  sind  nicht  unabhängig  von  einander;  ein  Th( 
von  ihnen  wird  durch  die  anderen  bestimmt.  Es  sei  h  die  Anza 
der  Schnittpunkte  der  beiden  Curven,  welche  durch  alle  übrig( 
bestimmt  sind;  es  bestehen  dann  die  FundamentalungleicJiheiten : 

für     m  <^n  —  2     ist     k  <.  mn  —  — —^ — -  —  ö, 

{n  —  1)  {n  —  2)         ^        (w.  —  m  —  1)  {n  —  m  —  2)' 


[= 


2  2 

für     m>n  —  2     ist     k  <  ^ '-^ —  ö. 
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Eine  Curve  wird  eine  adjungirte  Curve  genannt,  wenn  sie 
—  1  mal  durch  jeden  r-fachen  Punkt  von  f  geht;  hat  mithin 
keine  anderen  mehrfachen  Punkte,  als  Doppelpunkte  und 
ntzen,  so  hat  eine  adjungirte  Curve  nur  die  Bedingung  zu 
ÜUen,  einfach  durch  jeden  Doppelpunkt  oder  jede  Spitze  von 
I  iu  gehen. 

■       Nehmen  wir  nun  an,  g)  sei  eine  adjungirte  Curve   von  der 
dnung  m. 

Wenn  man  alsdann  mit  Je  die  Anzahl  der  nm  Schnittpunkte 
Inf  und  cp  bezeichnet,  tcelche  durch  die  übrigen  bestimmt  sind, 
l    bestehen  (unter  p  das   Geschlecht  von  f  verstanden)   die   Un- 
Mhheiten: 

{n  —  m  —  1)  (n  —  m  —  2) 


für 

m  <C  n  — 

-  2 

ist 

Jc£p  — 

für 

m^  n  — 

-  2 

ist 

k  <p. 

Beachtensiverth  ist,  dass  in  dem  ziveiten  Fall  die  Zahl  k 
cht,  tvie  im  ersten,  von  der  Ordnung  m  der  schneidenden  Curve 
ihängt,  und  dass  in  dem  ersten  Fall  k  ^p  —  1  für  m==  n  —  3 
ird. 

Die  Curve  (p  sei  eine  adjungirte  Curve.     In  ihre  Gleichung 
öge  linear  eine  gewisse  Anzahl  willkürlicher  Parameter  derart 
ngehen,  dass  alle  durch  Variation  dieser  Parameter  erhaltenen 
ein  lineares  System  bilden. 

Es  sei  Q  die  Anzahl  der  beweglichen  Schnittpunkte  von  / 
dt  qp,  d.  h.  die  Anzahl  der  Schnittpunkte,  welche  beim  Ueber- 
ang  von  einer  Curve  q)  zur  anderen  variiren;  wenn  k  von  ihnen 
urch  die  übrigen  Q  —  k  bestimmt  sind,  so  beträgt  die  Anzahl 
er  Punkte,  die  man  willkürlich  auf  /'  wählen  kann,  Q  —  k  =  (i\ 
iese  Zahl  wollen  wir  die  Mannigfaltigkeit  des  Systems  von  Q 
hinkten  nennen,  weil  es  alsdann  CX)"^  Gruppen  von  Q  Punkten 
ibt,  in  welchen  f  durch  Curven  der  Art  cp  geschnitten  wird. 
yie  Zahl  q  stellt  die  Anzahl  der  uillkürlichen  Parameter  dar, 
'ie  linear  in  die  Gleichung  von  (p  eingehen.  Das  eben  angegebene 
'heorem  ergibt  alsdann: 

m^n  —  3     ist     q>Q  —  p  -\- ^^ ; 

är     m^  n  —  3      ist     q^Q  —  p. 

Man  kann  diese  Formeln  in  eine  andere  Gestalt  bringen, 
velche  erlaubt,  eine  obere  Grenze  für  die  Zahl  Q  anzugeben, 
venn  die  Mannigfaltigkeit  q  des  Systems  bekannt  ist.  Es  lässt 
^ich  behaupten: 
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für     m  =  n  —  3     ist     Q  ^q.  -\-  p  —  1 ; 
für     m  ^  n  —  3     ist     Q  ^(l  -}-  P- 

Brill  und  Noether,  Math.  Ann.,  7  fanden  später  auc 
eine  untere  Grenze  für  Q;  es  ist  nämlich  immer 

Es  existiren  ferner,  ivenn  maii 

Q{q+l)  —  q(q+P+  l)  =  r 

^etzt,    oc)^  Systeme  von   Q  Punkten   und   der  3Iannig faltigkeit 

Für  r  ==  0  ist  die  Anzahl  dieser  Systeme  endlich,  nämlv 
gleich 

2!  3!  •  •■  2!  2!  •  .  •  (p  —  1  —  ^  +  q)\  p\ 
2!  3!  ...  (2^4- i>-  Q)\ 

Castelnuovo,  Lincei,  1889. 

Für  q  =  1  beträgt  diese  Zahl 

pl 
ip-Q-]-  1)1  (i>-  ^  +  2)! 

Brill-Noether,  Math.  Ann.  7. 

Wir  wollen  mit  dem  Symbol  Gq  eine  Gruppe  eines  linear« 
Systems  von  Q  Punkten  und  der  Mannigfaltigkeit  q  bezeichn« 

und  mit  (/J  das  ganze  System  dieser  Gruppen. 

Wenn  Q  grösser  als  2p  —  2  ist,  so  muss  genau  q==  Q  — p  sei 

Für  Q  =  2p  —  2  ist  q  ==  p  —  1  oder,  wenn  das  Syste 
kein  Specialsystem  ist  (siehe  unten),  q=p  —  2. 

Ist  f  eine  wnzerleghare  Curve,  so  existiren  p  adjungii 
linear  unahhängige  Curven  von  der  Ordnung  n  —  3,  iv eiche  a 
f  keine  anderen,  als  die  vielfachen  Punkte  gemeinschaftlich  habt 

Lüsst  sich  f  in  k  Factor en  zerlegen,  so  existiren 

p  -\-k—l 

derartige  adjwngirte  linear  unahhängige  Curven  von  der  Ordnu. 
n  —  3.     Christoffel,  Ann.  di  Mat.,  10. 

Die   adjungirten  Curven  (n  —  Sy"  Ordnung  schneiden  c 
Orundcurve  /'  (ausser  in  den  singulären  festen  Punkten)  noch 
2p  —  2  Punkten.      Nun  existirt  das  interessante  Theorem: 

Jedes  q-fach  unendliche  lineare  System  von  Q  Punkten  ka^ 
immer  auf  der  Grundcurve  f  von  einem  System  adjungirter  Curv 
(n  —  3)*®^  Ordnung  ausgeschnitten  trerden,  ivenn 

q>Q—p  +  ^    ist; 
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ese  Bedingung  scJiliesst  nach  einem  früheren  Theorem  aus,  dass 
>  2p  —  2  ist. 

Ins  Besondere: 

Wenn  ein  Büschel  (q  =  l)  adjungirter  Curven  p  bewegliche 
Jmittpunlcte  mit  der  Curve  f  hat,  so  liegt  jede  Gruppe  dieser 
Punkte  auf  einer  adjumgirten  Curve  (n  —  3)*®^  Ordnung. 

Eine  Gruppe  von  Q  Punkten,  durch  welche  wenigstens  eine 
djungirte  Curve  (n  —  3)*®'^  Ordnung   geht,   heisst  eine  Special- 
ruppe;   das  System,   welchem   sie  angehört,   wird  Specialsystem 
genannt. 

vKm  Das  System  g2^—  2  pflegt  man  canonisches  System  zu  nennen. 
H[  Es  hat  keine  festen  Funkte  u/nd  ist  das  einzige  System  dieser 
^^n  (siehe  oben). 

Eines  der  grundlegenden  Theoreme  für  die  Theorie,  die  uns 
lier  beschäftigt,  ist  der  sogenannte  Bestsatz.,  der  nachweist,  dass 
iie  Punktgruppen  auf  einer  Curve  sich  gewissermassen  als  un- 
abhängig von  den  Curven  auffassen  lassen,  durch  welche  sie 
ausgeschnitten  werden. 

Zwei  Punktgruppen  (tq,  Gq'  heissen  corresidual  zu  einander, 
wenn  eine  andere  Gruppe  Gr  von  der  Beschaffenheit  existirt, 
dass  die  beiden  Gruppen  Gq,  Gr  alle  beweglichen  Schnittpunkte 
(mit  Ausschluss  der  singulären  Punkte)  von  f  mit  einer  adjun- 
girten  Curve  und  die  Gruppen  Gq',  Gr  alle  beweglichen  Schnitt- 
punkte von  f  mit  einer  anderen  adjungirten  Curve  darstellen. 
Die  beiden  Gruppen  Gq  und  Gr  heissen  dann  residual  zueinander. 

Der  Bestsatz  lautet: 

Wenn  Gq  und  Gq;  in  Bezug  auf  die  Gruppe  Gr  corresi- 
dual zu  einander  sind,  so  müssen  sie  es  auch  in  Bezug  auf  eine 
heViehige  andere  Gruppe  Gr  sein,  tv eiche  mit  einer  von  ihnen  das 
vollständige  System  der  hewegliclien  Schnittpunkte  von  f  mit  einer 
heliehigen  anderen  Curve  bildet.  Mit  anderen  Worten:  Die  Eigen- 
schaft ziveier  Punktgruppen,  corresidual  zu  einander  zu  sein,  ist 
"con  der  zu  beiden  residualen  Punktgruppe  unabhängig ;  d.  h.  sie 
hängt  nicht  von  den  Curven  ab,  von  ivelchen  diese  Punktgruppen 
auf  f  ausgeschnitten  werden. 

Oder  auch:  Wenn  man  durch  Gq  eine  beliebige  andere  ad- 
jungirte  Curve  legt,  tvelche  f  in  einer  Gruppe  Gr  schneidet,  so 
bilden  die  Gruppen  Gr  und  Gq  das  vollständige  System  der  be- 
tveglichen  Schnittpunkte  von  f  mit  einer  adjungirten  Curve. 

Dieser  Satz,  von  algebraischem  Standpunkt  aufgefasst,  ist 
bei  Brill-Noether,  Gott.  Nachr.,   1873   und  Math.  Ann.,  7  zu 
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finden.     Seinen  Ursprung   jedoch    verdankt    er   dem   Abel'schi 
Theorem  über  die  transcendenten  Integrale.     Siehe  JRepertomün, 
I,  Kap.  15,  §  8. 

Es    liege    eine   Gruppe   von  Q  Punkten    vor,    ic eiche  einem 

linearen  System  gq  angehört.  Es  sei  x  ==  r  -\-  1  die  Anzahl 
der  linear  unahhängigen  adjungirten  Curven  (n  —  Sy^^  Ordnung, 
welche  durch  die  Q  Punkte  gehen;  alsdann  ist  die  3iannigfaltig- 
keit  q  durch  die  Formel 

q  ==  Q  —  p  -\-  r  -\-  1     gegeben. 

Dieses  ist  das  sogenannte  Riemann-Eoch'sche  Theorem, 
Grelle,  64.  Es  wurde  bei  der  Untersuchung  der  algebraischen 
Functionen  entdeckt,  siehe  Repert.  I,  p.  395. 

Die  Zahl  r  gibt  die  Anzahl  der  nicht  homogenen  Para- 
meter an,  welche  linear  in  die  allgemeine  Gleichung  einer  durch 
die  Q  Punkte  gehenden  adjungirten  Curve  (n  —  3)*®'^  Ordnung 
eingehen;  sie  stellt  die  Mannigfaltigkeit  des  Systems  dieser  Curven 
dar.  Für  ein  allgemeines  System  (kein  Specialsystem)  ist  r  -|-  1  =  0. 

Das  Riemann-Roch'sche  Theorem  lässt  sich  auch  auf  die 
folgende  Art  anders  fassen  und  heisst  dann  (nach  Klein)  das 
Brill-Noethe r 'sehe  Beeiprocitätsth eorem : 

Eine  adjungirte  Curve  (n  —  3)*®'"  Ordnung  sehneide  f  in 
2p  —  2  Punkten,  die  in  zwei  Gruppen  von  Q  -{-  B  =  2p  —  2 
Punkten  zerfallen;  die  Gruppe  der  ersten  Q  Punkte  gehöre  einem 
linearen  System  von  der  Mannigfaltigkeit  q  an;  die  Gruppe  der 
zweiten  M  Punkte  wird  dann  einem  linearen  System  von  der 
Mannigfaltigkeit  r  derart  angehören,  dass  die  Relationen 

q  —  r=  Q—p  +  1, 

r  —  q  =  R  —  p  -\-  1 
bestehen. 

Das  folgende  Theorem,  welches  eine  Folge  des  Riemann- 
Roch'schen  Satzes  ist,  wird  das  Clifford'sche  genannt,  Phil. 
Trans.,  1878: 

Wenn  das  System  gq  ein  Specialsystem  (d.  h.  die  entsprechende 
Zahl  r  -\-  1  grösser  als  Null)  ist,  so  muss  Q  ^2q  sein. 

Wenn  ein  lineares  System  gq  gegeben  ist,  so  gibt  es  ge- 
wisse Gruppen  von  Q  dem  System  angehörigen  Punkten,  welche 
zwei  oder  mehrere  zusammenfallende  Punkte  besitzen;  diese 
Punkte  heissen  vielfache  Punkte  des  Systems. 
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Die    Ansald    der    {q  -|-  l)  fachen    dem    System    angehörigen 
ihkte  ist  durch  die  Formel 

ichen.  Siehe  Brill,  Math.  Ann.,  4;  Clebsch-Lindemann, 
ometrie,  1,  p.  461.  Untersuchungen  dieser  Art  haben  De 
.nquieres,  Grelle,  66;  Cayley,  Lond.  Fhil.  Trans.,  158  = 
»11.  Math.  Pap.,   6,  p.  191   und  Andere  geführt. 

In  dem  System  g2^-.  2,  d.  h.  in  dem  System  der  sämmtlichen 
nippen  von  PimJcten,  welche  auf  f  durch  alle  zu  f  adjungirten 
>irven  (w  —  3)*®^  Ordnung  ausgeschnitten  tverden,  gibt  es  im 
llgemeinen  eine  endliche  Anzahl  von  Gruppen  von  nur  p  —  1 
iinMen,  von  denen  jeder  ziveimal  gezählt  uird'^  diese  Anzahl 
trägt  (2P — 1)2^""^;  solche  Gruppen  entsprechen  adjungirten 
urven  (w  —  3)*®''  Ordnung,  welche  Berührung scurven  von  f 
nd,  d.  h.  f  in  jedem  Punkt,  in  welchem  sie  es  treffen,  berühren. 

Es  gibt  ferner  (2^  -|-  1)2p~^  adjungirte  Curven  (n  —  2)*®'^ 
^iwig,  welche  f  in  p  Punkten  berühren. 

Sm.Es  kann  jedoch  f  eine  derartige  Gurve  sein,  dass  es  unendlich 
€  solcher  Gruppen  gibt,  nämlich  oü"*~"^  (m  ==  2,  3,  •  •  •).  Das 
tudium  dieser  Systeme  ist  für  die  Theorie  der  Aberschen 
unctionen  von  Bedeutung  und  wurde  von  Weber,  Math.  Ann., 
3;  Kraus,  ib.,   16  begonnen. 

Wir  wollen  die  Resultate  von  Kraus  in  Bezug  auf  die 
Beschaffenheit  einer  Curve  /",  die  solche  Systeme  von  Punkt- 
ruppen besitzt,  hier  angeben: 

Der  Typus  einer  Gurve  f,  w'elche  oo^  Gruppen  van  p  —  1 
^unkten  enthält,  in  welchen  sie  von  einer  adjungirten  Gurve 
n  —  3)*®^  Ordnung  berührt  ivird,  ist  für  j?  >  3  eine  Gurve 
P  -\-  ly^^  Ordnung  mit  einem  Selbstberührungspunkt  und  mit 

iP  -  4)  (p  +  1) 

2      . 

nif  einer  Gurve  (p  —  4)*^'"  Ordnung  liegenden  Doppelpunkten. 
Für  j9  =  3  ist  dagegen  die  Gurve  5^^^  Ordnimg  und  hat  einen 
dreifachen  Punkt. 

Der  Typus  einer  Gurve  f,  auf  welcher  ein  System  von  oo^ 
Gruppen  von  p  —  1  Punkten  der  eben  angegebenen  Art  existirt, 
st  eine  Gurve  (p  —  l)*^^  Ordnung  mit  ^  (p  —  l)(p  —  6) 
Doppelpunkten,  iv eiche  auf  einer  adjungirten  Gurve  (^p  —  6)*®^ 
Ordnung  liegen.  Das  kleinste  Geschlecht  einer  solchen  Gurve  ist 
'^  =  6. 
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Der  Typus  schliesslich  einer  Curve  f,  auf  ivelcher  es  ein  Sißto 
von  oü'"~~^  (m  >  3)  Gruppen  der  angegehenen  Art  gibt,  ist  ein 
Curve  {p  —  m  -\-  2)*^'"  Ordnung  mit 

\  [{p  —  my  —  {p  -\-  m)\ 

Doppelpmikten,  ivelche  auf  einer  adjungirten  die  Normalcurve  i 
m  —  3  anderen  Punkten  berührenden  Curve  (p  —  m  -f-  3)*®^  0?v 
nimg  liegen.     Der  Jdeinste  Werth   von  p  für  w  =  4  ist  p=^ 

Die  Existenz  solcher  Systeme   von  Gruppen   entspricht  d< 
Existenz  von  Funktionen  -O-  (siehe  Mepert.  1,   Kap.  17),   die  zi 
gleich  mit  ihren  Devirirten  der  verschiedenen  Ordnungen  für  d 
Argumente  Null  verschwinden;    doch   können   wir  uns  auf  die" 
Einzelheiten  nicht  einlassen.     Vergl.  Weber,  1.  c. 

Hierher  gehört  auch  der  folgende  wichtige  Satz  v( 
Weber: 

Die  (p  —  l)  -j-  (^  —  l)  =  2^  ^ —  2  Berührung spmikte  zwei 
adjungirter  demselben  System  angehöriger  BerührungscurVi 
(n  —  3)*®"^  Ordnung  liegen  auf  derselben  anderen  adjungirt* 
Curve  (n  —  3)*®^  Ordnung. 

Daraus  folgt  die  Existenz  gewisser  identischer  quadratisch 
Beziehungen,  welche  alsdann  zwischen  den  linken  Seiten  d 
Gleichungen  der  adjungii'ten  Curven  {n  —  3)*^"^  Ordnung  besteh- 
müssen. 


Eine  sehr  wichtige  Kategorie  von  Curven  sind  die  s 
genannten  hyper elliptischen.  Vom  Standpunkt  der  Punktgruppe 
theorie  aus  werden  sie  durch  die  Eigenschaft  definii-t,  dass  i 
ein  System  g^^  besitzen. 

In  diesem  System  g^  gibt  es  2p  -\-  2  Paare  zusamnu 
fallender  Punkte. 

In  einer  hyperelliptischen  Curve  ordnen  sich  die  Punkte  den 
paar IV eise  zusammen,  dass  jede  adjungirte  Curve  (n  —  3)*®'*  (h 
nung,  die  durch  den  einen  der  Punkte  des  Paares  geht,  no 
wendiger   Weise  auch  durch  den  arideren  gehen  muss. 


Eine  Formel,  welche  für  die  Theorie,  die  uns  hier  beschäffci 
von  grosser  Bedeutung  ist  und  verschiedene  Anwendungen  : 
lässt,  ist  die  sogenannte  Correspondenzformel  von  Cayley  u 
Brill,  welche  man  als  eine  Verallgemeinerung  der  C  ha  sie 
sehen  ansehen  kann.     Vergl.  Kap.  1,  §  2. 
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Nehmen  wir  an,  es  sei  eine  Eelation 

0{x^,  x^,  x.^;  y^,  y^,  y^  =  0 
)m  r^^^  Grad  in  [x)  und  dem  5*®^  in  (jf)  festgestellt. 
'        Ist  ein  Punkt  (x)  gegeben,  so  bestimmt  diese  Relation  eine 
urve  der  Ebene,  welche  die  Fundamentalcurve  w*®^  Ordnung  f  in 
s  Punkten  schneidet  und  ist  ein  Punkt  (?/)  gegeben,  eine  Curve, 
ie  /'  in  nr  Punkten  schneidet. 

Man  wähle  die  Punkte  (x)^  (y)  auf  der  Curve  /";  variirt 
lan  (x)  auf  der  Curve  f,  so  ergibt  sich  eine  Reihe  von  Gruppen 
on  ns  Punkten  auf  f  und  durch  Variation  von  («/)  auf  f  eine 
teihe  von  Gruppen  von  nr  Punkten.  Man  erhält  mithin  eine 
lorrespandem  zwischen  zwei  Reihen  von  Punktgruppen  auf  f. 
)ie  in  Rede  stehende  Formel  gibt  die  Anzahl  der  Doppelpunkte 
iieser  Correspondenz  an. 

Wir  icollen  annehmen,  einem  Punkt  (x)  entsprechen  ß  durch 
lie  Schnitte  von  f  mit  einer  Curve  der  zweiten  Reihe  gegebene  Punkte 
jf)  und  diese  Curve  der  zweiten  Reihe  treffe  dann  wieder  f  in  y 
nit  (x)  zusammenfallenden  Punkten,  und  tvollen  ferner  voraus- 
setzen, einem  Punkt  (ß)  entsprechen  a  durch  die  Schnitte  von  f  mit 
einer  Curve  der  zweiten  Reihe  gegebene  Punkte.  Biese  Curve 
der  zweiten  Reihe  muss  dann  noch  y  mal  durch  (y)  gehen  und 
die  Anzahl  der  Punkte  (x),  welche  mit  entsprechenden  Punkten  (y) 
zusammenfallen,  beträgt 

a  -\-  ß  -\-  2yp. 

Ist  ^  =  0,  d.  h.  f  unicursal,  so  reducirt  sich  diese  Formel 
auf  die  Chasles'sche. 

Die  Coincidenzpunkte  bilden  immer  ein  vollständiges  System 
der  Schnitte  von  f  mit  einer  anderen  Curve. 


Das  oben  angegebene  Theorem  wurde  zuerst  von  Cayley 
aufgestellt,  Compt.  Rend.,  62;  Proc.  London  math.  soc,  1;  später 
wurde  es  von  Brill  bewiesen,  Math.  Ann.,  6,  7,  31;  siehe  auch 
Junker,  Dissert.,  Tübingen,  1889.  Andere  Beweise  sind  von 
Schubert,  Calcül  der  abzähl.  Geom.,  Leipzig  1879,  §  18;  Bobek, 
Wiener  AJcad.,  93;  Lindemann,  Crelle,  84;  Hurwitz,  Math. 
Ann.,  28;  Zeuthen,  Math.  Ann.,  40,  Segre,  Ann.  di  mat., 
22,  §  12.  Einige  dieser  Autoren  z.  B,  Hurwitz  haben  auch 
ein  allgemeineres  Theorem  betrachtet.  In  der  Clebsch-Linde- 
mann'schen  Geometrie.^  Bd.  1,  S.  441  wird  dem  Correspondenz- 
princip   ein   besonderer  Abschnitt  gewidmet. 
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Den  Grund  zu  der  Geometrie  der  Punktgruppen  auf  eine] 
Curve  hat  wohl  Riemann  gelegt;  er  betrachtete  diese  Lehn 
jedoch  vom  Standpunkt  der  Theorie  der  algebraischen  Funktioner 
auf  einer  Riemann^schen  Fläche  (was  schliesslich  auf  dasselb* 
hinauskommt).  Siehe  Bepert.,  I,  Kap.  15.  Später  hat  sich  di( 
Theorie  nach  verschiedenen  Richtungen  entwickelt:  nach  dei 
Richtung,  welche  man  die  fiinctionäle  nennen  könnte,  und  di( 
gerade  von  Riemann  und  den  zahlreichen  Arbeiten  über  di( 
AbeFschen  Integrale  ausgeht;  nach  der  algebraisch-geometrischen 
die  einer  grundlegenden  Abhandlung  von  Brill-Noether,  3Iath 
Ann.,  7  ihre  Entstehung  verdankt  und  der  algebraisch-arithmetischen 
Kronecker,  Dedekind,  Weber;  vergl.  besonders  Crelle,  92 
In  der  letzten  Zeit  tritt  auch  noch  die  rein  geometrische  Auf 
fassungsweise  hinzu;  wir  empfehlen,  eine  neuere  Arbeit  vor 
Segre,  Ann.  di  mat.,  22   darüber  nachzusehen. 

Die  Theorie  der  Punktgruppen  ist  für  das  Studium  der  ein 
eindeutigen  Transformation  der  ebenen  Curven  (siehe  weiter  unten 
§  5)  von  der  grössten  Bedeutung,  weil  die  Eigenschaften  dei 
Gruppen  für  diese  Transformation  invariante  Merkmale  darstellen 

Der  Kürze  wegen  verzichten  wir  darauf,  alle  anderen  zahl 
reichen  Arbeiten  von  Noether,  Brill,  etc.  zu  citiren. 

Küpper,  Bobek  und  Amodeo,  Lincei^  1893;  Ann.  d 
mat.,  21,  24;  Acc.  Nap.,  1896  haben  auch  die  sogenannter 
/t;-seitigen  Curven  studirt,  d.  h.  solche,  welche  eine  lineare  Schai 
gj^  besitzen,  ohne  eine  einfach  unendliche  lineare  Schar  niedrigerer 
Grads  zu  enthalten,  und  von  welchen  die  hyperelliptischen  Curv^i 
ein  specieller  Fall  sind. 

Selbstverständlich  ist  jede  Curve  ^'-seitig,  wenn  nur  dem  / 
der  geeignete  Werth  beigelegt  wird. 

Wir  fügen  noch  hinzu,  dass  man  in  einer  neuen  Arbeit  vor 
Bertini,  Ann.  di  mat.,  22  die  Theorie  auf  algebraische  Art 
behandelt  findet.  Ueber  weitere  Angaben  siehe  das  ausgezeich- 
nete Referat  über  die  Geschichte  der  Theorie  von  Brill-Noethei 
in  den  Jahresher.  d.  deutsch.  Math. -Verein.,  3,  1892,  1893. 

§  5.    Birationale  Transformationen  der  Ebene  oder  ebenei 
Curven.     Mehrdeutige  Transformationen. 

Wir  AvoUen 

Vi  ^  fii^i^  H^  ^3)*),  (^=1,2,3)  (1) 

*)  Das   Zeichen  ee  bedeutet   hier  proportional;    die    obigen  Re- 
lationen sind  daher  wesentlich  nur  zwei,  nicht  drei. 
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■tzen,  worin  die  f^  ganze  rationale  Funktionen  von  der  Ordnung 

in  den  .r^,  x^,  x^  (ohne  gemeinschaftlichen  Factor)  bedeuten,  und 

■mehmen,  dass  man  durch  Auflösung   dieser   beiden  Relationen 

ich  den  x 

^i  ^  ^iiVi'  y2>  2/3)^  (*  =  1,  2,  3)  (2) 

rhalte,  worin  die  cp  ebenfalls  ganze  rationale  Funktionen  sind, 
dsdann  sagen  wir,  die  Beziehungen  (l)  bestimmen  eine  ebene 
iraüondle  oder  ein-e'mdeutige  Transformation  in  dem  Sinn,  dass 
lan  bei  ihnen  die  Punkte  zweier  Ebenen  (der  Ebene  x  und 
I  er  Ebene  ?/,  die  auch  superponirt  sein  können)  derart  einander 
uordnen  kann,  dass  einem  Punkt  der  einen  ein  und  nur  ein 
^unl't  der  anderen  entspricht  und  umgekehrt. 

Eine  solche  Transformation  wird  auch  eine  Cremona-Trsnis- 
i  ormation  nach  dem  Autor  genannt,  der  diese  Theorie  zuerst 
n  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  ausgebildet  hat. 

Eine  der  ersten  grundlegenden  Eigenschaften  lautet:  Der 
xrad  der  cp.  muss  derselbe,  wie  der  Grad  der  f.,  sein. 

Ferner: 

Damit  die  Transform^ition  ein- eindeutig  sei,  ist  es  nöthig, 
iass  das  aus  den  drei  Curven 

fi  =  0,  f,  =  0,  f,  =  0 

gebildete  Netz  n^ —  1  feste  Punkte  (Ftmdamentalpunkte  der 
Transformation)  habe.  Ein  solches  Netz  heisst  bekanntlich  (vergl. 
S.  146)  homaloidal. 

Dasselbe  gilt  natürlich  auch  für  das  Netz  der  drei  Curven 
cp,  =  0. 

Die  Curven  f^  =  0,  (p-  =  0  müssen  sämmtlich  vom  Ge- 
schlecht p  =  0  sein  und  ihre  vielfachen  Punkte  müssen  ohne  Aus- 
nahme in  den  Fundamentalpunkten  der  Transformation  liegen. 

Wenn  man  annimmt,  unter  den  n'^  —  1  Fundamentalpunkten 
gebe  es  a^  einfache  für  alle  Curven,  «g  Doppelpunkte  für  alle 
Curven,  •  •  •,  cin—i^(n — l)-fache  für  alle  Curven,  so  müssen 
zivischen  den  Zahlen  u  die  folgenden  drei  Relationen  bestehen, 
ton  denen  jede  die  Folge  der  beiden  anderen  ist: 

^1  +  4^2  +  9^3-1 \-(n—lfan-i  =  n^—  1, 

^2  +  3(^3  H h  i(n  —  1)  {n—2)an-i  =  i('>^  —  l)  (^^  —  2), 

c^i  +  3(V2  -f-  6^3  + f-  ^n(n  —  l)c^„_i  =  ^n(n  +  3)  —  2. 

Ist  der  Werth  von  n  gegeben,  so  lassen  sich  aus  diesen 
Formeln    die    möglichen    Werthe    für    die    Zahlen    a    ableiten; 
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Tabellen  zu  diesem  Zweck  sind  von  Cremona  und  Cayle^ 
aufgestellt  worden. 

Ein  für  alle  Curven  der  Transformation  Ä;-facher  Funda 
mentalpunkt  heisst  Fundamentalpunkt  Jc^^^  Ordnung. 

Die  vorstehenden  Formeln  gelten,  wenn  die  f  (und  die  9 
in  den  Fundamentalpunkten  keine  gemeinschaftlichen  Tangente: 
haben. 

Einem  Fundamentalpunkt  k^^^  Ordnung  in  der  einen  Ehen 
entspricht  in  der  anderen  Ebene  eine  Curve  k^^^  Ordnung  von 
Geschlecht  p  ==  0  (die  k^^  Fundamentalcurve). 

Die  Fu/ndamentalcurven  einer  Ebene  haben  ihre  vielfachei 
Funkte  in  den  Fundamentalpwnkten  derselben  Ebene  und  schneide, 
sich  gegenseitig  nur  in  ihnen. 

Die  Ä;*®  Fundamentalcurve  geht  durch  den  Fundamentalpuni 
j^ter  Qyß^^y/^g  dieselbe  Anzahl  a^^j^  mal,  wie  die  h^  Fundamentdi 
curve  durch  den  Fundamenialpunkt  k^^  Ordnung. 

Daraus    folgt    cihk"^^  ^kh-      Ferner    ist    die    Determifiani 

I  «Ai  I  =  ±  ^• 

Jede  Fundamentalcurve  geht  durch  einen  Fu^damentalpunl 
k^^^  Ordnung  3  k  —  1  mal. 

Wenn,  uie  oben,  a-  die  Anzahl  der  Fundamentalpunkte  i^' 
Ordnung  in  einer  der  Ebenen  und  j3^  die  analoge  Anzahl  in  di 
anderen  Ebene  bezeichnet,  so  ist  ^a.  =  ^ß^  und  die  Zahlen 
unterscheiden  sich  von  den  Zahlen  a  nur  der  Anordnung  naci 
Cremona'sches  Tlieorem. 

Die  Summe  der  drei  Ordnungszahlen  für  die  drei  höchste 
Fundamentalpunkte  einer  Transformation  n^^^  Ordnung  ist  grösst 
als  n. 

Sehr  wichtig  ist  das  folgende  Theorem: 

Jede  Cremona -Transformation  lässt  sich  durch  eine  Reihet 
folge  quadratischer  Transformationen  ersetzen,  indem  mun  d 
drei  Fundamentalpu/nkte  einer  solchen  in  die  höchsten  Basispunk 
des  Systems  der  Transformationscurven  hineinlegt. 

Dieses    Theorem    wurde    gleichzeitig    von    Clifford    (siel:  1 
Cayley,  Proc.  of  tJie  Lond.  math.  Soc,  3),  Noether,  3fath.  Anr> 
3;  5  und  Rosanes,   Grelle,   73  gefunden. 

Bei  einer  quadratischen  Transformation  (n  =  2)  entsprech 
den  Geraden  der  einen  Ebene  in  der  anderen  Kegelschnitte,  d 
durch  drei  feste  Punkte  gehen,  und  dem  Schnittpunkt  zweu 
Geraden  entspricht  der  vierte  Schnittpunkt  der  beiden  entsprechen 
den  Kegelschnitte. 
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Die  Gleichungen  der  quadratischen  Transformation  lassen 
h  immer  auf  die  Form  reduciren  (Cayley): 

Legt  man  von  den  drei  Fundamentalpunkten  zwei  in  die 
iden  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkte  der  Ebene  und 
n  dritten  in  den  Anfangspunkt  der  C artesischen  Coordi- 
ten,  so  erhält  man  die  sogenannte  Inversion  oder  Trans- 
>mation  durch  reciproke  Badienvectorcn.  Manche  Autoren  geben 
eh  der  allgemeinen  quadratischen  Transformation  den  Namen 
Version. 

Bei  einer  quadratischen  Transformation  entspricht  einer  Curve 
^^^  Ordnung,  die  k^,  \,  Ä'g  mal  durch  die  drei  Fundamental- 
inkte  geht,  eine  Curve  (2  m  —  k^  —  k^  —  ^3)*^'  Ordnung,  welche 

—  Ä  "h  K)>  ***  —  0^3  ~\~  K)'  ***  —  Ä  4^  ^'2)  ^^^  durch  die 
•ei  Fundamentalpunkte  der  eigenen  Ebene  geht. 

Bei  einer  Transformation  n^^^  Ordnung  entspricht  einer  Curve 
!**'■  Ordnung,   tc eiche  l^  mal  durch   einen  Fundamentalpunkt  r^^^ 

Ordnung  geht,  eine  Curve  von  der  Ordnung  (i  =  nm — Sr-l-,  die 


h  =  '^^h  —  2^i^ 


ik 


läl    durch  jeden   Fundamentalpunkt  5^.*®^  Ordnung   geht;    dabei 
oben  die  a-j.  die  oben  angegebene  Bedeutung. 


Soll  die  Transformation  nicht  für  die  ganze  Ebene  ein-ein- 
leutig  sein,  sondern  nur  für  die  Punkte  zweier  sich  entsprechen- 
1er  Curven  F  und  F\  so  braucht  das  Transformationsnetz  nicht, 
»vie  bisher,  homaloidal  zu  sein.  Es  dürfen  sich  aber  die  Curven 
les  Netzes,  welche  sich  in  einem  Punkt  von  F  treffen,  nur  dann 
auch  noch  in  einem  anderen  Funkt  von  F  schneiden,  wenn  dieser 
letztere  PunM  ein  Fundamentalpunkt,  d.  h.  allen  Curven  des 
Netzes  gemeinschaftlich  ist. 

Bei  jeder  birationalen  Transformation  bleibt  das  Geschlecht 
ieder  Curve  unverändert.  Biemann's  sogenannter  Satz  von  der 
Erhaltung  des  Geschlechts. 

Eine  nicht  reducibele,  rationale  (unicursale)  Curve  lässt  sich 
hirational  in  eine  Gerade  transformiren. 

Jede  Curve  vom  Geschlecht  Eins  (elliptische  Curve)  kann 
hirational  in  eine  Curve  5*®^  Ordnung  transformirt  werden. 


1(30  Kapitel  V.    Die  ebenen  algebraischen  Curven. 

Die  adjungirten  Curven  (^n  —  3)*®^  Ordnung  (vergl.  §  ^ 
zeigen  bei  einer  hirationalen  Transformation  eine  bemerkenswert) 
Eigenschaft,  nämlich: 

Wenn  in  Folge  einer  hirationalen  Transformation  aus  dm 
Curve  F  von  der  Ordnung  n  eine  Curve  F'  von  der  v^^  Ordnw, 
ivird,  so  transformirt  sich  das  System  der  ScJinittpunJcte  von  F  m 
den  adjungirten  Curven  (n  —  3)*^^  Ordnung  von  F  in  das  Systt, 
der  Schnittpunkte  von  F'  mit  seinen  adjungirten  Curven  {y  —  3)* 
Ordnung. 

Betrachtet  man  ein  Netz  von  adjungirten  Curven  («  —  3)- 
Ordnung  bezügl.  einer  gegebenen  Curve  F  vom  Geschlecht  j 
nimmt  die  Basispunkte  des  Netzes  sämmtlich  auf  der  Curve 
an  und  denkt  sich  schliesslich  dieses  Netz  als  Basis  einer  b 
rationalen  Transformation  der  Curve,  so  verivandelt  sich  die  Cun 
F. in  eine  solche  (p  -j-  l)^^^  Ordnung  mit  vielfachen  Funkten,  d 
-kp(jP  —  3)  Doppelpunkten  gleichwerthig  sind. 

Eine  solche  Curve  kann  man  als  den  Normaltypus  eint 
Curve  vom  Geschlecht  p  ansehen. 

Wählt  man  nun  auf  F  die  p  —  3  Basispunkte  des  Netzt 
auf  geeignete  Art  aus,  so  wird  die  transformirte  Curve  eü 
solche  von  der  kleinsten  Ordnung,  in  die  sich  überhaupt  eii 
Curve  vom  Geschlecht  p  verwandeln  lässt;  diese  kleinste  On 
nung  ist: 


die  27r  +  2*« 

für     p  —  37t, 

„     27r  +  3*^ 

für     p  —  3  TT  -[-  1 , 

„     27r  +  4*« 

für     i)  — 37r  +  2, 

^ 


Brill-Noether,  Math.  Ann., 

An  diese  Betrachtungen  schliesst  sich  das  Problem  an,  d 
Anzahl  der  Moduln  einer  Curve  von  gegebenem  Geschlecht  ^ 
bestimmen,  d.  h.  die  Anzahl  derjenigen  Functionen  der  Coef) 
cienten  der  Curvengleichung,  welche  sich  bei  jeder  beliebige 
birationalen  Transformation  als  absolute  Invarianten  verhalte 
Man  kommt  zu  dem  folgenden  Resultat  (Eiemann): 
Für  p  =  0,  d.  h.  also  für  rationale  Curven  ist  die  Änza. 
der  Moduln  Null,  für  p  =  1,  d.  h.  für  elliptische  Curven,  l 
trägt  diese  Zahl  1  und  für  p  ^  1  ist  sie  *Sp  —  3. 


Eine  wichtige  AuAvendung  finden  die  Cremona  -  Tran 
formatioiien  der  Ebene  auf  die  sogenannte  Zerlegung  der  Sing'» 
laritäten. 
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Mittelst    einer    Cremona  -  Transformation    kann    man    ans 
'•r  Curve  mit  vielfachen  Funkten,    in   welchen    die  Tangenten 
Timmen  fallen,  eine  Curve  mit  nur  gewöhnlichen  Singularitäten 
h.  nur  mit  vielfachen  Punkten,   in   welchen   die  Tangenten  ge- 
■  nt  sind,  ableiten. 
Dieses  Problem  hat  speciell  Noether,  Gott.  Nachr.,  1871; 
Lath.  Ann.,  9  behandelt. 
I^k  Man  kann  ferner  durch   hirationale  Transformationen   eine 
'•'Srve,   die  nur  gewöJmliche  Singularitäten   hat,    in    eine  andere 
T  erwandeln,    tcelche   nur  Doppelpunkte    hesitzt.     Siehe   Bertini, 
f  lath.  Ann.,  44. 

Die    quadratischen    birationalen    Transformationen    wurden 
on  Magnus  untersucht,  Sammlung  von  Au  fg.  etc.,  Berlin  1833, 
on  Steiner,   Grelle,  8    und   später   von   Schiaparelli,    Mem. 
l'icc.   Torino ,    1862;    die    allgemeine    Theorie    der    birationalen 
Vansformationen  dagegen  hat  Cremona  begründet,  Acc.  Bologna, 
863,  1865;    Giorn.  di  Batt.,   1,  3.     Andere  wichtige  Arbeiten 
ind  von  Cayley,  Proc.  Lond.  math.  Soc,  3,   1870;  Rosanes, 
Ue,  73;  Clebsch,  Math.  Ann.,  3;  Noether,  ib.,  5. 
Wir  empfehlen,  die  Darstellung  der  Theorie  der  birationalen 
..ransformationen    von   Ebenen   sowohl   wie   von    Curven   in    der 
Hemn.  von  Clebsch-Lindemann  zu  Rath  zu  ziehen.    Bezüglich 
leuerer  Untersuchungen  vergl.  man:  Fano,    üeber  Gruppen  ins- 
besondere Gruppen  von  Cremona-Transformationen  der  Ebene  und 
'im  Baumes.    Monatshefte  für  Math,  und  Physik,  9.  Jahrg.,  1898. 


i' 


Man  hat  auch  die  nicht  ein  -  eindeutigen  (mehrdeutigen) 
Transformationen  einer  Ebene  in  eine  andere  studirt  ebenso  wie 
lie  mehrdeutigen  Transformationen  einer  Curve  in  eine  andere. 

Eine  Formel,  welche  die  Geschlechter  zweier  nicht  in  ein-ein- 
leutiger  Zuordnung  stehender  Curven  verbindet,  ist  von  Zeuthen: 

Es  mögen  zwei  Curven  vorliegen ,  die  sich  derart  ent- 
sprechen, dass  einem  Punkt  der  ersten  (vom  Geschlecht  p) 
>n  Punkte  der  zweiten  (vom  Geschlecht  p)  und  einem  Punkt 
ier  zweiten  m'  Punkte  der  ersten  entsprechen.  Auf  den  beiden 
Curven  gebe  es  ^  bez.  ^i  Coincidenzen,  d.  h.  es  komme  ^  mal 
v^or,  dass  auf  der  ersten  Curve  von  den  einem  Punkt  der  zweiten 
entsprechenden  Punkten  zwei  zusammenfallen  etc.     Alsdann  gilt 

4 Formel,  Zeuthen,  Math.  Ann.,  3: 
fi  —  ^i  =  2n%{p  —  l)  —  2m(p   —  l). 

"  Pascal,  Repertorium.  n.  11 
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Für  m  =  m'  =  1  erhält  man  die  ein- eindeutige  ZuordnuD 
und  aus  der  Formel  folgt  dann  ferner  p  =  p  .  Biemann'schi 
Theorem. 

Zu  den  mehrdeutigen  Correspondenzen  zwischen  zwei  Ebent 
gehören  die  isogonalen  (gleichtvinMigen),  bei  welchen  die  Wink 
unverändert  bleiben;  siehe  das  Werk  von  Holzmüller,  Tfiec 
der  isog.  Verwandtsch.,  Leipzig,  1883. 

Die  wichtigsten  Arbeiten  über  die  mehrdeutigen  Trar 
formationen  sind  von  Ch,  Wiener,  Math.  Ann.,  3;  De  Paoli 
Mem.  Lineei,  ISn ,  1878;  Noether,  Erlang.  Berichte,  187 
Jung,  Bend.  Lincei,  1886;  Ist.  Lomb.,  1888;  Bertini,  7 
Loml).,  1889. 
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Kapitel  VI. 
Die  Theorie  der  ebenen  Connexe. 

§  1.    Allgemeines. 

Nachdem  wir  in  den  vorstehenden  Kapiteln  die  Figuren 
udirt  haben,  welche  analytisch  durch  das  Verschwinden  einer 
mären  Form  mit  nur  einer  Reihe  von  Variabelen  dargestellt 
erden,  gehen  wir  nun  zu  den  Formen  mit  zwei  Reihen  von 
ariabelen  über. 

In  den  §§  11,  12,  21  des  Kapitels  XII  im  1*^^  Band  war 
ijjLSolchen  ternären  Formen  mit  zwei  Reihen  von  Variabelen, 
1^1  mit  einer  Reihe  von  Variabelen  x  und  einer  Reihe  von 
)ntragredienten  Variabelen  u  die  Rede. 

Die  geometrische  Figur,  welche  analytisch  dargestellt  wird, 
idem  man  diese  ternäre  Form  gleich  Null  setzt  und,  wie  ge- 
öhnlich,  die  x  als  die  Punktcoordinaten  der  Ebene  und  die  u 
s  die  Liniencoordinaten  (Geradencoordinaten)  der  Ebene  inter- 
retirt,  heisst   Comiex. 

Wenn  die  Form  .vom  n^^^  Grad  in  den  x  und  vom  m*^ 
rad  in  den  ii  ist  und  mithin  symbolisch  durch 

n    m 

«stellt  wird,  so  sagt  man,  der  entsprechende  Connex  sei  von 
^^^  Ordnung  und   der  m}^^  Classe   und   bezeichnet   ihn   mit 
-  Symbol  (w,  m). 
Vermöge    der   Gleichung    eines    Connexes    entspricht   jedem 
unkt   der    Ebene    eine    in   Tangentialcoordinaten    ausgedrückte 
urve  m*^'"  Classe  und  jeder  Geraden  der  Ebene  eine  in  Punkt- 
oordinaten  ausgedrückte   Curve  n^^^  Ordnung. 

Ein  Punkt  und  eine  Gerade,  die  sich  in   dem  Connex  ent- 
preehen,  heissen  zusammengenommen  Element  des  Connexes. 
'  11* 
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Es  kann  vorkommen,  dass  ein  Punkt  der  El3ene  existii 
der  mit  jeder  Geraden  der  Ebene  ein  Element  des  Connex 
bildet;  er  heisst  dann  Fundamentalpunkt  und  ebenso  wr 
Fundamentalgerade  des  Connexes  eine  Gerade  genannt,  die  n 
jedem  Punkt  der  Ebene  ein  Element  bildet. 

Die  Anzahl  der  Fundamentalpunkte  oder  -Geraden  kai 
endlich  oder  auch  unendlich  gross  sein.  So  lässt  sich  z.  B.  c 
Gleichung  einer  Curve  in  Punktcoordinaten  als  die  Gleichu 
eines  Connexes  ansehen,  der  unendlich  viele  Fundamentalpuni 
hat,  welche  die  unendlich  vielen  Punkte  der  Curve  sind,  w 
ein  Punkt  der  Curve  mit  einer  beliebigen  Geraden  der  Ehe 
zusammengenommen,  offenbar  ein  Element  des  Connexes  bild 
d.  h.  eine  Combination  von  Punkt  und  Gerade,  deren  Coordinai 
der  gegebenen  Gleichung  genügen. 

Der  durch  die  Gleichung 

U^  z=z  u^x^  -f-  ^2^2  ~r  ^-^s  ^^^  ^ 
dargestellte  Connex  heisst  identisch. 


Die  Gesammtheit  der  in  doppelt  unendlicher  Anzahl  \ 
handenen  Elemente,  welche  zweien  Connexen  gemeinschaffc 
sind,  bildet  eine  sogenannte  Coincidenz.  In  einer  Coincid 
entspricht  jeder  Geraden  der  Ebene  eine  endliche  Anzahl  v 
Punkten  und  jedem  Punkt  eine  endliche  Anzahl  fi  von  Gera« 
Die  Zahlen  v  und  jm,  heissen  Ordnung  und  Classe  der  Coincid 

Die  Coincidenz ,  welche  ein  gegebener  Connex  mit  < 
identischen  Connex  u_^  =  0  gemeinschaftlich  hat,  heisst  Ha 
coincidenz. 

Liegen  zwei  Connexe  (n,  m),  (n,  ni-)  vor,  so  sind  die  ( 
nung  und  Classe  der  entsprechenden  Coincidenz 

V  =  nn,  f*  =  mm\ 

Ist  ein  Punkt  x  gegeben,  so  ergehen  sich  die  fi  Geraden 
Coincidenz  als  die  Tangenten,  tv eiche  den  Curven  gemeinsa 
lieh  sind,  die  in  den  beiden  Connexen  diesem  Punkt  x  entsprec 
ähnliches  gilt  für  die  v  Punkte,  ivelche  einer  Geraden  zu^( 
net  sind. 

Die   Gesammtheit   der   dreien    Connexen    gemeinsamen 
mente  oder  ein  Theil  dieser  Gesammtheit  bildet  ein  Curven^ 
Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  der  drei  Connexe  die  ; 
ergibt  sich  die  Gleichung  einer  Curve  in  Liniencoordinaten, 
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minirt  man  die  t/,  die  Gleichung  einer  Ourve  in  Punktcoordi- 
ten.     Die  CJasse  der  ersten  Curve  ist  durch 
mn  n'  -}-  m  n' n  -\-  m' nn 

ichen  und  die  Ordnung  der  zweiten  durch 

nm' m'  -f-  n  vn' m  -\-  n" mm , 

nn  \n,  7n),  (n,  m'),  (n' ,  m")  die  drei  Connexe  sind. 

Die  Anzalil  der  Elemente  (Punlct  und  entsprechende  Gerade), 
vier   Connexen   {n,  m),  (n,  m'),  (n' ,  m"),  (}i'\  m"')  gemein- 
laftlicli  sind,  ist: 

in  H  n    -\-  m  m  n    n  -\-  m  m    nn  -f-  mm  n  n     -f- 

+f    fff  ff       I  ///  //   / 

mm    n  n  -f-  mm    n  n . 

Wie  es  bei  den  Curven  singulare  FunMe  geben  kann,  d.  h. 

flehe,  für  welche  die    linke  Seite    der   in  Punktcoordinaten  ge- 

I  .^^benen   Gleichung   der   Curve    in    höherem    als  dem    l*^'^  Grad 

Tschwindet    (d.  h.    auch    die    partiellen    Derivirten    der    linken 

'ite  dieser  Curve  sich  annuUiren),  so  können  auch  die  Connexe 

nguläre  Elemente  baben.     Diese  treten  unter  Umständen   auch 

einfach   oder   doppelt   unendlicher  Anzahl    auf;    d.  h.  in  dem 

:'gebenen  Connex  können  singulare  Coincidemen   oder  singulare 

urvenpaare  enthalten  sein. 

Selbstverständlich  führt  das  Studium  der  Eigenschaften  der 
onnexe    zu   der   Construction   der   invarianten  Formen,    welche 

3r  Fundamentalform  al^a  angehören;  davon  war  kurz  in  dem 
'*°  Band  die  Rede,  wo  wir  auch  in  Kap.  12,  §  12  die  Grund- 
Age  eines  auf  die  Connexe  angewandten  TJebertragungsprincips 
rklärt  haben,  mit  dessen  Hülfe  sich  specielle  Formen  con- 
ruiren  lassen,  die  in  Bezug  auf  den  Connex  covariant  sind. 

-     Conjugirter  Connex.     Geschlecht   der  Connexe  und 
der  Coincidenzen. 

Von  den  invarianten  Bildungen  in  Bezug  auf  einen  ge- 
ebenen Connex  ist  besonders  diejenige  von  Interesse,  die  dem 
ogenannten  conjugirten  Connex  entspricht. 

Einem  gegebenen  conjugirt  heisst  der  Connex,  der  in  Bezug 
iif  den  gegebenen  die  folgende  invariante  Beziehung  hat:  Jedes 
einer  Elemente  (j/,  v)  ist  so  beschaffen,  dass  dem  Punkt  y  m 
lem  gegebenen  Connex  wenigstens  eine  doppelt  zu  zählende  Gerade 
md  der  Geraden  v  in  dem  gegebenen  Comiex  wenigstens  ein 
loppelt  zu  zählender  Punkt  entspricht. 
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Die  Gleichung  des  dem  gegebenen  fix,  w)  =  0  conjugirte: 
Connexes  F(^y ,  v)  =  0  erhält  man  durch  Elimination  von  q,  6,  x^,  ? 
aus  den  Gleichungen 

Bei  der  Aufstellung  der  Gleichung  des  conjugirten  Cor 
nexes  kann  man  das  Uebertragungsprincip,  Bd.  1,  Kap.  12,  §  1 
benutzen.  Man  hat  die  Discriminante  der  doppelt  binäre 
Gleichung  zu  bilden,  welche  bei  Anwendung  derselben  Bezeicl 
nung,  wie  in  dem  erwähnten  §  12, 

cp  ^  ^A  Aj^,  (n,  w  >  1) 

lautet,  d.  h.  die  Invariante  zu  bilden,  die,  gleich  Null  geset? 
die  Bedingung  angibt,  unter  welcher  diese  Fonn  gleichzeit 
eine  doppelte  Wurzel  in  X  und  eine  doppelte  Wurzel  in  fi  hs 
unter  welcher  also  zwei  Werthe  X^^  fi^  von  X  und  fi  dera 
existiren,  dass  Xj^  eine  Doppelwurzel  von  q){X,  jUj)  ==  0  und  , 
eine  Doppelwurzel  von  (p(X^^  ^)  =  0  ist.  Alsdann  ändere  mf 
nach  dem  Uebertragungsprincip  jede  binäre  Determinante  in  eh 
temäre  um.  Diese  Invariante  ergibt  sich  durch  Elimination  vi 
h>  h>  f^i'  (^'2  ^^^  ^^^  Gleichungen 

dx,      ^'  dx,      ^'  dii,      ^'  dii, 

ihr  Grad  ist  der  2  {mn  -\-  2(m  —  l)  (^  —  l))*^- 

Wenn  eine  der  Zahlen  n  oder  m  z.  B.  m  gleich  1  wif 
so  ist 

und  die  gesuchte  Invariante  die  Mesultante  von  P^  u/nd  Pg- 
Der  dem  Connex  (1,1):  a^^«  =  0   conjugirte   Connex  i 
(ahu)  (aßx)  =  0; 

der  dem  Connex  (2,  l):  a^^Ua  =  0  conjugirte: 
(abuy  {cduy  (ßyx)  (aöx)  =  0, 

und  der   dem  Connex  (2,  2):   ajua^  =  0  conjugirte  schliessli< 

{W+  3Uy  —  27  (UW—  U^  —  7^)2  =  0, 


worin 


ist. 


U=  —  -^^^(ahuy  (aßxy, 

V=  —  ■^■^^(ahu)  (heu)  (cau)  (aßx)  (ßyx)  (yccx), 

W=  Kahüf  (cduf  (ayxy  (ßdxf  —  9U^ 
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Man  kann  sagen,  dass  sich  der  conjugirte  Connex  auf  eine 
wisse  Art  zu  dem  gegebenen  Connex  verhält,  wie  die  Ge- 
mmtheit  der  Tangenten  an  eine  Curve  zu  den  Punkten  dieser 
irve. 

Der  conjugirte  Connex  des  conjugirten  ist  tvieder  der  ur- 
n'ingliche. 

Die  Elemente  zweier  einander  conjugirter  Connexe  entsprechen 
ein- eindeutig. 

Die  Ordnung  und  die  Classe  des  conjugirten  Connexes  eines 
ntnexes  (n,  m)  sind  im  Allgemeinen: 

vKt,  n  ==  m  { nm  -f-  2  (w  —  1)  (m  —  l)  ) , 

^^^^B         m'  =  n  [  mn  -\-  2(m  —  l)  (^  —  1)  1  • 

Von   Literatur    über    die    conjugirten   Connexe  citiren    wir 

isser    der   Clebsch-Lindemann'schen  G-eometrie  eine   Arbeit 

on   Kyparissos    Stephanos,    Bull,   des   sciences  math.,    (2), 

880. 


tf 


Die  Beziehung,  welche  zwischen  dem  gegebenen  Connex  und 
äinem  conjugirten  besteht,  ist  ein  specieller  Fall  einer  ein-ein- 
eutigen  Transformation  eines  Connexes.  Wenn  wir,  anstatt  die 
'oordinaten  y ,  v  der  Punkte  und  Geraden  des  neuen  Connexes, 
v'ie  am  Anfang  dieses  Paragraphen,  den  partiellen  Derivirten 
er  linken  Seite  der  Gleichung  des  gegebenen  Connexes  pro- 
tortional  zu  setzen,  diese  C oordinaten  y ,  v  rationalen  ganzen 
•'unktionen  der  x  und  der  u  proportional  und  derart  annehmen, 
iass  sich  auf  ähnliche  Art  mit  Hülfe  dieser  Beziehungen  auch 
lie  X  und  u  rational  aus  den  y  und  v  ableiten  lassen,  so  er- 
gibt sich  eine  birationale  Transformation  des  Connexes. 

Bei  dem  Studium  dieser  Transformation  wurde  man  zu  der 
Clntersuchung  einer  Zahl  geführt,  die  für  den  Connex  da.s  ist, 
vvas  das  Geschlecht  für  die  Curven  bedeutet,  d.  h.  einer  Zahl, 
iie  von  den  Zahlen  abhängt,  welche  die  Ordnung  und  die  Classe 
las  Connexes  angeben,  und  deren  Werth  bei  einer  birationalen 
Transformation  dieses  Connexes  unverändert  bleibt. 

Dieselbe  Untersuchung  lässt  sich  auch  bei  Coincidenzen  an- 
stellen; dabei  ist  bemerkenswerth,  dass  die  Connexe  und  Coin- 
cidenzen, da  sie  keine  Mannigfaltigkeiten  nur  einer  Dimension 
darstellen,  nothwendigerweise  nicht  ein  einziges  Geschlecht,  son- 
dern mehrere  Geschlechter  besitzen.     Siehe  Kap.  9,  §  4. 
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Für  einen  allgemeinen  Connex  {n,  m)  ist  die  Zahl 

{n  —  1)  (n  —  2)     {m  —  1)  (m  —  2) 

p  —  ^  ^ 

eines  der  Geschlechter. 

Für  eine  Coincidenz,  tvelche  der  Schnitt  der  heiden  Comv 
(n,  m),  {n ,  m')  ist,  gibt  die  Zahl 

(n  -[-  *i'  —  1)  (n  -\-  n   —  2)     {m  -\-  m   —  1)  (m  -f  ^^^'  —  2) 

^= ^ ^ 

{n   —  1)  {n   —  2)     {m  —  1)  (m  —  2) 

2  ~2 

_  (n  —  1)  (n  —  2)    ■  (m  —  1)  (m  —  2) 
2  "  2 

mes  c?er  Geschlechter  an. 

§  3.  Die  Hauptcoincidenz  eines  Connexes.   Integralcurve 

eines  Connexes. 

Die  Coincidenz,  welche  ein  gegebener  Connex  mit  dem  idei 
tischen  Connex  u^  =  0  gemeinschaftlich  hat,  heisst,  wie  scho 
oben  gesagt  wurde,  Hauptcoincidenz  des  gegebenen  Connexes  (w,  m 

Jedem  Punkt  sind  in  dieser  Figur  m  durch  diesen  Punl 
gehende  Strahlen  zugeordnet,  welche  die  von  diesem  Punl 
nach  der  entsprechenden  Curve  des  Connexes  gezogenen  Tai 
genten  sind,  und  jeder  Geraden  sind  n  auf  ihr  gelegene  Punk 
zugeordnet,  welche  die  Schnitte  der  Geraden  mit  der  Curve  sin 
die  in  dem  Connex  der  gegebenen  Geraden  entspricht. 

Jedem  Connex  entspricht  eine  Hauptcoincidenz;  umgekeh 
aber  gibt  es  unendlich  viele  Connexe,  die  derselben  Hauptcoi 
cidenz  entsprechen;  denn  alle  Connexe  von  dem  Typus 

worin  M  eine  Form  mit  zwei  Reihen  von  Variabelen  und  V( 
den  Graden  n  —  1  in  den  x  und  m  —  1  in  den  u  bezeich iv 
haben  offenbar  dieselbe  Hauptcoincidenz. 

Das  Studium  der  Hauptcoincidenz  eines  Connexes    steht 
besonderer   und   enger   Beziehung   zu   der  Untersuchung   der   ( 
gcbraischen  Differentialgleichungen   1*^^  Ordnung. 

Durch  einen  Punkt  x  der  Ebene  gehen  m  Gerade  d 
Hauptcoincidenz;  betrachten  wir  nun  die  m  unendlich  klein 
Strecken  der  Geraden  in  der  Umgebung  des  Punktes  x  als  c 
unendlich   kleinen   Bogen   von  m  durch   diesen   Punkt   gehend 
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irven,  so  erhalten  wir  ein  System  von  Curven  von  der  Be- 
haffenheit,  dass  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  m  Curven  des 
rstems  gehen. 

Die  Differentialgleichung  dieses  Curvensystems  ist  leicht  zu 
mittein;  denn,  wenn  x  und  u  ein  Punkt  bez.  eine  Gerade  sind, 
sich  in  der  Coincidenz  entsprechen,  so  hat  man: 


n    m 
a    IIa 


0, 
u^  =  0. 

Betrachtet     man     einen    Nachbarpunkt    x  -{-  dx    auf    der 


^eraden  ?<,  so  ist 


u 


dx 


0, 

0; 


^2   "^3 

Xg  x^ 

X^   X2 

dx^  dx^ 

dx^  dx^ 

et  X-i      et  Xa 

folgt: 


urch    Substitution    dieser    Werthe    in    die    Gleichung    des 
onnexes 

a^(axdxy^^  =  0; 

es  ist  eine  Differentialgleichung  1*^^  Ordnung  und  m^^^  Grads. 

Selbstverständlich  kann  man  auch  auf  correlative  Art  ver- 
'ahren  und  so  zu  einer  Differentialgleichung  1*^^  Ordnung  und 
»i*^  Grads  in  Liniencoordinaten  kommen.  Das  durch  diese  beiden 
Arten  von  Bifferentialgleicliungen  dargestellte  Curvensystem  ist 
jedoch  immer  dasselbe;  solche  Curven  werden  die  Ilauptcoincidenz- 
curven  oder  die  Integralcurven  des  Connexes  genannt. 

Man  kann  so  mit  Hülfe  eines  Connexes  jede  Bifferential- 
nieichung  1^^^  Ordnung  mit  algebraischen  Coeffwienten  erhalten. 

Ein  einfaches  Beispiel  für  die  Art,  auf  welche  die  Integral- 
curven eines  Connexes  bestimmt  werden,  ist  das  folgende: 

Es  liege  der  Connex  (l,  l)  vor,  der  sich  im  Allgemeinen 
auf  die  canonische  Form 

\u^x^  +  ^'2  ^^2  ^2  +  h'^h^z  =  ö 
reduciren  lässt.     Die   entsprechende  Differentialgleichung   lautet: 


ih 


h)  '^  +  (h 


X, 


+  (*i  -  h)  ^  =  0, 


leren  Integral 


ir/2 


^"3  xJ 


3     Ä-,^  Ä-i  — Ä-2  __  Const. 


ist. 
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Die  dui'ch  diese  Gleichung  dargestellten  Curven  sind  die 
Integralcurven. 

Die  Theorie  der  Differentialgleichungen  1^^^  Ordnung  steht 
auf  diese  Art  in  enger  Beziehung  zu  der  Theorie  der  Connexe; 
dies  ist  auch  der  Grund,  weshalb  die  genialen  Untersuchungen 
Lie's  über  die  Transformationsgruppen  (vergl.  Bepert.  1,  Kap.  9j 
und  speciell  über  die  Berührungstransformationen  (ib.,  §  2)  ihre 
geometrische  Anwendung,  die  von  so  grosser  Bedeutung  ist,  in 
der  Lehre  von  den  ebenen  Connexen  finden. 


Der  Ort  der  Funkte  der  Ebene,  ic eiche  so  hescJi äffen  sind, 
dass  von  den  ihnen  in  der  Hauptcoincidenz  entsprechenden  Strahlen 
zwei  zusammenfallen,  ist  eine  Curve  F^O,  die  zugleich  der 
Ort  der  CuspidalpunJcte  der  Integralcurven  des  Connexes  ist.  — 
Offenbar  sind  die  Punkte  von  F  =  0  auch  diejenigen  Punkte  dei 
Ebene,  denen  in  dem  Connex  Curven  entsprechen,  die  durch  diest 
Punkte  gehen. 

Correlativ: 

Die  Enveloppe  der  Geraden  der  Ebene,  welche  so  beschaffet 
sind,  dass  von  den  ihnen  in  der  Hauptcoincidenz  entsprechendet 
Punkten  zwei  zusammenfallen,  ist  eine  Curve  F'=0,  die  zu- 
gleich die  Enveloppe  der  Inflexionstangenten  der  Integralcurven 
des  Connexes  ist.  —  Offenbar  sind  die  Tangenten  von  F'  =  < 
auch  diejenigen  Geraden  der  Ebene,  denen  in  dem  Connex  si^ 
berührende  Curven  entsprechen. 

Die  Cuspidaltangenten  der  Integralcurven  hüllen  eine  Cuiv 
ein,  die  wir  0  =  0  nennen  wollen,  und  die  Inflexionspunkte  de 
Integralcurven  bilden  eine  andere  Curve,  die  wir  mit  0'  =  ' 
bezeichnen. 

Die  Ordnung  von  F  =  0  ist  die  (m  —  l)  (2w  +  *w)*^  ^^* 
die  Classe  von  F'  =  0  die  {n  —  l)  (2m  +  ^)^- 

Die  Classe  von  0  =  0  ist  die  (n^  -^  2mn  —  w  +  w)^ 
und  die  Ordnung  von  0'  =  0  die  (m^  -\-  2mn  —  m  -\-  n)^^. 

Die  Anzahl  der  Doppclpunkte  von  F  =  0  beträgt 
^(m  —  2)  (m  —  3){(2w  +  mf  +  3m} 
und  die  Anzahl  der  Cuspidalpunkte: 

3 (in  —  2)  (w^  +  mn  -{-  m). 

Vertauscht  man  in  diesen  Ausdrücken  n  mit  m,  so  ergil 
sich  die  Anzahl  der  Doppeltangenten  bez.  der  Inflexionstangente 
von  F'  =  0. 
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§  4.    Der  Connex  (1,  1). 

Geometrisch  stellt  der  Connex  (l,  l)  nichts  Anderes,  als 
ine  ebene  Collineation  (siehe  oben  Kap.  1,  §  3)  dar;  bei  ihm 
ütspricht   jedem   Punkt  x  ein   Punkt  ?/,    welcher   das    Centrum 

>  Büschels  der  Geraden  ist,  die  dem  Punkt  x  zugeordnet  sind. 

enn 

lie  Gleichung   des  Connexes    ist,    so    sind    die    Coordinaten   des 
lem  Punkt  (x)  entsprechenden  Punkts  (^) 

Vi  -==  ^il^l  "T"  ^«2 -^2  ~r  ^i3^3 

md  die  Coordinaten  der  Geraden  (t'),  welche  (u)  entspricht: 

Das  volle  System  der  invarianten  Bildungen  der  Form 

hat  Clebsch  gefunden.     Es  besteht  aus  7  Formen.    ^lath.  Ann., 
1  vergl.  auch  Bepert.,  Bd.  1,  p.  345. 

Dieses  System  enthält  die  drei  Invarianten: 

Mittelst  dieser  Invarianten  lässt  sich  die  Discriminante  der 
Form,  nämlich 


durch  die  Formel 


%1  ^12  ^13 
^21  ^22  ^23 
%1    ^32    ^33 


zj  == ^ ~   ausdrucken. 

Bie  gegebene  Form  a^u^  lässt  sich  im  Allgemeinen  auf  die 
canonische  Form 

fi-i  tf  <  Xi     ~|~    Ka  wa  Xa        1        Ka  Wo  Xf> 

zurückführen. 

Für  diese  canonische  Form  sind  die  drei  Invarianten  i,  i^,  «V' 

*   =  Ä;^    -]-  /cg    H~  ^3? 

l-^=\     +  ^2     "T  ^3    5 

«2  =  ftj    -j-  «^2    ~r  ^3  • 
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Zur  Bestimmung    der  Je   (der  Coefficienten  der  canonischen 
Form)  dient  mithin  die  Gleichung 

die  mit 


=  0 


^11  - 

-A:, 

«12  > 

«13 

hl' 

«22 

Ti, 

Ö'23 

%i' 

a.^2> 

«33 

Ti 

äquivalent  ist. 

Eine  ZiviscJienform  der  Form  f  ist 


/i 


«x^/^^«» 


.^J  dx.  Ctl^ 

welche,  gleich  Null  gesetzt,   die  Collineation   darstellt,   die  sich 
aus  der  zweimaligen  Anwendung  der  Collineation  /"=  0  ergibt. 

Der  conjugirte  Connex  des  Connexes  /"  =  0  ist 

g  =  {a,l)ii)  (aßx)  =  0, 

der  sich  durch  u^,  f  und  f^  auf  die  folgende  Art  ausdrücken  lässt: 

g  =  (i^-i;)u^-2if+2f,. 

Der  Connex  g  =  0  stellt  die  Transformation  dar,  welche  zu 
der  durch  f  ==  0  gegebenen  Transformation  invers  ist. 
Construirt  man  die  Zwischenformen 


A 


.^J  c  X.  d  u.       ^i  c  u.  c  X; 


und  die 
9h 


^  J^CX-       CU;  „^iu;       cx. 


=  V^^  ^^^-1  _  ^cg^9k-i     r    ^. 
^dx,      du,  jiLJdu.      dx.    '  y9o  —  ffJi 


so  ergibt  sich: 

Alle  fj^  lassen  sich  linear  durch  ii^,  f,  f^  ausdrücken.  Dit 
fj^  =  0  stellen  die  CoUineationen  dar,  welche  eine  Qi  -\-  l)-maligi 
Anivendung  der  Collineation  f=0  liefert.  ^ 

Die  gji  =  0  repräsentiren  die  Collineationen,  welcJie  zu  def 
durch  die  fj^  =  0  dargestellten  Collineationen  invers  sind. 
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Gibt  man  f  die  oben  angegebene  canonisclie  Form,  so  lassen 
<ieh  f}i>g,gh  durch  die  Formeln  ausdrücken: 

ly  f)  '    Ka  fCn  U-t  Xi  iCa  K-i  Ua  Xa        f""    K-t  Ka  Uo  Xo  , 

i  9  h  =  ih  hf  +  ^  ^h  ^1  +  (h  hf  +  ^  %  ^2  +  (^1  ^'2)^'  +  ^  ^'3  ^3  • 

Näheres  über  den  Connex  (l,  l)  findet  man  bei  C  leb  seh, 
Jlath.  Ann.,  1  und  in  der  Clebsch-Lindemann'schen  Geo- 
metrie.  Andere  hierher  gehörige  Arbeiten  sind  von  Battaglini, 
Giorn.  di  mat.,  21,  22;  Atti  Acc.  Napoli,  1880;  Memorie  Acc. 
Lincei,  (3),  9,  1880;  Lazzeri,  Atti  Ist.  Veneto,  (6),  3,  1885. 

§  5.    Der  Connex  (1,  2). 

Dieser  Connex  wurde  zuerst  von  Godt,  Dissert.,  Göttingen 
1873  untersucht  und  die  Eesultate,  zu  denen  er  gekommen,  von 
C  leb  seh   auf  den  Connex   (1,m)    ausgedehnt. 

Bei  dem  Connex  (l,  2)  ist  die  Curve  F  =  0  (siehe  oben  §  3) 
^ne  allgemeine  Curve  4*®^  Ordnung  ohne  singulare  Funkte. 

Offenbar  können  in  diesem  Fall  die  Curven  jF"  ==  0 ,   cD'  =  0 

üicht  existiren,  da  jede  Gerade  der  Ebene,  weil  n  =  1  ist,  mit 

nur  einem  ihrer  Punkte  ein  Element  der  Hauptcoincidenz  bildet, 

und  es  daher  nicht  vorkommen  kann,   dass   zwei   solche  Punkte 

zusammenfallen. 

Die  Curve  F  =  0  hat  die  Gleichung: 

und  die  Curve   0  =  0: 

(abu)c^u^u/u^^  =  0. 

Die  Curve   O  ist  also  von  der  Q^^^  Klasse. 

lieber  den  dem  Connex  (1,  2)  conjugirten  Connex  siehe 
oben  §  2. 

In  jedem  Connex  (l,  2):  a^u^  ==  0  bilden  die  Funkte,  deren 
entsprechende  Kegelschnitte  in  zivei  Funkte  zerfallen,  die  Curve 
3^^^  Ordnung 

■md  die  Geraden,  tvelche  die  beiden  Funkte,  in  die  jeder  dieser 
Kegelschnitte  zerfällt,  miteinander  verbinden,  sind  die  Tangenten 
der  Curve  5*^^  Classe 

(abc)  (aßy)u^u^u^  =  0, 
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während  die  nämlichen  FimJctepaare  sich  ihrerseits  auf  der  Curv 

r  nung  ^^^^^  ^^^^^  ^^^^^  ^^^^^  ^  ^ 

'befinden. 

In  jedem  Connex  (l,  2)  gibt  es  7  Gerade,   die,  mit  ein,,. 

beliebigen  ihrer  Punkte  zusammengenommen,  Elemente  der  Haupt 

coincidenz   bilden.     Diese    Geraden    heissen    Grundstrahlen.     Si 

machen    einen  Tlieil    des  Systems    der   Integralcurven    aus,  sim 

ein  Thdl  der  Doppeltang entcn  der  Curce  F  =  0  und  die  einzige, 

Doppeltangenten  von  0  =  0. 

Die  Gleichung 

u^  =  (auv)uj  ==  0 

stellt,  wenn  in  ihr  die  v  als  Parameter  angesehen  werden,  da 
Tangentialnetz  (vergl.  Kap.  5)  der  Curven  S*^'*  Klasse  dar,  welch 
die   7  Grundstrahlen  berühren. 

Wenn  die  Gerade  v  eine  der  übrigen  21  Doppeltang ente 
von  F  =  0  (siehe  Kap.  8)  ist,  so  zerfällt  die  Curve  u^  =  0  i 
einen  Punkt,  nämlich  einen  der  21  Schnittpunkte  von  zweien  dt 
7  Grundstrahlen,  und  in  einen  Kegelschnitt ,  welcher  der  Bt 
rührungskegelschnitt  an  die  anderen  5  Strahlen  ist. 

Wichtig  ist  das  folgende  Theorem: 

Die  Hauptcoincidenz  eines  Connexes  (1,2)  lässt  sich  stet 
als  Hauptcoincidenz  eines  Connexes  von  der  speciellen  Form 

darstellen;  dabei  ist  diese  Gleichung  auf  drei  der  7  Grundstrahle 
bezogen  und  sind  diese  3  Strahlen  zu  Seiten  des  Basisdreiecl 
der  Coordinaten  genommen. 

Die  Geraden  a_^==  0,  b^=  0,  c^=  0  sind  die  drei  Doppel 
tangenten  von  F  ^=  0,  welche  auf  die  in  einem  früheren  Theoret 
angegebene  Art  den  drei  Eckpunkten  des  Basisdreiecks  entspreche 
(das  zu  Seiten  drei  andere  Doppeltang enten  hat). 

Aus  dem  Gesagten  geht  klar  hervor,  dass  die  Theorie  de 
Connexe  (l ,  2)  in  enger  Beziehung  zu  der  Lehre  von  den  ebene 
Curven  4*®^  Ordnung  steht.     Vergl.  Kap.  8. 

Ueber  den  Connex  (l,  2)  siehe  auch  Peano,  Atti  A& 
Torino,  16,  1881. 

§  6.    Die  Connexe  (1,  w*)  und  Literaturangaben   über   dei 

Connex  (2,2). 

Die  vorstehenden  Resultate,  zu  denen,  wie  wir  schon  obe 
sagten,  Godt,  kam,  wurden  von  C  leb  seh  verallgemeinert  un 
auf  den  Connex  (l ,  m)  ausgedehnt. 
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Indem  wir  auf  die  Darstellung  in  den  Vorlesimg en  über 
rometrle  von  Clebsch-Lindemann  verweisen,  wo  man  Näheres 
udet,  wollen  wir  hier  nur  einiges  Wenige  mittheilen. 

In  dem  Connex  (1,  m)  gibt  es  m^  -\-  m  -\-  1  Grundstrahlen, 
ie,  wie  in  §  5,  definirt  werden. 

Die  Ordnung  von  F  =  0  ist  die  (m  —  l)  (m  -[-  2)*^;  die 
inzald  der  Doppelpunlie: 

^{m  —  2)  (m  —  3)  [{m  +  2)^  +  3m]; 

Ue  AnzaJd  der  CuspidalpunJcte: 

3(m  —  2)  (2m  +  l); 
I'(s  Geschlecht: 

p  =  ^m(7m  —  11); 

Ue  Classe  ist  die  (3m^)*®; 

lie  Anzahl  der  InflexionspunMe  beträgt: 

12m(m  —  l), 

/''>•  Boppeltangenten:  ^(9m*  —  40 m^  -}~  35  m  -|-  2). 

Die  m^  -\-  m  -\-  1  Grundstrahlen  sind  die  einzigen  Doppel- 
tangenten der  Curve  CP  ==  0  und  sind  auch  ein  Teil  der  Doppel- 
tangenten von  jP  =  0. 

Man  kann  dann  auch  hier  gewisse  Curven  u^  =  0  von  der 
(m  -|-  l)*®^  Classe  betrachten,  die  denen  in  §  5  analog  sind, 
und  kann  die  in  demselben  Paragraphen  angegebene  Beziehung 
zwischen  speciellen  Curven  u^  =  0  und  den  anderen 

-|m(m  —  l)  (3m^  -}-  3m  —  11) 

Doppeltangenten  von  F  =  0  weiter  ausdehnen.  Wir  halten  es 
jedoch  nicht  für  angemessen,  länger  bei  diesen  Einzelheiten  zu 
verweilen. 

Die  Theorie  der  ternären  Connexe  begründete,  wie  man 
wohl  sagen  kann,  C  leb  seh  mit  der  Untersuchung  des  Connexes 
(l,  l),  Math.  Ann.,  1  und  besonders  mit  der  in  den  Math.  Ann., 
6  enthaltenen  Arbeit  und  der  eingehenden  Darstellung  in  seinen 
1871,  1872  gehaltenen  Vorlesungen  über  Geometrie,  die  von 
Lindemann  bearbeitet  und  zuerst  im  Jahr  1876  herausgegeben 
wurden. 

Den  Connex  (2,  2)  behandelte  zuerst  C  leb  seh,  der  den  zu  ihm 
conjngirten  Connex  (siehe  oben  §  2)  berechnete;  auf  ihn  folgten 
Armenante,  Atti  Lincei,  (2),  3,  1876  und  Peano,  Attl  Acc. 
Torino,   16,   1881.     Mit  speciellen  Connexen  (2,  2)  beschäftigten 
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sich  Battaglini,  Giorn.  dl  mat.,  19,  1881;  Atü  Acc.  Napol 
1879;  Amodeo,  Giorn.  di  mat.,  25,  1885  und  Pannelli,  il 
26,   1888. 

Erweiterungen  der  Theorie  der  Connexe  auf  den  Rau: 
findet  man  hei  Battaglini,  Mem.  Acc.  Lincei,  (3),  12,  188 
Giorn.  di  Mat.,  22,  1884,  der  die  hilinearen  quaternären  Formt 
untersuchte;  Lazzeri,  Mem.  Lincei,  (4),  4,  1887,  der  df 
Connex  (l,  l)  im  Raum  betrachtete;  Krause,  Math.  Ann.,  1 
der  den  Connex  (l,  2)  im  Raum  behandelte  und  D.  Sintso 
Theorie  des  connexes  dans  Vespace.,  Bull,  des  sciences  math.,  189 
Der  letztere  Artikel  ist  ein  Bericht  über  ein  russisches  Wei 
des  Verfassers. 


Kapitel  VII. 
Die  ebenen  Gurven  dritter  Ordnung. 

§  1.    Allgemeines  über  die  Curven  dritter  Ordnung. 
"Wendepunkte.     Tangentialpunkte. 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve  3^^^  Ordnung  enthält 
tmogen  selin  Coefficienten ;  sind  daher  in  der  Ebene  neun  PunJtte 
iUJcürlich  gegeben,  so  geht  im  Allgemeinen  eine  einzige  Curve 
ritfcr  Ordnung  durch  sie. 

Die  neun  Punkte  können  jedocli  derart  von  einander  ab- 
ingig  sein,  dass  unendlich  viele  Curven  3^^^  Ordnung  durch 
e  gehen. 

Alle  durch  acht  FunMe  der  Ebene  gehenden  Curven  3^^^  Ord- 
img  gehen  auch  durch  einen  neunten  von  den  ersten  bestimmten 

Die  Curve  5*®^  Ordmmg  ist  im  Allgemeinen  von  der  6^^^ 
lasse  und  dem  Geschlecht  Eins;  sie  hat  neun  Wende-  oder 
nflexiofispunkte. 

Hat  sie  einen  Doppelpunkt,   so  ist  ihr  Geschlecht  Null;    sie 
't  dann  von  der  4*®^  Classe  und  hat  nur  drei  in  einer  Geraden 
lende  Wendepunkte.     Die  Gleichung  einer  solchen  Curve  hängt 
"i  acht  Constanten  ab. 

Wenn  die  Curve  eine  Spitze  hat,  so  ist  ihr  Geschlecht  wieder 

'U,    ihre  Classe   die  5*®  und  die  Anzahl  der   Wendepwnkte  1. 

he  Gleichung  einer  solchen  Curve  hängt  von  sieben  Constanten  ab. 

Die  Gerade,  tvelche  zivei  Wendepunkte  verbindet,  geht  immer 

rch  einen  dritten   Wendepunkt. 

Die  neun  Wendepunkte  liegen  zu  je  dreien  auf  ztvolf  Geraden 
^^  durch  jeden   Wendepunkt  gehen  vier  dieser  Geraden. 
^"   Die  neun   Wendepunkte  können  nicht  sämmtlich   reell    sein, 
öchstens  drei  von  ihnen  sind  reell. 

Die  vier  durch  einen   Wendepunkt  gehenden  Geraden  bilden 
cdesmal  eine  äqidanliarmomsche  Gruppe. 

Pascal,  Eepertorium.  II.  12 
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Die  12  Geraden  ordnen  sich  in  vier  Gruppen  zu  je  dn 
so  dass  jede  aus  drei  Linien  beste]} ende  Gruppe  sämmüid 
9  Wendepunkte  enthält;  jedes  der  Dreiecke,  welches  die  dr 
Geraden  eines  Tripels  zu  Seiten  hat,  heisst  WendepunMsdreiec 

Durch  die  neun  Wendepunkte  einer  Curve  3^^^  Ordnm 
gehen  unendlich  viele  solche  Curven,  welche  sämmtlich  dieselh 
Wendepunkte  haben.  Das  Büschel  aller  dieser  Curven  heis 
syzygetisches  Büschel. 

Bezeichnet  man  mit  /"==  0  die  Gleichung  der  gegeben' 
Curve  und  mit  H  =  0  die  der  Hess  ersehen  Curve  (vergl.  Kap.  : 
so  lautet  die  Gleichung  des  syzygetischen  Büschels 

Unter  den  Curven  dieses  Büschels  sind  daher  auch  die  i\ 
Wendepunktsdreiecke  enthalten. 

Der    Polarkegelschnitt    eines    Wendepunkts   zerfällt   in   zt  ; 
Gerade,   von  denen  die   eine  die   Wendetangente  und  die  and* 
eine    Gerade    ist,    welche    die    harmonische    Polare  (Gerade)   c  '■ 
Wendepunkts  heisst. 

Die  harmoniscJie  Polare  des  Wendepunkts  hat  die  Eigi 
Schaft,  dass  jede  durch  diesen  Punkt  gezogene  Gerade  sie  in  ein  - 
Punkt  schneidet,  ivelcher  in  Bezug  auf  die  beiden  anderen  Punl 
in  denen  die  Gerade  die  Curve  3^^^  Ordnung  trifft,  harmoni 
conjugirt  zu  dem  Wendepunkt  ist  Daher  der  Name  harmonis 
Polare  (bez.  Gerade). 

Daraus  folgt  auch: 

Die   harmonische   Polare    eines    Wendepunkts   schneidet 
Curve  3^^  Ordnung  in  den  drei  Berührungspunkten  der  von  o 
Wendepunkt  an  die  Curve  gezogenen  Tangenten. 

Alle  Curven  des  syzygetischen  Büschels  haben  auch  diesel 
harmonischen  Polaren. 

Die  Tangenten  in  zivei   Wendepunkten  treffen  sich  auf 
harmonischen  Polaren  des  Wendepunkts,  welcher  mit  den  erste 
in  einer  Geraden  liegt. 

Die  harmonischen  Polaren  dreier  in  einer  Geraden  liegen 
Wendepunkte  schneiden  sich  in  demselben  Punkt. 

Jedem  Punkt  einer  Curve  S*®"*  Ordnung  entspricht  ein  ande 
welcher   der  Schnitt   der  Tangente   in    dem    ersteren  Punkt 
der  Curve  ist. 

Dieser  Punkt  heisst  Tangentialpunkt  oAer  Begleiter  (Satt 
des  gegebenen. 
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Die  drei  TangentialpunMe  dreier  in  einer  Geraden  liegenden  { 
^'nnkte  gehören  ebenfalls  einer  Geraden  an,  der  Begleiterin  (Satel- ) 
)  der  ersteren.  ' 

Es  giU  eine  Gerade  der  Ebene  (die  Begleiterin  der  unend- 
irh  fernen  Geraden),  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  der  Ab- 
fand eines  PunMs  der  Curve  von  ihr  in  constantem  Y erhält niss 
dem  Product  der  Abstände  desselben  FimMs  von  den  drei 
Asymptoten  (den  Tangenten  in  den  drei  unendlich  fernen  Punkten 
kr  Curve)  steht. 

Die  vier  Berührung spunMe  der  vier  Tangenten,  tcelche  sich 

on  einem  PunM  P  der  Curve  an  die  Curve  ziehen  lassen,  sind 

.  iie  Ecken  eines  Vierecks,  dessen  drei  Gegenseiten-Schnittpunkte  oder 

Diagonalpunkte  (-Ecken)  ebenfalls  auf  der  Curve  liegen;  und  die 

langenten  an  die  Curve  in  diesen  drei  Punkten  treffen  sich  ebenso 

\  'de  die  Tangente  in  P  in  einem  u/nd  demselben  Punkt  der  Curve. 

Das    anharmonische    Verhältniss    der    vier    Tangenten, 

'Iche    sich    von    einem  Punkt   der  Curve    an    die   Curve  ziehen 

\  'assen,  bleibt  bei  dem  Variiren  des  Pu/nktes  constant.     Dieser  Satz 

I    st  sehr  wichtig. 

Durch  einen  Punkt  A  einer  Curve  8"^^^  Ordnung  ziehen  wir 

xe  Gerade,   welche  die   Curve   in  zivei  anderen  Punkten  P,  Q 

schneidet  und  bilden  dann  das  vollständige  Viereck,  dessen  Ecken 

Iie  vier  Punkte  sind,  zu  denen  A  der  Tangentiälpunkt  (Begleiter) 

••'^.•  zwei  Gegenseiten  dieses  Vierecks  schneiden  dann  die  gegebene 

rade  in  zwei  in  Bezug  auf  P  und  Q  einander  harmonisch  con- 

lirten  Punkten.     Maclaur in' scher  Satz. 

Wenn  die  TangentialpunMe  dreier  Punkte  A,  B ,  C  in  einer  ■ 

^rcraden  liegen,  so  gehören  auch  die  Punkte  Ä ,  B\  C,  in  denen 

BC,  CA,  AB  von  neuem  die  Curve  schneiden,  einer  Geraden  an. 

Es   gibt   unendlich    viele   Polygone    von  2n  Seiten   und  2n 

"'■J:cn,   deren  Ecken   auf  einer   allgemeinen    Curve  3^^^  Ordnung 

'  'jen  und  von  denen  die  geraden  Seiten  sich  in  einem  Punkt  A 

'<r  Curve  treffen,  und  die  ungeraden  durch  einen  zweiten  Punkt  B 

r  Curve  gehen.     Die  Steiner'schen  Polygone,  Crelle,  32.     Die 

i-iden    zusammengehörigen    Punkte  A    und  B    heissen    ein    zur 

^^(.ihl  n  gehöriges  St  einer' sclies  Punktepaar  (associati). 

Diese  Polygone  werden  am  besten  mit  Hülfe  der  elliptischen 
Functionen  studiert. 

Die  Hesse'sche  und  Steiner  sehe  Curve  einer  cuhischen  Curve 
^'nd  identisch  und  von  der  3^^^  Ordnung. 

Die  Cayley'sche  Curve  einer  cuhischen  Curve  ist  5*®^  Classe 
6^^^  Ordnung;  sie  ist  die  Enveloppe   aller  derjenigen  Polar- 

19* 
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hegelsclinitte  der  Punkte  der  Ebene,   ivclclie  in  zwei  Gerade  zer 
fallen. 

Jede  beliebige  Curve  3^^^  Ordnung  lässt  sich  als  die  Hesse 
sehe  dreier  anderer  Curven  3^^^  Ordnung  ansehen  und  jede  Ourv 
3^^^  Classe  als  die  Cayley'sche  einer  Curve  5*^^"  Ordnung. 

Man  habe  zwei  Gerade  u,  u  und  betrachte  das  Büscht 
von  Polarkegelschnitten  der  Punkte  von  u  bez.  der  Curve  3*' 
Ordnung.  Der  Pol  von  u  bez.  eines  jeden  dieser  Kegelschnitt 
des  Büschels  beschreibt  einen  Kegelschnitt,  welcher  gemisch 
(misia)  Foloconica  (Polkegelschnitt)  der  zwei  Geraden  genannt  wir 
(Cremona).  Wenn  die  beiden  Geraden  zusammenfallen,  so  gi 
der  Satz: 

Die  Curve,  ivelche  von  den  Polargeraden  aller  Punkte  etm 
Geraden  hez.  einer  Curve  5*^^  Ordnung  eingehüllt  wird,  ist  ei 
Kegelschnitt  und  heisst  die  gemeine  (pura)  Poloconica  der  Gerade 

Die  Hesse'sche  Curve  wird  von  jeder  gemeinen  Poloconit 
einer  Geraden  in  drei  Punkten  berührt. 

Legt  man  durch  die  drei  Punkte,   in  denen   die  Curve  vi 
Hesse   von    einer   gemeinen  Poloconica   berührt  'wird,    einen   b 
liebigen  zweiten  Kegelschnitt,   so  schneidet  dieser  die  Curve  V( 
Hesse   in    drei   weiteren   Punkten,    in    denen    dieselbe  von  ein  - 
ziveiten  gemeinen  Poloconica  berührt  wird. 

Wenn  man  von  einem  Punkt  der  Ebene  die  sechs  Tangent 
an  eine  Curve  3^^  Ordnung  zieht,  so  liegen  die  Tangent ialpunl 
der  sechs  Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt,  ivelcher  ( 
konische  Begleiterin  (Satellite)  des  Punktes  a  oder  des  Polarkeg 
Schnitts  von  a  (auf  welchem  sich  die  sechs  Berührungspunkte  o 
sechs  Tangenten  befinden)  genannt  wird  (Cremona). 

Der  Polarkegelschnitt   eines  Punktes  und   die    konische  1 
gleiterin  dieses  Punktes  berühren  sich  in  den  beiden  Punkten, 
ivelchen  sie  von  der  Polar  geraden  des  Punktes  geschnitten  tverd' 

Wenn  ein  Kegelschnitt  mit  einer  Curve  5*®'  Ordnung  Zi 
Berührungspunkte  3^^  Ordnung  hat  (zwei  Punkte,  von  denen  jei 
als  die  Vereinigung  von  drei  unendlich  nahen  Punkten  zu 
trachten  ist),  so  geht  die  Gerade,  welche  diese  beiden  Punkte  t 
bindet,  durch  einen  Wendepunkt.  Es  gibt  neun  Systeme  solc> 
Kegelschnitte. 

Durch  jeden  Berührungspunkt  einer  von  einem  Wendepu 
an  die  Curve  gezogenen  Tangente  geht  ein  Kegelschnitt,  tcelc 
mit  der  Curve  in  diesem  Punkt  eine  sechspunktige  Berührt 
(eine  Berührumg  5*®'  Ordnung)  hat. 
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Auf  der  Curve  3^^^  Ordnung  gibt  es  27  Funkte,  in  denen 
H'i/elschnitte  die   Curve   6-punMig  herühren.     Biese  Funkte   ent- 
rech en  auch  den  27  Schnittpunkten  der  Curve  mit  den  9  har- 
niischen  Folaren  der  9  Wendepurnkte  der  Curve  5*^^  Ordnung. 
Es  gibt  drei  verschiedene  und  je  aus  einer  ztceifacJi  unend- 
ichen  Anzahl  von  Kegelschnitten  bestehende  Systeme,   icelclie  eine 
'irve  5*®^'  Ordnu/ng  in  drei  Funkten  berühren. 

Die    Tangentialpunkte    der    drei   Funkte,    in    welchen    einer 
lieser  Kegelscfmitte    die   Curve  5*^^  Ordnung    berührt,    liegen    in 
l'iner  Geraden. 

Die   cubischen   Plancurven   wurden   studirt   von:    Newton, 

1\  immer  atio   linear  um  tertii  ordinis,  1704   und  Maclaurin,  De 

\  linearum  geometricarum  proprietatibus  gener alibus  Tractatus,  ins 

I  Französische  übertragen  von  de  Jonquieres:  Melanges  de  geo- 

\  Metrie  pure,  Paris,  1856,  p.  197.     Neuer  sind  Plücker,  System 

\  der  analytischen  Geometrie,  1835-,    Steiner,   Werke,  2;   Hesse, 

Grelle,  28,  36,  38;    Salmon,   Grelle,  42  und  die  Arbeiten  von 

Cayley,  Fhil.  Trans.,  147;   Cbasles,    Ge'om.  sup&ieure,  Paris 

1852;  Moebius,  Abh.  der  S.  Ges.,  1848,  1849;  Werke,  Bd.  2; 

Cremona,  Tntrod.  etc.,  Bologna  1862,  deutsch  1865;  Durege, 

wtm  ebenen  Curven  3^^  Ordnung,  Leipzig,  1871  und  vielen  Anderen. 

Die  Curven  3*"  Classe  haben  Cayley,  Journ.  de  LiouviUe, 

JL1844  =  Coli.  Math.  Fap.,  1,  p.  183;  Lond.  Fhil.  Trans.,  147, 

^K7  =  Coli.  Math.  Fap.,  2,  p.  381;  Hesse,  1.  c;  Bellavitis, 

AUi  Istituto  Veneto,  1852  etc.  untersucht. 

Die  bedeutendsten  Werke,  in  denen  man  die  Eigenschaften 
der  Curven  3*®^  Ordnung  zusammengestellt  findet,  sind  von  Cre- 
mona, 1.  c;  Salmon,  Analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen 
Curven,  Leipzig,  1882;  Durege,  1.  c;  Schroeter,  Die  TJieorie 
der  ebenen  Curven  3^^^  Ordnung,  Leipzig,  1888  und  die  oft 
citirte  Clebsch-Lindemann'sche   Geometrie. 

Die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  wurde  zuerst  in 
einem  Aufsatz  von  C  leb  seh,  Grelle,  63  auf  das  Studium  der 
ebenen  Curven  3*^^  Ordnung  angewendet.  Man  sehe  darüber 
auch  die  Geom.  von  Clebsch-Lindemann  nach  und  Kap.  11 
Bd.  2  des  Halphen'schen  Werkes  Fonctions  elUptiques,  Paris 
1886-1891. 

In  Betreff  der  Eigenschaften  der  verschiedenen  Curven  3*®^ 
Ordnung  vom  Geschlecht  Null  (unicursalen ,  rationalen)  citiren 
wir    das    neuere    Buch    von    Binder,    TJieorie    der    unicursalen 
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Plancurven  4^^^  his  3^^^  Ordnung  in  synthetischer  Behandlung, 
Leipzig,  1896  und  die  Arbeiten  von  Pittarelli,  Bend.  Äcc. 
Napoli,  1885;  Mem.  Äcc.  Lincei,  (4),  3,  1886. 


§  2,  Projective  Erz eugungs weisen  der  Curven  S*®'^  Ordnung, 

Sind  in  der  Ebene  drei  PunMepaare  A,  A^;  B,  B^;  C,  C^ 
gegeben,  tcelche  nicht  die  GegenecTicn  eines  vollständigen  Vierecke 
sind,  so  ist  der  Ort  eines  Purnktes  P,  welcher  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  die  drei  Strahlenpaare  PA,  PA^;  PB,  PB^;  PC,  PC^ 
einer  Involution  angehören,  eine  allgemeine  Curve  3^^^  Ordnmvf 
ivelche  durch  die  sechs  gegebenen  Pmikte  geht. 

Diesem  Ort  gehören  die  Schnittpunkte  von  AB  mit  A^B^ 
von  AB^  mit  A^B  etc.  an,  welche  wir  D  bez.  D^  nennen  wollen 
ferner  die  Punkte 

E={AG,  A^C^),  E^  =  {AC^,  A^C)  etc. 

Punkte,    wie  A,  A^;   B ,  B^;   D,  I)^  etc.   heissen    conjugirt 

Für  zwei  conjugirte  Punkte  ist  die  Eigenschaft  charakte 
ristisch,  -dass  die  Tangenten  in  zwei  conjugirten  PunMen  sich  au, 
der  Curve  selbst  in  einem  Pu/nkt  schneiden,  welcher  seinerseits  mi 
dem  PunJct  conjugirt  ist,  in  dem  die  Gerade,  tv eiche  die  beide'!  - 
ursprünglichen  conjugirten  Punkte  verbindet,  die  Curve  zum  drittem 
Mal  trifft. 

Andere  projective  Erzeugungsweisen  der  cubischen  Curvei 
sind  die  folgenden: 

Man  betrachte  ein  Kegelschnittbüschel  und  ein  Geraden 
büschel,  die  zueinander  projectiv  sind  (die  Parameter  eine 
Kegelschnitts  und  einer  Geraden  der  beiden  Büschel  seien  durcl 
eine  bilineare  Relation  verbunden);  alsdann  ist  der  Ort  de 
Schnittpunkte  eines  Strahls  mit  dem  entsprechenden  Kegelschnii 
eine  Curve  5*®^  Ordnung,  welche  durch  das  Centrum  des  Geraden 
bilschels  und  durch  die  vier  Basispunkte  des  Kegelschnitthüschel 
geht  (Chasles). 

Wenn  man  auf  einer  Curve  3^^^  Ordnung  vier  Punkte  äl 
Basispu/nkte  eines  Kegelschnittbüschels  annimmt,  so  schneidet  jede 
Kegelschnitt  dieses  Büschels  die  Curve  in  zwei  veränderlichen  Punidei 
deren  Verbindungsgerade  durch  einen  festen  Punkt  der  Curv 
geht  (den  Gegenpunkt  der  vier  gegebenen  Punkte). 

Man  betrachte  die  Schar  der  Kegelschnitte,  welche  vie 
gegebene  Gerade  berühren;  von  zwei  gegebenen  Punkten  zieh 
man    die    beiden    Paare    von   Tangenten    an   jeden    Kegelschni 
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/•  Schar;  der  Ort  der  ScJinittpunlie   dieser  Tangenten  ist  dann 
,<c  allgemeine  Curve  3^^^  Ordnung. 

Eine   andere   Erzeugungs weise    ist    die    sogenannte    Grass- 
lann'sche. 

Ein  Funlt  P  heschreiht  eine  Curve  3^^^  Ordnung,  wenn  die 

rüden,    welche    ihn    mit    drei    festen  Punkten    verbinden,    drei 

'lere  feste  Gerade  in  drei  in  gerader  Linie   liegenden  Punkten 

hneiden.     In    diesem  Fall    umhüllt   die    heivegliche   Gerade,   in 

dcher  die  drei  Schnittpunkte  liegen,  eine  Curve  3^^^  Classe. 

(Eine    weitere    geometrische    Construction    findet    man    bei 
5 ehr öt er,  Math.  Ann.,  5. 
Lieber    die    Construction    einer   Curve    3*®^  Ordnung,    wenn 
'^nn  Punkte  von  ihr  gegeben  sind,    und   über   die  Construction 
-^   neunten  Punktes,    durch   welchen    alle  Curven  3*^^  Ordnung 
las  dm'ch  8  Punkte  bestimmten  Büschels  gehen,  siehe  besonders 
>hasles,  Compt.  Bend.,  1853;  Cayley,  Quart.  J.  of  math.,  5, 
-862;  Cremona,  Introd.,  etc. 

§  3.    Canonische  Formen  der  Gleichung  der  Curven 
jter  Ordnung.    Verschiedene  Classificationen  dieser  Curven. 

Kimmt  man  zur  Ecke  {x^  =  0,  x^  =  0)  des  Fundamental- 
h'eiecks  der  Coordinaten  einen  Wendepunkt  der  Curve,  zur 
geraden  x^  =  0  die  Wendetangente  und  zur  Geraden  x.2  =  0 
lie  harmonische  Polare  desselben  Wendepunkts,  so  lautet  die 
Gleichung  der  Curve  5*^^  Ordnung  in  homogenen  Coordinaten: 

XnXif   =  ax-i         ö  0 X-I  Xq        ocx-iXn    — i —  axa  . 

Zerlegt  man  das  Polynom  auf  der  rechten  Seite  in  seine 
drei  linearen  Factor en,  so  stellt  jeder  von  diesen,  gleich  Null  ge- 
setzt, eine  der  drei  Tangenten  dar,  u' eiche  von  dem  Wendepunkt 
an  die  Curve  gezogen  tv erden  können. 

Wählt  man  als  Gerade  x^==  0  eine  dieser  Tangenten,  so 
lässt  sich  die  Gleichung  der  Curve  auf  die  Form 

oder  auch,  bei  einer  anderen  geeigneten  Wahl  der  Axe  x^  =  0,  auf 

T    nf         :=:=    A  /f   "    n    T    f         n    ^f    ^ 

redudren. 

Wenn  die  Gleichung  der  Curve  3*^'"  Ordnung  auf  eine  der 
vorstehenden  Formen  zurückgeführt  wird,  so  erkennt  man,  dass 
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die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Curve  elliptischen  Functione. 
eines  Parameters  proportional  sind.     Man  kann  nämlich 

x^ix^ix^  =  p  (ti)  :p'(u)  :  1 

setzen,  worin  p,  p  die  elliptischen  Functionen  von  Weierstrass  situ 
Vergl.  Bd.  1,  Kap.  16. 

Wenn  man  bei  der  Eeduction  der  Gleichung  der  Curve  ai 
die  letztere  Form  ^3  =  0  erhält,  so  ergibt  sich  die  sogenannt 
harmonische  Curve  5*®^  Ordnung,  welche  die  Eigenschaft  besitz 
dass  die  vier  von  einem  Punkt  der  Curve  an  die  Curve  seih 
gezogenen  Tangenten  eine  harmonische  Gruppe  hilden. 

Wenn  dagegen  ^2  =  0  ist,  so  hat  man  die  äquianhüi 
monische  Curve  5*®^  Ordnung,  für  welche  der  Satz  gilt,  dass  d> 
vier  von  einem  Punkt  der  Curve  an  die  Curve  seihst  gezogen^' 
Tangenten  eine  üquianharmonische  Gruppe  ausmachen. 

Wird  als  Fundamentaldreieck  der  Coordinaten  eines  d( 
Wendepunktsdreiecke  angenommen,  so  lautet  die  Gleichung  d( 
allgemeinen  Curve.  dritter  Ordnung 


a 


{X^^  -{-  xf  -\-  ifg^)  4"  6^%^2^3  =  ^• 


Nimmt  man  dagegen  das  aus  den  drei  Wendetangenten  g 
bildete  Breieck  zum  Fundamentaldreieck  der  Coordinaten,  so  ivii 
die  Gleichung  der  Curve: 

(x^  +  ^2  4"  ^3)^  ~t"  ^'^kx^x^x^  =  0. 

Die  Gleichung  einer  Curve  5*®^  Ordnung  mit  einem  Doppt 
punkt  (der  rationalen  Curve  3^^^  Ordnumg)  lässt  sich  auf  d 
Form  bringen: 

Xi  I        Xa       "1         O  X-t  Xq  Xa    ^^^^^^    \) , 

wenn  das  oms  der  Geraden  x^=^  0,  in  welcher  die  drei  Wend 
punkte  liegen,  und  aus  den  beiden  Tangenten  i/n  dem  Doppclpmi 
(x^  =  0,  X2  =  0)  gebildete  Dreieck  zum  Fundamentaldreieck  d 
Coordinaten  gewählt  tvird. 

Der  Gleichumg  der  Curve  5*®''  Ordmmg  mit  einer  Spitze  lät 
sich  die  Gestalt 

Xa      "~^~    O  Xt     Xo    ^^^^^    yJ 

geben,  indem  man  das  aus  der  Spitzentangente  {xi  =  0),  d 
Tangente  im  einzigen  Wendepunkt  (ifg  =  0)  und  der  Gerad 
(x^  =  0),  tvelche  die  Spitze  mit  dem  W^endepunkt  verbindet,  (j 
bildete  Dreieck  zum  Fundamcntaldreieck  nimmt. 
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Werm  die  Gleichung  der  Curve  die  Gestalt 

^1^  ~\~  '^2^  ~\~  "^S^  ~\~  Q^^^i^i^s  =  0 

t,  so  ist  die  GleicJmng  der  Hesse' sehen  Form  (siehe  §  4): 
E=  —  6m2(^i^  +  x^^  +  ^3^)  +  6(1  +  2m^)x^x^x^  =  0, 
/  die  Gleichung  der  Cayley' sehen  in  Geradencoordinaten: 
=  —  Qm^ii^^  -\-  u^^  4~  ^^3^J  —  6(1  —  4cm^)u^K2U^  =  0. 

Die  Gleichung  einer  Curve  3^^^  Ordnung  lässt  sich  so  redu- 
>'m,  dass  sie  nur  die  Cuhen  von  vier  in  den  Coordinaten  linearen 
Dien  enthält. 

Eine  dieser  Formen  wähle  man  willkürlich;  sie  stellt,  gleich 
uU  gesetzt,  eine  Gerade  dar;  alsdann  betrachte  man  das  Büschel 
:>n  Polarkegelschnitten  der  Punkte  dieser  Geraden  in  Bezug  auf 
Curve.     Es  ergibt  sich  dann: 

Die  drei  Diagonalen  des  Vierecks,  dessen  Ecken  die  vier 
'asispunkte  dieses  Kegelschnitthüschels  sind,  entsprechen  den  drei 
nderen  linearen  Formen,  welche  in  Verbindung  mit  der  ge- 
"henen,  jede  in  die  3^^  Potenz  erhohen,  zur  Darstellung  der 
'Idchung  der  gegebenen  Curve  dienen  können.  Siehe  darüber 
almon-Fiedler,  Höhere  Curven,  Anm.  55. 


tJede  allgemeine  Curve  3^^  Ordnung  (ohne  Doppelpunkte), 
Gleichung  nur  reelle  Coefficienten  hat,  kawn  zwei  ver- 
chiedene  Gestalten  haben:  eine  eintheiUge  mit  nur  einem  reellen  Äst 
Zug),  der  sich  ins  Unendliche  erstreckt  oder  eine  zweitheilige  mit 
>vä  getrennten  Aesten,  siehe  Kap.  4,  §  1.  Die  eintheiUge  besitzt 
'ie  Eigenschaft,  dass  man  von  einem  ihrer  Punkte,  ausser  der 
^mgente  in  dem  Punkt  seihst,  zivei  reelle  Tangenten  an  die  Curve 
iehen  kann;  die  beiden  anderen  sind  imaginär.  Die  zweitheilige, 
''eiche  aus  einem  Oval  und  einem  Äst  besteht,  der  sich  ins  Un- 
ndliche  erstreckt,  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  man  von  jedem 
unkt  des  Ovals  ausser  der  Tangente  in  diesem  Punkt  seihst  keine 
eelle  Tangente  an  die  Curve  legen  kann,  dass  sich  dagegen  von 
edem  Punkt  des  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Astes  vier  reelle 
r^ngenten  an  die  Curve  ziehen  lassen,  zwei  an  das  Oval  und 
>-  an  den  Äst,  dem  der  Pimkt  angehört. 
Die  einth eiligen  Curven  3^^^  Ordnung  unterscheiden  sich  nach 
ler  Art,  auf  welche  sie  von  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Ebene  geschnitten  werden,  in: 
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a)  die  ellijptiscJie  Serpentine,  welche  nur  einen  uyiendll 
fernen  reellen  Punkt  hat,  und  deren  Tangente  in  diesem  Fun 
sich  in  das  Endliche  erstreckt  und  mithin  eine  Asymptote  d 
Curve  ist; 

b)  die  parabolische  Serpentine  hat  ausser  einem  reell 
Punkt  im  Unendlichen  noch  mit  der  unendlich  fernen  Gerade 
zwei  andere  Schnittpunkte,  die  reell  sind  und  zusammenfälle, 
sie  besitzt  mithin  eine  Asymptote  im  Endlichen  und  berührt  o 
unendlich  ferne  Gerade;  • 

c)  die  hyperbolische  Serpentine  mit  drei   reellen  Punkten 
Unendlichen  und  daher  drei  Asymptoten  im  Endlichen. 

Die  zweitheiligen  Curven  dritter  Ordnung  theilt  man  ähnli 
ein  in: 

a)  die  elliptische  Serpcrtine  mit  elliptischem  Oval  und  einem  ei 
zigen  reellen  Pu/nkt  im  Unendlichen,  ivelcher  auf  der  Serpentine  lie( 

b)  die  elliptische  Serpentine  mit  parabolischem  Oval,  l 
welcher  ein  reeller  Punkt  im  Unendlichen  und  die  beiden  ander 
zusammenfallenden  Punkte  auf  dem  Oval  von  parabolischer  Gcsf 
liegen  ; 

c)  die  elliptische  Serpentine  mit  hyperbolischem  Oval;  > 
reeller  Punkt  liegt  auf  der  Serpentine  im  Unendlichen  und  zi 
reelle  Pu/nkte  auf  dem  Oval  von  hyperbolischer  Gestalt  im  Z 
endlichen; 

d)  die  parabolische  Serpentine  mit  elliptischem  Oval;  d 
reelle  Pu/nkte  im  Unendlichen,  von  denen  wenigstens  zwei  i 
sammenf allen ,  und  die  alle  auf  der  Serpentine  liegen; 

e)  die  hyperbolische  Serpentine  mit  elliptischem  Oval;  d 
verschiedene  reelle  Punkte  im  Unendlichen ;  diese  drei  Punkte  lieg 
auf  der  Serpentine, 

Eine  andere  Classification  derjenigen  Curven  S*®'^  Ordnui 
deren  Gleichung  nur  reelle  Coefficienten  enthält,  nach  fi 
Species  von  divergirenden  Parabeln  ist  von  Newton.  Wie  t 
schon  gesagt  haben,  lässt  sich  durch  geeignete  reelle  Trai 
formation  der  Coordinaten  die  Gleichung  einer  jeden  so  ^ 
schaffenen  Curve  S*®*"  Ordnung  auf  den  Typus 

^3^2^  ==  «^1^  ~t"  '^bXj^x^  -j-  Scx^x^^  -f-  dx^^ 

reduciren,  worin  a,  b,  c,  d  reell  sind.  Man  braucht  zu  dies 
Zweck  nur  eine  der  (reellen)  Wendetangenten  der  Curve  / 
Geraden  x^  =  0,  einen  (reellen)  Wendepunkt  zum  Pui 
(■Pj  =  0,  a?3  ==  0)  und  die  harmonische  Polare  dieses  Punk 
in  Bezug  auf  die  Curve  zur  Geraden  a:"2  =  0  zu  nehmen. 
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Verlegt    man    die   Wendetangente  x^  =  0    ins   Unendliche, 
ilgt:  Der  Gleichung  jeder  Curve  3^^^  Ordnung  in  Cartesischen 
/'li Daten  lässt  sich  die  Gestalt  gehen: 

y^  =  ax^  -\-  Shx^  -{-  Sex  -\-  d. 

Nimmt  man  nun  Rücksicht  auf  die  Natur  der  Factoren  des 
lynoms  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung,  so  kommt  man 
der  Unterscheidung  der  Curven  5*®^  Ordnung  nach  fünf  Species 


rgirendir  Parabeln  (Newton)  d.  h.: 

a)  Alle  drei  Factoren   des  Polynoms  sind  reell;    die  Curve 
teilt  aus  einem  Oval  und  einer  Serpentine. 

b)  Ein  einziger  Factor  ist  reell;  die  Curve  besteht  nur  aus 
•  Serpentine. 

c)  Zivei  der  drei  Factoren  sind  gleich,  d.  h.  das  Polynom 
•fällt  in  a(x  —  af  {x  —  (3),  worin  cc<iß  ist;  die  Curve  ist  aus 
fr  Serpentine  und  dem  Oval  msammengesetgt,  welches  sich  ent- 
der  auf  zwei  conjugirte  imaginäre  Punkte  oder  auf  einen  ein- 
m  reellen  Punli  reducirt. 

d)  Das  Polygon  zerfällt  wieder  in  a{x  —  af  (x  —  ß),  aber 
ist  grösser  als  ß;  das  Oval  und  die  Serpentine  vereinigen  sich 
*'art,  dass  sie  einen  einzigen  stetigen  Ast  bilden,  der  sich  selbst 
'^^f'idet;  die  Curve  hat  einen  Doppelpunht  (Knotenpunkt). 

e)  Alle  drei  Factoren  des  Polynoms  sind  gleich;  der  Curve 
mmt  dann  eine  Spitze  (ein  stationärer  oder  BückkeJirpunkt)  zu. 

Verlegt  man  dagegen  die  harmonische  Polare  x^  ==  0  ins 
lendliche,  so  lässt  sich  die  Cartesische  Gleichung  der  Curve 
'^  Ordnung  immer  auch  schreiben: 

y  =  ax^  -\-  Sbx^y  -\-  3cxy^  -f~  dy'^. 

Diese  Curve  3^^^  Ordnung  hat  ein  Centrum  in  dem  Wende- 
mkt  (x  ==  0,  y  =  0),  d.  h.  jede  durch  diesen  Punkt  gezogene 
hne  u'ird  durch  ihn  halbirt;  unterscheidet  man  nun  zwischen 
n  Factoren  der  rechten  Seite,  wie  oben,  so  erhält  man  die 
assifieation  der  Curven  nach  fünf  Arten  von  Centralcurven 
'hasles). 

Noch  eine  weitere  Eintheilung  der  Curven  3*®^  Ordnung 
^t  Plücker  angegeben  und  auch  Cayley  studirt;  sie  geht  von 
-r  Lage  und  Beschaffenheit  der  Tangenten  (Asymptoten)  in  den 
'ei  unendlich  fernen  Punkten  der  Curve  aus. 

Was  die  Literatur  über  die  Classification  der  Curven  3*®'" 
rdnung  angeht,  so  citiren  wir:  Newton,  Enumeratio  linearum 
riii  ordinis,    1706,   p.  19;    Euler,    Introd.,   1848;    Chasles, 
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Äpergu  liistorique,  deutsche  Ausg.  von  L.  A.  Sohnke:  ( 
schichte  der  Geometrie,  hauptsächlich  mit  Bezug  auf  die  neuei 
Methoden,  Halle,  1839,  p.  143  u.  Note  20,  p.  367;  Plück 
System  der  anal.  Geom.,  Berlin  1835;  Cayley,  Tr ansäet. 
Cambridge,  etc.,  11,  1865;  Bellavitis,  Societä  italiana  d 
scienze,  Modena,  1851;  Möbius,  Äbh.  der  Sachs.  Gesells 
1848,   1849;  Durege,  Grelle,  75,  76;  etc. 

§    4.    Geometrische    Interpretation    der   Invarianten   u 
C Ovarianten  der  ternären  cubischen  Form. 

Von  dem  System  der  ternären  cubisclien  Form  war 
Bd.  1,  Kap.  12,  §  17,  p.  336  und  folgende  die  Rede.  ' 
kehren  jetzt  zu  diesem  Gegenstand  zurück,  um  die  wichtige 
geometrischen  Interpretationen  der  dort  gefundenen  invariar 
Formen  anzugeben. 

Es  sei  die  ternäre  cubische  Form  symbolisch  durch 

/•=«/  =  ?'/  =  ••■, 

oder  auch  mittelst  der  wirklichen  Coefficienten  durch 

f  "^^  ^  ^i  h  k  ^i  ^h  ^k 

ausgedrückt. 

Aus  den  drei  invarianten  Bildungen  J,  Q,  R  der  bin! 
cubischen  Form  erhält  man  durch  Anwendung  des  üebertragu 
princips  (siehe  Bd.  1,  Kap.  12)  drei  für  die  ternäre  cubi: 
Form  invariante  Bildungen,  nämlich: 

0   =  {ahufaj)^, 

Qi  =  (ahuy  (cau)cjh^, 

F  =  {ahuy  {cduY  (acu)  (hdu). 

Die  Bdation  F  =  0  ist  die  Gleichwng  der  Curve  f  ==  ' 
Linicncoordinaten  (die  Tangentialgleichung  der  Curve  3^^  Ordm 

Die  Gleichung  0  =  0  liefert  für  x  =  Const.  die  Tangefi< 
gleichung  des  Polarkegelschnitts  von  x  und  für  u  =  Const. 
Gleichu/ng  der  Poloconica  der  Geraden  u  (vergl.  §1). 

Vermöge  der  Gleichung  Q^==  0  wird  jeder  Geraden  u 
Curve    3^^^   Ordnung    zugeordnet    als    Ort    der   Funkte  x,    ü 
Polargerade  die  Gerade  u  in   einem  Punkt  treffen,  tvelchcr  . 
in  Bezug  auf  die  Poloconica  von  u  conjugirt  ist. 

F>ie  Curve  5*®^  Ordnung  Q^  =  0  schneidet  die  Gerade 
drei  Punkten,  die  in  Verhindung  mit  den  Punkten,  in  welch 
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Curve  3^^  Ordnung  f  =  0  trifft,   drei  Paare    derselben   In- 
liition  bilden,  deren  Boppelpwn'kte  diejenigen  sind,  in  welchen  u 
eigene  Poloconica  schneidet. 

üeber  die  Hesse'sche  Form  ii",  die  Cayley'sche  Form  s,  die 
»ntravariante  t  und  die  beiden  Invarianten  S  und  T  siehe  die 
)rmeln  Bepcrt.,  1,  S.  336  und  337. 

Gibt  man  f  die  canonische  Gestalt  (vergl.  §  3) 

f  =z  x^  -\-  x.^  +  x.^  -\-  ^mx^x^x^, 
>  wird 

=  — 2(1  — 10m^)(«</+w/+W3^)  — 2(30m2-f  24m^)WiW2«3, 
=  24m(m^  —  1), 
'=6(8m«  +  20m^  —  l), 

i'ihrend  die  Gleichung  F  =  0  von  f  in  Tangentialcoordinaten 

i^F=u^^-{-u^^-{-u^^—{2-\-32m^)(u^^u^^-{-u^^u^^+u^^u^^)  — 
'lim^  u^  u^  Wg  (u^^  +  ^2^  +  ^^3^)  —  (24m  -j-  48  m*)  u^ufu^^  =  0 

^Kf.     lieber  die  Ausdrücke  für  H  und  s  siehe  §  3. 

Die  Bedingung  S  =  0  gibt  an,  dass  die  Hesse' sehe  Curve 
nji  f  =  0  in  ^rei  Gerade  zerfällt;  die  Cayley'sche  Curve  besteht 
Isdann  aus  den  drei  Doppelpunkten  der  Hesse'schen  und  das 
■on  letzteren  gebildete  Dreieck  ist  Polardreieck  in  Bezug  auf  alle 
''Aarkegelschnitte  der  Grundcurve. 

Ist  6^  =  0,  so  heisst  die  Curve  3*®^  Ordnung  äquianhar- 
nmiiscli;  in  diesem  Fall  bilden  die  vier  von  einem  Punkt  der 
Jurvc  an  die  Curve  selbst  gezogenen  Tangenten  eine  äquianhar- 
nonische  Gruppe  (siehe  §  l). 

Wenn  T  =  0  ist,  wird  die  Curve  3*®*^  Ordnung  harmonisch 
,^enannt;  alsdann  bilden  die  vier  eben  genannten  Tangefiten  eine 
harmonische  Gruppe. 

Für  T  ==  0  fällt  die  Hesse'sche  Curve  der  Hesse'schen  mit 
'ler  Grundcurve  f  =  0  wieder  zusammen,  die  Cayley'sche  Curve 
'^"r  Hesse'schen  dagegen  mit  t  =  0. 

Die  Discriminante  der  Curve  5*®'"  Ordnung  f  =  0,  d.  h.  die 
Function,  tvelche,  gleich  Null  gesetzt,  die  Bedingimg  für  die  Existenz 
des  Knotenpunkts  angibt,  ist 

B  =  T^—  IS\ 

Us  f  die  oben  angegebene  canonische  Gestalt  hat,   ist  die 
minante 

(1  +  Sm'f. 
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Der  Ausdruck  für  diese  Discriminante  R  als  Determina] 
deren  Elemente  die  Coefficienten  von  f  und  //  sind,  wu 
Bcpcrt,   1,  S.  337  angegeben. 

Der  Quotient  -^  ist  absolute  Invariante  für  die  cuhischc  Fo 

Gibt  man  der  cuMschen  Form  wieder  die  canoniscJie  Ges 
S.  189,  50  ist 

S^  _      384m^(m^  —  1)^ 
T^         (8m6  4-  20 m^  —  1)^' 

Wenn  mit  et  das  ankarmoniselie  (constante)  Verhältniss 

vier   von    einem  FunM   der   Curve  5*^^  Ordnung  an    die    Cn 

seihst  gezogenen   Tangenten    bezeichnet   tvird,    so  besteht   die 
merJcenswerthe  Belation: 

'^^  _  24  (1  -  ^  +  ^')' 


T'  (1  +  a)2(2  —  czy  (1  —  2c^) 


I>ie  nothwendigen  und  ausreichenden  Bedingungen,  damit  < 
Curve  5*®'"  Ordnung  einen  BücJckehrpunkt  besitze,  sind  8=0,  T— 

Soll  eine  Curve  5*®^  Ordnung  in  einen  Kegelschnitt  und  i 
Gerade  zerfallen,  so  ist  dazu  nöthig  und  ausreichend,  dass 

Ts  —  St 

identisch  Null  tverde;  soll  ferner  die  Gerade  den  Kegclsch 
berühren,  so  bestehen  die  Bedingungen  in  dem  identischen  T 
schtuinden  von  t. 

Damit  die  Curve  dritter  Ordnung  in  drei  Gerade  zerfc 
ist  es  nöthig  und  ausreichend,  dass  f  und  H  proportional  zu  < 
ander  seien,  d.  h.,  dass  die  Zivischenform 

iahu)ajhj 
identisch  Null  werde. 

Die  nothwendigen  und   ausreichenden  Bedingungen   für 
Zerfallen  von  f  in  drei  sich  in  einem  Punkt  schneidende  Ger 
sind  durch  das  identische  Verschic  in  den  von  II  gegeben. 

Das  identische  Verschwinden  von  F  ist  die  Bedingung, 
mit  f  in  eine  einfache  und  eine  Doppelgerade  ausarte,   und 
identische  Verschwinden  von  0  schliesslich   die  Bedingung,   m 
der  sich  f  auf  eine  dreifache  Gerade  reducirt. 

Wenn  die   Curve  3^^^  Ordnung   einen   Doppelpun'kt  hat, 
schneiden  die  Tangenten  in  diesem  Doppelpunkt  die  einzige  Weh 
punMslinie  in  zivei  Tunkten,  welche  durch  die  Hesse sclie  Forn 
der  die  drei  Wendepunlie  repräscnfircndat  binären  eubischen  Fe 
dargestellt   iverden.     Die   Covariante   Q   dies(r  biitünu   cubisc 
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'tm   stellt  alsdann   die  drei  Punkte  dar,   in  iv eichen  die  drei 
rmonischen    Geraden   der    drei   Wendepunkte    (siehe   §  1)    die 
iKlepunktsUnie  schneiden. 

Zwei    Curven    3^^^  Ordnung  a^  =  0    und    a^  =  0    haten 
clhen     Wendepunkte,    wenn     die     simultane     Contravariante 
ciitf  =  0  identisch  vcrschivindet. 

Setzt  man  daher  voraus,  die  zweite  Curve  sei  die  Hesse'sche 
iurve  H  der  ersten,  so  ergibt  sich: 

Die    Contravariante   {ahu)^   ist   identisch  Null,    wie    schon 
d.  1,  p.  338  gesagt  wurde. 

Eür    das    Studium,    der    ternären    cubischen    Form    ist    die 
*  ntersuchung  der  binären  biquadratischen  Form 


\T\K-i,  Ao)  A-(  oAj   An  ^ -^  ^i"'2  T^ 


4 


on  Interesse,  welche  bei  der  Bildung  der  Hesse'schen  Form 
iner  beliebigen  Curve  3*^^  Ordnung  des  syzygetischen  Büschels 
5iehe  §  l) 

Il^f  -{-  l^H     auftritt. 
Die  Gleichung  der  zivölf  Wendepunktsgeraden  lautet: 
{H,  —  f)  =  H^  —  SH^f  +  -^THf  —  tV'S'V*  =  0. 

[Jeher  die  Invarianten  und  Covarianten  von  G  siehe  Bd.  1, 
t.  338,  wo  man  auch  Literaturangaben  über  die  ternären  cubi- 
chen  Formen  findet. 


Kapitel  VIII. 
Die  ebenen  Curven  4ter  Ordnung. 


§   1.    Allgemeines.     Erzeugungsarten  der  Curven  4*®'"  Or^ 
nung.      Doppeltangenten.      Berührungskegelsclinitte    ue 
Berührungscurven  3*^^^  Ordnung. 

Aus  den  Plück  er 'sehen  Formeln  ergeben  sich  die  folgend« 
zehn  möglichen  Combinationen  füi'  die  charakteristischen  Zahl 
einer  ebenen  Curve  4*®'"  Ordnung: 
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Wenn   zivci   projcdivc    Kegelsclmitthüschel    vorliegen,    dr} 
Basispunkte  verschieden  sind,  so  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte 
sich  entsprechenden  Kegelschnitte  eine  allgemeine  Curve  4^^^  Oi 
nung,  welche  durch   die  8  Basispunlie  der   beiden  Büschel  ge 
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Die  beiden  Kegelschnittbüschel  seien  durch 
U+  IV  =0, 

;egeben,    worin    Z7=0,   V=0,  U'  =  0,   V  =  0    die    Glei- 
i  hungen  von  vier  Kegelschnitten  darstellen  und  zwischen  ^  und  X 
ine  bilineare  Relation  vom  Typus 

alfi  -f-  ^^  ~l~  ^f*  "f"  ^  =  ^ 

l  )esteht.     Eliminirt    man  A,  fi   aus   diesen   drei    Gleichungen,    so 
i  Tgiebt  sich  die  Gleichung  der  Curve  4*^^  Ordnung. 

Man  verliert  nichts  an  Allgemeinheit,  wenn  ^  =  k  und  V'=  V 
.  ingenommen  wird;  d.  h.: 

■    Der   Gleichung  jeder  Curve  4*^^  Ordnung  lässt  sich   immer 
Gestalt 
UW=  V^ 

lehen,   worin   U=0,    W=0,    V=0   drei  Kegelschnitte  dar- 
<tellen,  die  nicht  sämmtUch  durch  denselben  PunJd  gehen. 

Um  die  Gleichung  der  Curve  4*®^  Ordnung  auf  diese  Form 
'.u  reduciren,  braucht  man  nur  zu  Kegelschnitten  Z7,  W  zwei  Be- 
''ührungslcegelschnifte  zu  nehmen,  d.  h.  Kegelschnitte,  welche    die 
.^^rve  in  vier  Punkten  berühren. 

1^^    Nun  gilt  der  Satz: 

Es  gibt  63  Systeme  von  BerährungskegelscJinitten;  jedes 
System  besteht  aus  unendlich  vielen  Kegelschnitten  von  solcher  Be- 
sdmff'enheit,  dass  durch  die  acht  Berührungspunkte  zweier  Kegel- 
schnitte des  nämlichen  Systems  derselbe  andere  Kegelschnitt  geht.  In 
der  obigen  Gleichung  wird  der  letztere  Kegelschnitt  durch  V  ==  0 
dargestellt. 

In  jedem  der  63  Systeme  von  Berührungskegelschnitten  kommen 
'>  Paare  von  Doppeltang enten  vor. 

Wenn  T^  =  0,  Tg  =  0,  Tg  =  0,  T^  =  0  die  Gleichungen 
von  vier  Doppeltangenten  zweier  solcher  dem  nämlichen  System 
angehörigen  Paare  sind,  so  lässt  sich  die  Gleichung  der  Curve 
4*®"*  Ordnung  immer  schreiben : 

worin  die  T  linear  sind  und  S  ein   quadratischer  Ausdruck   ist. 
Die  Gleichung  der  Curve  4**^  Ordnung  p  der  Gestalt 

uw=  r- 

Pascal,  Eepertoriiim.  II.  13 


194  .  Kapitel  VIII.    Die  ebenen  Curven  4.  0. 

lässt  sich  als  Enveloppe  des  KegelscJinittsystems 

k^U+  2XV  +W=0 
ansdien. 

Die  ebene  Curve  4*®^  Ordnung  Tcann  auch  durch  zwei  pro 
jective  Büschel  erzeugt  iverden,  von  denen  das  eine  aus  Gerade) 
und  das  a/ndere  aus  Curven  3^^^  Ordnung  besteht.  Siehe  Mi  11 
nowsky,  Schlömilch's  Zeitschr.,  23,  1878. 

Aus  der  Gleichung  T^T^1\T^  =  S^  folgt,  dass  sich  di 
Doppeltangenten  zu  je  vieren  derart  gruppiren  lassen j,  dass  di 
acht  Berührungspunkte  auf  demselben  Kegelschnitt  liegen.  Solche 
Kegelschnitte  gibt  es  315. 

Der  Gleichung  einer  Curve  4^^^  Ordnung  Jcann  man  auc 
die  Form 

T^F^  =  Sl^ 

geben,  worin  T^  =  0  die  Gleichung  einer  Doppeltangente,  F^  = 
diejenige  einer  Curve  3^^  Ordnung  ist,  welche  die  Curve  4^^  Ort 
nung  in  6  Funkten  berührt  und  daher   die  Berührungscurve  5* 
Ordnung   heisst,    und  51  =  0   die   Gleichung    eines  Kegelschnit 
darstellt. 

Es  gibt  64  dreifach  unendliche  Systeme  von  Berührung, 
curven  3^^^  Ordnung.  Diese  64  Systeme  unterscheidet  man  i 
zivei  Arten,  28  von  der  einen  und  36  von  der  anderen  Äi 
Diejenigen  1^^^  Art  zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  jedem  de 
selben  eine  der  28  Doppeltang enten  entspricht,  deren  beide  B 
riihrungspunkte  ebenso  wie  die  sechs  Berührungspunkte  der  Cur* 
3^^^  Ordnung  auf  dem  nämlichen  Kegelschnitt  liegen.  Diejenigt 
^ter  ^^^  besitzen  dagegen  diese  Eigenschaft  nicht;  sie  enthalti 
ein  einfach  u/nendliches  System  von  Curven  3^^  Ordnung,  d 
in  eine  Tangente  an  die  Curve  4^^^  Ordnung  und  einen  Kegi 
schnitt  degenerirt  sind,  welcher  durch  die  beiden  Funkte  geht, 
denen  die  Tangente  die  Curve  4*®^  Ordnung  wieder  trifft,  m 
ivelcher  diese  Curve  in  weiteren  drei  Funkten  berührt. 

Gibt  man  der  Gleichu/ng  der  Curve  4^^  Ordnung  die  Gesti 
2\  F^  =  ^^,  so  ist  jPg  =  0  ein  Curve  3^^^  Ordnung  eines  Systei 
i*«^  Art. 

Die  Berührimgscurven  3^^^  Ordnung  von  der  i*®°  oder  2^ 
Art  zeichnen  sich  immer  dadurch  aus,  dass  durch  die  zwölf  JB 
riihrungspunkte  zweier  Curven  5*®^  Ordnung  desselben  Systa 
eine  neue  Curve  3^^  Ordnmig  geht. 

In  jedem  System  von  Berühru/ngscurven  3^^  Ordnung  gt 
es  64  cubische    Curven,   welche  die   Curve  4*®^  Ordnung  in   di 
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'loilten  vierpunMig  herühren.  Die  Anzahl  solcher  cuhischen 
Kurven  beträgt  mithin  4®  ===  4096. 

Es  existiren  728  Systeme  von  Curven  3^^^  Ordnung,  ivelche 
'ie  Curve  4*®^  Ordnung  in  vier  Funkten  dreipunktig  berühren. 
>k'se  728  Systeme  zerfallen  derart  in  je  364,  dass  die  Be- 
iihrungspunkte  einer  Curve  des  einen  Systems  umd  diejenigen  einer 
'urve  des  anderen  Systems  auf  demselben  Kegelschnitt  liegen. 

Eine  allgemeine  Curve  4*®''  Ordnung  lässt  sich  auch  auf  die 
olgende  von  Hesse,  Grelle,  49   angegebene  Art  erzeugen: 

Es  liege  ein  Netz  von  Flächen  2*^^^  Grads  vor: 

4  4  4 

1  1  1 

n   die  ic^ ,  x^^  x^  die   homogenen   Parameter   des  Netzes ,   die 
2 ,  -Tg ,  z^  die  Punktcoordinaten  des  Raums  sind,  und 

^ik  =  ^ki^  ßik  =  ßki^  7ik  =  yki     ist. 

ie  Spitzen  der  in  diesem  Netz  enthaltenen  Kegel  liegen 
einer  Raumcurve  6^^^  Ordnu/ng.  Interpretirt  man  nun  die 
c  als  Punktcoordinaten  der  Ebene,  50  entsprechen  den  Punkten 
iieser  gewumdenen  Curve  6^^^  Ordnwig  (den  Spitzen  der  Kegel) 
m  der  Ebene  die  Punkte  einer  allgemeinen  ebenen  Curve  4*®'"  Ord- 
nung, deren  Gleichung  sich  ergibt,  wenn  man  die  Discriminante 
der  allgemeinen  Fläche  2^^^  Grads  des  Netzes  gleich  Null  setzt. 

I  Schreibt  man 
^ik  =  ^l^'ik  +  ^2  ßik  +^^37ik' 
autd  die  Gleichung  der  Curve  4^^^  Ordnu/ng 


G. 


^11^    %2^    %3'    ^14 


=  0. 


^41'    ^42^    ^43^    ^44 

Gibt  man  der  Gleichung  der  Curve  diese  Gestalt,   so  ist 


<2>. 


TT 


11' 


7t 


41  > 
U., 


,  Ttj^^ ,  U^ 
- ,  U^ 
',    Uq 


''    ^44'    ^4 

,    u,,  0 


=  0 


13  = 
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hei  variahelen  u  die   Gleichung  einer  Berührmtgscurve  3^^^  Ord- 
nwng  aus  einem  System  2'^^^  Art  und 


0        = 

«»  TT^i,    •  •  ',    n^,    u^ 


=  0 


die   Gleichung    der   Curve    5      Ordnung,    welche    durch    die    Be 
rührungspunkte  von  0^^^  =  0  und  0^^  =  0  geht. 

Wenn  die  Gleichung  des  Netzes  von  Flächen  2*®^  Ordnim< 
in  der  symbolischen  Form  0  =  ci^cc,^  ^^^xßJ^""^  "  '  geschriebe] 
wird,  worin  die  x  ternäre  und  die  0  quaternäre  Variabele  sine 
so  lautet  die  Gleichung  von  C^ 

(aßyöya.^cj^  =  0, 
wid   die    Gleichungen   der   Curven  3^^^  Ordnung  ^^u'  ^uc  ^^'^^ 

Von  Interesse  ist  auch,  dass  sich  eine  eindeutige  umlxchrhui 
Zuordnung  zivischen  den  Geraden,  welche  die  acht  Fundamenta 
punkte  des  Netzes  der  Flächen  2^^^  Ordnung  zu  je  ziveien  ve 
binden,  und  den  28  Doppeltangenten  feststellen  lässt. 

Eine  andere  Erzeugungsart  einer  allgemeinen  Curve  4 
Ordnung  ist  die  folgende  von  Geiser,  Math.  Ann.,   1: 

Wenn  von  einem  Punkt  P  der  Berührungshegel  an  eii 
cubische  Fläche  gezogen  tvird,  so  erhält  man  einen  Kegel  6^^^  Or> 
nung,  wenn  aher  der  Punkt  P  auf  der  Fläche  selbst  liegt,  so  e 
(fiebt  sich  ein  Kegel  4^^^  Ordnung  und  zugleich  die  ziveimal  g 
zählte  Berilhrungsebene  in  diesem  Punkt  P.  Schneidet  man  m 
diesen  Kegel  mit  einer  Ebene,  so  ivird  dadurch  eine  allgemein 
Curve  4*^^  Ordnung  erzeugt,  deren  Doppeltangente  die  Gerade  i 
in  welcher  diese  Ebene  die  in  P  berührende  Ebene  trifft. 

Die  ebenen  Schnitte  der  Fläche  5*®^  Ordnung  lassen  sich 
Curven  3^^^  Ordnung  projiciren,  welche  die  Curve  4^^  Ordnu. 
berühren;  insbesondere  ergibt  sich  das  dreifach  unendliche  SysU. 
"von  Berührung scurven  5*®*  Ordnung  von  der  1^^^  Art,  welches  d 
Doppeltangente  zugeordnet  ist,  die  aus  der  Berührungsebene 
P  resultirt.  Die  Projectionen  der  27  Geraden  der  Fläche  3 
Ordnung  sind  die  übrigen  27  Doppeltang enten  der  ebenen  Cur 
4*®''  Ordnimg. 
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Für  das  Studium  der  Configuration  der  Doppeltangenten 
!^r  ebenen  Curve  4*^'"  Ordnung  ist  es  von  Yortheil,  eine  Be- 
ichnungsweise  oder  Darstellungsart  zu  benutzen,  aus  welcher 
lie  gesuchte  Configuration  leicht  hervorgeht. 

Eine  der  zur  Anwendung  gekommenen  Darstellungsarten, 
u  welcher  die  oben  erwähnte  Hesse' sehe  Figur  führen  kann, 
schiebt  mittelst  der  28  Geraden,  welche  acht  Fundamentalpunlte 
:u  je  zweien  verbinden. 

Eine  andere  Art,  sie  darzustellen,  ist  die  mittelst  der  so- 
lenannten  iingcraden  Charakteristiken  vom  Geschlecht  3.  Siehe 
Rcpert.,  1,  p.  454. 

Jede  Doppeltang ente  lässt  sich  durch  das  Sgmhol 

'i   j    h 

h  h  K 

ausdrücken,  ivorin  i,j,  h,  ii,Ji,  h^  die  Zahlen  0  oder  1  sind  und 
'^ie  Summe 

ih+Jh  +  ^^K 

jtKmgerade  ist. 

Nach  der  ersten  Darstellungsart  wird  eine  Gruppe  von  vier 
Doppeltang enten ,  durch  deren  Berührungspunkte  ein  Kegelschnitt 
geht,  entweder  durch  die  vier  Seiten  eines  Vierseits  (210  mal) 
repräsentirt  oder  durch  vier  Gerade,  von  denen  keine  zivei  einen 
(hr  acht  Punkte  gemeinschaftlich  haben  (105  mal). 

Nach  der  ziveiten  Darstellungsart  dagegen  ivird  eine  solche 
Gruppe  durch  vier  ungerade  Charakteristiken  repräsentirt,  die  der- 
art sind,  dass  die  Summen  der  JElemente,  tv eiche  die  nämlichen 
stellen  einnehmen,  sämmtlich  gerade  Zahlen  sind. 

Von  diesen  Principien  ausgehend,  kann  man  untersuchen, 
wie  viel  Triaden,  Tetraden,  etc.  von  Doppeltangenten  existiren, 
denen  besondere  Eigenschaften  zukommen;  z.  B.  Triaden,  deren 
6  Berührungspunkte  nicht  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  Tetra- 
den, von  deren  8  Berührungspunkten  6  (oder  auch  niemals  6) 
sich  auf  einem  Kegelschnitt  befinden,  etc. 

Unter  den  Gruppen  von  sechs  Doppeltangenten  (den  Hexaden 
von  Doppeltangenten)  sind  diejenigen  zn  beachten,  welche  Hesse 
und  Steiner  studirt  haben:  es  gibt  1008  Hexaden  von  Doppel- 
tangenten, durch  deren  Berührungspunkte  eine  eigentliche  Curve 
''*''"  Ordnung  gelit. 

Bei  der  ersten  der  oben  angegebenen  Dar  Stellung  sarten  iverdcn 
diese  Gruppen  durch  drei  verschiedene  Figuren  repräsentirt, 
nämlich:  a)  die  Seiten  ziveier  Dreiecke,  deren  Ecken  6  der  8  Punkte 
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sind;  b)  die  Gerade,  welche  zwei  Funkte  verbindet,  und  die  fünf 
Geraden,  welche  einen  anderen  Punkt  mit  den  dann  noch  übrigen 
5  Punkten  verbinden;  c)  die  Geraden,  welche  einen  Punkt  mii 
3  anderen  und  einen  anderen  PunM  mit  den  3  übrigen  ver- 
binden. 

Es  existiren  ferner  5040  Gruppen  von  6  Doppeltam/enten . 
deren  12  Berührungspunkte  sich  derart  in  je  6  theilen,  dass 
durch  jede  Gruppe  von  6  Punkten  ein  Kegelschnitt  geht. 

Die  6  Doppeltang enten  einer  der  1008  Gruppen  der  erstell 
Art  berühren  den  nämlichen  Kegelschnitt,  während  jede  der  5040 
Gruppen  der  zweiten  Art  in  drei  Paare  von  Doppeltang enten  der- 
art sich  theilt,  dass  die  drei  Schnittpunkte  der  Tangenten  eines 
jeden  Paares  in  einer  Geraden  liegen. 

Unter  den  Gruppen  von  sieben  Doppeltangenten  (den  Hep- 
taden  von  Doppeltangenten)  gibt  es  288,  welche  die  vollen 
Systeme  Aronbold's  beissen  und  aus  7  Doppeltangenten  be- 
steben, die  so  beschaffen  sind,  dass  niemals  die  6  Berührungs- 
punkte dreier  von  ihnen  sich  auf  einem  Kegelschnitt  be- 
finden. 

Diese  vollen  Systeme  werden  durch  die  7  Geraden  repräsen- 
tirt,  welche  einen  der  8  Punkte  mit  den  übrigen  7  verbinden 
oder  von  den  Geraden,  icelche  die  drei  Seiten  eines  Dreiecke 
bilden,  und  von  den  vier  Verbindungslinien  eines  der  übrigeh 
Punkte  mit  den  anderen  vier. 

Es  gibt  72  Aronhold'sche  Systeme,  welche  eine  gegebem 
Doppeltangente  enthalten,  und  16,  in  welchen  zwei  gegebene  Doppel- 
tangenten vorkommen. 

Mittelst  der  sieben  Doppeltangenten  eines  Aronhold'scheh 
Systems  lassen  sich  alle  anderen  durcJi  lineare  Constructimren  be- 
stimmen. 

Umgekehrt:  Sind  in  der  Ebene  sieben  beliebige  Gerade  gegeben 
so  kann  man  im  Allgemeinen  eine  Curve  4^^  Ordnung  construiren 
welche  die  sieben  gegebenen  Geraden  zu  Doppeltangenten  hat,  dit 
in  Bezug  auf  die  Curve  4^^  Ordnung  ein  volles  Aronhold'sche^ 
System  bilden.  Aronhold,  Berl.  3Ionatsber.,  1864;  Salmon- 
Fiedler,  Höh.  Curv.,  §  264,  S.  807  u.  ff.;  Frobenius,  Crellr.  99 


Von  den  verschiedenen  Formen,  welche  eine  Curve  4*^"^  Ord 
nung  haben  kann,  ist  die  sogenannte  Plücker'sche  von  Interesse 
welche  aus  4   Ovalen  besteht,  von  denen  jedes  ausserhalb  eine.' 
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(den  anderen  liegt.    Jedem  dieser  Ovale  entspricht  eine  Doppel- 
ingente,  welche  es  in  zwei  Punkten  berührt. 

Alle  Doppeltangenten  einer  solclien  Curve  sind  reell. 


Die  Curven  4*®^'  Ordnung  studirte  Plücker,  Theorie  der 
nlgehr.  Curven,  Bonn,  1839;  Hesse,  Cr  eile,  49,  55,  59;  Steiner, 
ib.,  49;  Cayley,  ib.,  68;  Clebsch,  ib.,  63;  Geiser,  ib.,  73; 
Math.  Ann.,  1;  Zeuthen,  Math.  Ann.,  7,  8;  Klein,  ib.,  10, 
11.  Die  letzteren  beschäftigten  sich  speciell  mit  der  Classi- 
fication der  Curven  vom  Gesichtspunkt  der  Realität  der  Doppel- 
tangenten aus. 

Die  Bestimmung  der  Curve,  welche  durch  die  56  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangenten  geht,  führte  aus:  Hesse,  Crelle' 
o6,  40,  41;  Salmon,  Quart.  Journ.,  3;  Cayley,  Fliil.  Trans., 
1859,  1861  und  Dersch,  Math.  Ann.,  7. 

Von  den  Arbeiten  über  die  Bestimmung  der  Doppeltangenten 
ist  auch  Aeschlimann's  Dissertation:  Zur  Theorie  der  ebenen 
Curven  4^"  Ordnung,  Zürich   1880  zu  erwähnen. 

Die  Curven  4*®^  Ordnung  wurden  auch  eingehend  vom  Ge- 
sichtspunkt der  Theorie  der  AbeFschen  Funktionen  vom  Ge- 
schlecht 3  (siehe  Bd.  1,  Kap.  17)  studirt,  mit  welcher  Theorie 
sie  in  der  engsten  Beziehung  stehen.  Wir  citiren  '  in  der  Be- 
ziehung: Riemann,  Theorie  der  AheV sehen  Fimktionen,  Crelle, 
54,  1857;  Clebsch-Gordan,  Theorie  der  AbeVschen  Funct., 
Leipzig,  1866;  Weber,  Th.  d.  AheV  sehen  Funct.  vom  Geschlecht  3, 
Berlin,  1876;  Klein,  1.  c;  siehe  auch  die  Ceom.  von  Clebsch- 
Lindemann. 

Andere  Studien  über  die  Configuration  der  28  Doppeltan- 
genten sind  von  Aronhold,  1.  c;  Noether,  Math.  Ann.,  15, 
46;  Frobenius,  Crelle,  99;  Weber,  Math.  Ann.,  23;  Pascal, 
Mend.  Lincei,  1892,   1893,  etc. 

Das  Studium  der  Configuration  der  Doppeltangenten  lässt 
sich  auf  die  sogenannten  Charakteristiken  begründen.  Siehe 
Pascal,  Ann.  di  mat.,  20.  Man  vergleiche  ferner  die  Dar- 
stellung in  Weber's  Algebra,  Bd.  2,  p.  479  u.  ff.;  dort  wird 
auch  eine  Behandlung  der  algebraischen  Seite  der  Frage  geliefert. 

Ueber  die  Configuration  der  24  Wendepunkte  der  allgemeinen 
Curve*)  4*®'"  Ordnung  ist  wenig  bekannt.  Eine  Dissertation  von 
'lustus- Grassmann  in  dieser  Richtung,  Berlin,  1875,  in  welcher 

*)  Unter  allgemeiner  Curve  wird  eine  Ordnungscurve  ohne  Doppel- 
punkt (bez.  eine  Classencurve  ohne  Doppeltangente)  verstanden. 
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bewiesen  werden  sollte,  dass  der  durch  5  Wendepunkte  gehende 
Kegelschnitt  noch  drei  weitere  Wendepunkte  enthält,  ist  fehler- 
haft; siehe  Klein,  Matli.  Ann.,  10,  p.  397.  Die  Gleichung 
vom  24*^^  Grad,  von  welcher  die  Wendepunkte  abhängen,  unter- 
suchte Gerbaldi,  Bend.  Palermo,  7. 


§  2.    Curven  4*^^  Ordnung  mit  Singular en  Punkten. 

Man  gebe  der  Gleichung  der  Curve  4*®^  Ordnung  die  Ge- 
stalt T^T^T^1\  =  S^.  Wenn  von  den  sechs  Schnittpunkten 
der  Geraden  jT  ==  0  einer,  zwei,  drei  auf  dem  Kegelschnitt  5'  =  0 
liegen,  so  hat  die  Curve  4*®^  Ordnung  einen,  zwei,  drei  Doppel- 
punkte. 

Gibt  man  ferner  der  Curve  4*®^  Ordnung  die  Form  UW=V^ 
und  haben  die  drei  Kegelschnitte 

U=0,    W==0,    F=  0 

einen,  zwei,  drei  Punkte  gemeinschaftlich,  so  besitzt  die  Curve 
^ter  Ordnung  auch  in  diesem  Fall  einen,  zwei,  drei  Doppelpunkte. 

Eine  Curve  4*^^  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  hat  nur 
16  Doppeltangenten.  Bei  der  Geis  er 'sehen  Darstellung  (siehe 
§  l)  erhält  man  sie,  wenn  das  Projectionscentrum  P  auf  einer 
der  Geraden  p  der  Fläche  S*®*"  Ordnung  angenommen  mrd;  der 
Punkt,  in  welchem  diese  Gerade  die  schneidende  Ebene  trifft, 
ist  alsdann  der  Doppelpunkt;  die  Projectionen  der  16  Geraden, 
welche  auf  der  Fläche  3*®'*  Ordnung  die  Gerade  p  nicht  schneiden, 
geben  die   16  Doppeltangenten. 

Bei  der  Hesse'schen  Darstellung  (siehe  §  l)  dagegen  er- 
hält man  sie,  indem  man  zwei  von  den  8  Fundamentalpunkten 
des  Netzes  von  Flächen  2*®'"  Ordnung  zusammenfallen  lässt. 

Die  Configuration  der  Doppeltangenten  lässt  sich  auf  die 
nämliche  Art  untersuchen,  "wie  die  allgemeine,  wenn  man  sich 
denkt,  zwei  von  den  acht  Fundamentalpunkten  fallen  zusammen 
und  mithin  die  16  Doppeltangenten  durch  die  Geraden  darstellt, 
welche  sechs  Fundamentalpunkte  zu  je  zweien  verbinden,  und 
durch  eine  andere  Gerade,  welche  durch  einen  siebenten  Punkt 
geht.  Die  Geraden,  welche  diesen  siebenten  Punkt  mit  den 
übrigen  sechs  verbinden,  entsprechen  den  sechs  von  dem  Doppel- 
punkt an  die  Curve  gelegten  Tangenten. 

Die  16  Doppeltang enten  lassen  sich  auf  60  Arten  in  Gruppen 
von  je  vier  derart  vereinigen,  dass  durch  die  acht  Berührungs- 
pimJcte  der  vier  Tangenten  einer  Gruppe  ein  Kegelschnitt  geht. 
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Ueber  die  Curven  4*®''  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt 
lehe  Brioschi,  Math.  Ann.,  4;  Cremona,  ib.,  id.;  Brill, 
'relle,  605  Math.  Ann.,  6,  etc. 


Von  den  Curven  4^®'*  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  sind 
a  besonders  eingehender  Art  diejenigen  untersucht  worden,  deren 
eide  Doppelpunkte  die  imaginären  unendlich  fernen  Kreispunkte 
ind.  Sie  heissen  hicirculare  Curven  4*®^  Ordnung.  Casey, 
'Vans.  of  the  R.  Irish  Acad.,  24,  1869  und  Sieheck,  Crelle, 
.7,  59,  1860. 

Aus  jedem  der  beiden  Doppelpunkte   einer   Curve  4^^^  Ord- 
'ng  mit  zwei  Doppelpunkten  gehen  vier  Tangenten  an  die  Curve 
d  die  anharmonischen   Verhältnisse  dieser  beiden  Büschel   von 
ier  Tangenten  sind  einander  gleich. 

Die  16  Sdmittpunkte  der  ersten  4  Tangenten  mit  den  ziceiten 
h  Tangenten  liegen  zu  je  vieren  auf  Kegelschnitten,  ivelche  durch 
lie  beiden  Doppelpunkte  gelten. 

Die  bicircidare  Curve  lässt  sich  als  die  Enveloppe  eines 
Kreises  von  varidbelem  Radius  ansehen,  dessen  Centrum  sich  auf 
'ineni  festen  Kegelschnitt  bewegt,  und  der  einen  anderen  festen 
Kreis  immer  ortJiogonal  durcliscimeidet.  Ist  der  Kegelschnitt  eine 
Parabel,  so  zerfällt  die  bicirculare  Curve  in  die  unendlich  ferne 
(r  er  ade  und  in  eine  Curve  3^^^  Ordnung. 

Ein    specieller    Fall     der    Curven    4*®^  Ordnung    mit    zwei 
Spitzen  sind  die  sogenannten  Cartesischen  Ovale.,  (Siehe Kap.  17, 
§  H)  deren  beide  Spitzen  die  zwei  imaginären  unendlich  fernen. 
Kreispunkte  sind. 
^^^    Die  Cartesischen  aus  zwei  Ovalen  bestehenden  Curven  haben 
^/K^ Eigenschaft,  dass  auf  einer  Geraden  immer  drei  feste  Punkte 
^37  B,  C  existiren,  für  deren  Abstände  q,  q,  q''  von  einem  PunM 
'Ier  Curve  die  Relationen 

lo  -\-  iHQ'  =  c 

Iq  -{-  nQ^'  =  c 
niQ  —  nQ    =  c 
bestehen,  worin  l,  m,  n,  c,  c,  c'  Constante  sind.  Die  Punkte  A,  B,  C 
heissen   Brennpunkte^    sind    sie    sämmtlich    reell,"  so    heisst    die 
Curve  die  beiden  Ovale  des  Cartesius\  ist  nur  einer  reell,  so  ist 
die  Curve  von  der,  die  Descartes  studirte,  verschieden. 
Die  Gleichung  der  Cartesischen  Curve  lautet 

S^  =  k^L, 
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tvorin  S=0  die  Gleichung  eines  Kreises,  X  =  0  die  eim 
Geraden  ist,  imd  k  eine  Constante  'bedeutet.  Die  Gerade  L  = 
ist  eine  Doppeltangente  der  Curve. 

Die  Summe  der  Abstände   eines  Brennpunlis  von   deti 
Pmikten,    in    ivelchen    eine    Transversale    die    Cartesische    CiiVi 
schneidet,  ist  constant. 

Specielle  Fälle  der  Cartesischen  Curve  sind  die  PascaVsci 
Schnecke  öder  Limagon  (lumaca)  und  die  Cardioide  (siehe  Kap.  1 
§  11),  von  denen  die  erste  ausser  den  beiden  Spitzen  in  dt 
beiden  Kreispunkten  noch  einen  Knotenpunkt  hat,  und  bei  d 
zweiten  dieser  Knotenpunkt  von  neuem  in  eine  dritte  Spitze  nii 
geartet  ist. 

Der  Gleicimng  der  Curve  4^^^  Ordnung  mit  drei  Dopjx 
punkten  kann  man  die  Gestalt 

^11^2    "^3        I      %2'^3   '^l*^      I      ^33 "^l   ^^2        I      ^  %3  "^l   "^2*^3      I 

geben,   tvenn  die  Ecken  des  Fundamentaldreiecks   der  homogen 
Coordinaten  in  die  drei  Doppelpunkte  gelegt  werden. 

Dividirt  man  die  linke  Seite  mit  x^,  x^,  x.^,  so  erken 
man  aus  der  so  erhaltenen  Gestalt  der  vorstehenden  Gleichun 
dass  sie  sich  aus  der  Gleichung  eines  Kegelschnitts  durch  Verta 
schung  der  Variabelen  mit  ihren  reciproken  Werthen  ableiten  las 

Diese  Bemerkung  kann  mit  A^ortheil  zum  Studiimi  d 
Curve  benutzt  werden. 

Bei  einer  Curve  4^^^  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  l 
rühren  die  sechs  in  diesen  Pmikten  an  die  Curve  gelegten  Ta 
genten  denselben  Kegelschnitt. 

Die  sechs  Tangenten,  icelche  sich  von  den  drei  Doppelpunkt 
aus  an  die  Curve  mehen  lassen,  berühren  ebenfalls  einen  u 
denselben  Kegelsclmitt. 

Die  acht  Berührungspunkte  der  4  Doppeltang cntoi  ein 
solchen   Curve  liegen  auf  dem  nämlichen  Kegelschnitt. 

Die  Gleichung  der  Curve  4^^^  Ordnung  mit  drei  Cuspiäi 
piinhien   lässt  sich  immer  in  die  Form 

bringen:  die  drei  SpU.:vntai}gen1ni  sind  dann  durch  die  Gleichmtg 


1 


X»  ==  X 


3  —  'M 


gegeben   und  gehen  mithin  durch  denselben  Punkt. 
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Die  Curven  4*^"^  Ordnung   mit    drei  Doppelpunkten    wurden 

sonders    von    Brill,    3£ath.  Ann.,    12    und    Bretschneider, 

>,s\,  Erlangen,  1875  untersucht.     Siehe  auch  eine  neuere  Arbeit 

)n  De  Yries,  La  quartique  trinodale,  ÄrcMves  Teyler,  (2),  7, 

aarlem   1900. 

Die    Curven    4*^^^  Ordnung    mit    Undulationspunkten ,    d.  h. 

'unkten,  in  denen  die  Tangente  die  Curve  vierpunktig  berührt, 

iirden  von  Cayley,  Salmon,  höhere  ebene  Curven,  etc.,  Kantor, 

ifzungsher.  d.  Wiener  Acad.,  79,  1879  und  Masoni,   Dissert., 

>apoli  1882  studirt. 

In    den    UndulationspunMen   ivird   die   Curve   4^^^  Ordnumf 
'>))  ihrer  eigenen  Hesse'schen  Curve  berührt.     Cavlej. 


lieber   die   biquadratische   ternäre   Form,    ihre    Covarianten 
Invarianten  siehe  Bd.  1,  p.  339  und  folgende. 


Kapitel  IX. 

Allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Flächen  und 
algebraischen  Ranmcurven. 

§  1.  Allgemeines.  Abwickelbare  und  windschiefe  Flächen 
Schnitte  von  Flächen.     Die  Geometrie  auf  den 
algebraischen  Flächen. 

Der  Ort  der  Punkte,  welche  analytisch  durch  eine  alge 
braische  Gleichung  w*®^  Grads  zwischen  den  drei  Cartesischei 
Coordinaten  eines  Punkts  des  Eaums  bestimmt  werden,  heisst  ein' 
Fläche  n^^^  Ordnung. 

Die  Fläche  1^^^  Ordnung  ist  die  Ebene. 

Jede  Gerade  des  Raums  trifft  die  Fläche  n^^^  Ordnung  in  • 
(reellen  oder  imaginären)  Punkten  und  jede  Ebene  schneidet  si 
in  einer  Curve  n^^^  Ordnung. 

Die   Gleichung  einer  Fläche  n^^^  Ordnung  enthält   homogei 

^„(„2  +  6«  +  11)  +  1  =  ("  +  3)  =  s(n)  +  1 

Coefficienten. 

Tangente  an  eine  Fläche  wird  die  Grenzlage  einer  Gerade: 
genannt,  welche  durch  zwei  Punkte  der  Fläche  geht,  wenn  dieS' 
Punkte,  immer  auf  der  Fläche  bleibend,  sich  unbegrenzt  einande 
nähern  (ziveipiinMige  Berührung). 

Oscidationstangente  einer  Fläche  ist  die  Grenzlage  eine 
Geraden,  welche  durch  drei  oder  mehr  Punkte  einer  Fläche  gehl 
wenn  diese  Punkte  sich  unbegrenzt  einander  nähern.  Dreipunliig 
Berührung,  vierpunktige  etc. 

Alle  Tangenten  an  eine  Fläche  in  einem  Punkt  P  derselbe! 
liegen  im  Allgemeinen  in  einer  Ebene,  welche  die  Tangenteneben 
der  Fläche  in  dem  Punkt  P  heisst. 

Die  Tangentenebene  einer  Fläche  in  einem  Punkt  P  schneiid 
die  Fläche  in  einer  Curve,  die  in  P  einen  Doppelpunkt  hat.     Is 
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'  eine  Spitze  (oder  Cuspidalpunkt),  so  heisst  die  Tangentenebene 
ationür  oder   Wendungsherührungsehene. 

Die  heiden  Tangenten  in  dem  Doppelpunkt  (Inflexions-  oder 
kmpttangenten)  sind  zivei  Osculationstangenten  der  Fläche.  Je 
achdem  diese  Tangenten  reell  oder  imaginär  sind  oder  zu- 
ammenfallen,  heisst  der  Punkt  P  der  Fläche  Jiyperholisch,  ellip- 
isch  oder  paraholiscJi. 

Die  parabolischen  Punkte  einer  Fläche  bilden  die  sogenannte 
irdbolische  Ciirve  (Ourve  der  parabolischen  Pmikte). 

Die  Anzahl  der  Tangentenebenen,  die  man  von  einer  be- 
iebig  im  Eaum  gelegenen  Geraden  aus  an  eine  Fläche  legen 
sann,  heisst  Classe  der  Fläche. 

Eine  Fläche  n^^^  Ordnimg  ist  im  Allgemeinen  von  der  Classe 
/(w — l)^,  wenn  die  Fläche  keine  Singidarität  enthält. 

Die  Gleichung  der  Fläche  sei  in  homogenen  Coordinaten 
i  \,  x^,  x^,  x^  gegeben  und  es  werde  angenommen,  die  linke  Seite 
sei  nach  den  Potenzen  von  x^  geordnet,  die  Gleichung  habe  also 
die  Gestalt 

^^0^4"  +  ^^1^4"  ~  ^  +  '^2^A  -  '^  +  •  •  •  =  0, 

worin  u^,  ii^,  u^,  ■  .  .  homogene  ganze  Funktionen  vom  Grad 
0,  1,  2,  . . .  in  x^,  X2,  x.^  sind. 

Wenn  der  Punkt  x^  =  x<^  =  x^  =  0  ein  Punkt  der  Fläche 
ist,  so  folgt  ^rQ  =  0,  und  die  Tangentenebene  in  diesem  Funkt 
irird  durch  u^  =  0  dargestellt. 

Wenn  wir  anstatt  der  Tangentialebene  mit  Dupin  eine  ihr 
parallele  und  unendlich  nahe  Ebene  betrachten,  so  kann  der 
Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Fläche^  abgesehen  von  Unendlich- 
Ueinen  höherer  Ordnung,  annähernd  als  eine  Ourve  3^^^  Ordnung 
angesehen  werden,  tvelche  die  Dupin'sche  Indicatrix  genannt 
wird.  Der  Funkt  der  Fläche  ist  elliptisch,  parabolisch  oder  hyper- 
bolisch, je  nachdem  dieser  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Farahel  oder 
Hyperbel  ist. 

Gibt  man  der  Gleichung  der  Fläche  die  Gestalt  z  ==  f{x,  ^), 
so  ist  der  Punkt  (x,  y,  z)  der  Fläche  elliptisch,  parabolisch  oder 
hyperbolisch,  je  nachdem 


Xcxdy)    >  \cx^-J  \dyV 
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Der  nicht  ebene  Schnitt  oder  ein  Theil  des  nicht  ebene 
Schnitts  zweier  algebraischer  Flächen  heisst  eine  algebraische,  nid 
eigene  oder  gewundene,  oder  doppelt  gelrümmte  Curve  oder  aiic. 
eine  algebraische  JRamncitrve. 

Jede  algebraische  Baumcurve  ivird  von  einer  beliebige, 
Ebene  des  Baums  in  einer  festen  Anzahl  von  (reellen,  zusammm 
fallenden  oder  imaginären)  Punkten  geschnitten.  Diese  Zal 
heisst  die  Ordnung  der  Baumcurve. 

Die  geringste  Ordnung  einer  nicht  degenerirten  Baumcurve  it 
die  dritte. 

Man  beachte,  dass  streng  genommen  nicht,  wie  bei  de 
ebenen  Curven,  die  Gesammtheit  zweier  ßaumcurven  von  de 
Ordnungen  d,  d'  immer  als  Degeneration  einer  Baumcurve  vo 
der  Ordnung  d  -\-  d'  betrachtet  werden  kann;  denn,  wenn  ein 
auf  einer  algebraischen  Fläche  liegende  Raumcurve  von  der  Ord 
nung  d  -\-  d'  in  zwei  Curven  von  den  Ordnungen  d  und  d'  zer 
fällt,  so  werden  diese  im  Allgemeinen  Schnittpunkte  haben,  un 
dieser  Fall  wird  im  Allgemeinen  nicht  eintreten,  wenn  die  beide 
gegebenen  Curven  beliebig  im  Raum  liegen. 

Die  Grenzlage  einer  Geraden,  welche  durch  zwei  sich  ud 
begrenzt  einander  nähernde  Punkte  einer  Curve  geht,  heisst,  wi 
immer,  die  Tangente  an  die  Curve,  und  die  Grenzlage  eine 
Ebene,  welche  durch  drei  sich  unbegrenzt  einander  nähernd 
Punkte  einer  Curve  geht,  die  Schmiegung sebene  (Krümmung sebefn 
oder  Oculationsebene)  an  die  Curve. 

Die  Classe  oder  der  Bang  einer  Baumcurve  ist  die  Anzah 
ihrer  Tangenten,  welche  von  einer  beliebigen  Geraden  des  Raum 
getroffen  werden,  oder  auch  die  Anzahl  der  Ebenen,  welche  durcl 
eine  feste  beliebige  Gerade  des  Raums  und  durch  Tangenten  de 
Raumcurve  gehen. 

Einige  Autoren  nennen  diese  Zahl  den  Bang  und  verstehe! 
unter  Classe  die  Classe  der  osculirenden  Developpabelen  (sieh- 
S.  207).  Für  uns  jedoch  sollen  die  Worte  Bang  und  Class 
einer  gewundenen  Curve  dieselbe  Bedeutung  haben,  ebenso  wi< 
wir  den  Worten  Ordnung  und  Bang  der  Developpabelen  (sieh« 
§  4)   denselben  Sinn  beilegen. 


« 


Jede  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugte  Fläch< 
ist  eine  Begelfläche.  Man  unterscheidet  ahivickelbare  (developpa 
bele)  und  tvindschiefe  {nicht  abwickelbare)  Begelflächen. 
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Jede  abu'icJcelhare  Fläche  ist  der  Ort  der  Tangenten  einer 
lumcurve.  Sie  wird  daher  durch  die  Bewegung  einer  Geraden 
zeugt,  deren  beide  aufeinander  folgenden  Lagen  sich  in  der- 
Iben  Ebene  befinden. 

Die  Erzeug  enden  der  Developpdbelen  sind  die  Tangenten 
r  Raumcurve,  welche  ihrerseits  die  Cuspidal-  oder  BücMehr- 
inte  der  Fläche  (arete  de  rehroussement  nach  Monge)  ist. 

Die  Ordnung  einer  dbwickeTbaren  Fläche  ist  der  Classe  der 
imncurve  gleich. 

Diese  Zahl  wird  der  Hang  des  aus  der  Rauincurve  und 
rer  Developpabelen  bestehenden  Systems  genannt;  vergl.  S.  206. 

Jede  Oscidationsehene  der  Baumcurve  ist  Tangentialebene  an 

,  ie  abivickelhare  Fläche,   welche  mithin  die  Fnveloppe  der  Oscu- 

iflonsehenen   der  Baumcurve  ist.     Sie    heisst    daher    auch   oscu- 

,  itde  Developpahele.     Schneidet   man    die    ahwicJcelbare   Fläche 

IMkeiner  Fhene,  so  ist  der  Fmikt,  in  welchem  diese  Ebene  die 
■^mmcurve  trifft,  eine  Spitze  der  Schnittcurve. 

Die  Punkte,  in  welchen  sich  zwei  nicht  benachbarte  Er- 
ugende  der  abwickelbaren  Fläche  treffen,  bilden  die  doppelt 
ingeschriebene  Curve  der  developpabelen  Fläche  oder  kurz  ihre 
^oppelcurve  oder  Knotencurve. 

Die  Curve,  in  iv elcher  die  Developpabele  durch  eine  FJbene 
cschnitten  wird,  hat  einen  Doppelpunkt  in  jedem  Punkt,  in 
i'ddiem  die  Doppelcurve  von  der  Ebene  getroffen  wird. 

Jede  beliebige  Erzeugende  einer  Developpabelen  n^^^  Ordnung 
rifft  n  —  4  andere  nicht  benachbarte  Erzeugende. 

Die  Ebenen,  tvelche  durch  zwei  nicht  consecutive  Erzeugende 
lehen,  hüllen  eine  neue  Developpabele  ein,  welche  die  Baumcurve 
loppelt  (in  zwei  Punkten)  berührt  und  daher  die  Bitangential- 
kveloppabele  an  die  Baumcurve  genannt  wird. 

Bei  einer  Eaumcurve  heisst  die  Anzahl  ihrer  scheinbaren 
Doppelpunkte  die  Zahl  der  von  einem  Punkt  des  Raums  aus 
.gezogenen  Geraden,  welche  die  Curve  zweimal  treffen.  Diese 
Zahl  ist  selbstverständlich  für  jeden  beliebigen  Punkt  des  Baums 
lieselbe. 

Bei  einer  developpabelen  Fläche  nennt  man  die  Anzahl 
ihrer  scheinbaren  Doppelebenen  die  Zahl  der  in  einer  beliebigen 
Ebene  des  Raums  liegenden  Geraden,  in  denen  zwei  der  die 
Developpabele  einhüllenden  Ebenen  sich  schneiden.  Auch  diese 
Zahl  ist  natürlich  constant. 

Classe  der  abivickelbaren  Fläche  heisst  die  Zahl  der  Tan- 
gentialebenen, welche  sich  von  einem  beliebigen  Punkt  des  Raums 
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aus  an  sie  legen  lassen,  oder  auch  die  Zahl  der  durch  eine 
beliebigen  Punkt  des  Raums  gehenden  Osculationsebenen  an  di 
Cuspidalcurve  der  Developpabelen. 

Ein  specieller  Fall  der  abmckelbaren  Fläche  ist  der  Kege 
Diese  Fläche  wird  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeug 
von  welcher  ein  Punkt  festliegt. 

Nimmt  man  an,  der  Schnitt  des  Kegels  mit  einer  Ebei) 
sei  eine  algebraische  Curve  n^^^  Ordnung,  so  heisst  auch  dt 
Kegel  algebraisch  und  n  seine  Ordnunff.  Die  Classe  des  Kege 
ist  die  Classe  der  Schnittcurve. 


Die  u'indsddefe  Begelfläche  wird  durch  eine  Gerade  erzeug 
welche  sich  so  bewegt,  dass  im  Allgemeinen  keine  zwei  cons« 
cutiven  Lagen  derselben  in  der  nämlichen  Ebene  liegen. 

Eine  ivindscJdefe  Fläche  n^^^  Ordnung  ist  aucli  n^^^  Clas^ 
und  umgeTceJirt.  Cayley,  Cambr.  Math.  Journ.,  7,  1852  =  Co\ 
math.  papers,  2,  33. 

Die  Punkte,  in  welchen  sich  zwei  nicht  benachbarte  E 
zeugende  der  windschiefen  Fläche  schneiden,  bilden  auch  hit 
eine  Doppel-  oder  Knotencnrve  der  Fläche. 

Die  Ebenen,  welche  durch  zivei  nicht  consccutive  Erzeugern 
einer  tvindschiefen  Fläche  gehen,  sind  Doppeltangentialebenen  d< 
Fläche.  Sie  hüllen  eine  abwickelbare  Fläche  ein,  welche  Doppt 
tmigentialdeveloppdbele  der  gegebenen  windschiefen  Fläche  g 
nannt  tvird. 

Die  Classe  der  Doppeltangentialdeveloppabelen  einer  wirn 
schiefen  Fläche  ist  der  Ordnung  der  Doppelcurve  gleicJi  (Cayley 


Wir    wollen    nun    einige   Fundamentalrelationen    bez.  ein> 
allgemeinen  Fläche  n^^  Ordnung  ohne  Singularitäten  betrachte 
Vergl.  §  4.     Zugleich  mit  dieser   allgemeinen  Fläche   sollen  d 
beiden  abwickelbaren  Flächen  in  Betracht  gezogen  werden,  welcl 
von  den  Doppeltangentialebenen  der  Fläche  und  von  den  stati« 
nären  Ebenen  eingehüllt  werden. 
Wir  bezeichnen  mit: 
n  die  Ordnung  der  Fläche, 
a  die  Ordnung  des  der  Fläche   umschriebenen  Kegels,  dessf 

Spitze  ein  beliebiger  Punkt  des  Raums  ist, 
S  die  Anzahl  der  Doppelerzeugenden  dieses  Kegels, 
X    die  Anzahl  der  Rückkehrerzeugenden  desselben  Kegels, 
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;/  die  Classe  der  Fläche, 

a  die  Classe  eines  ebenen  Schnitts  derselben, 

6'  die  Anzahl  der  Doppeltangenten  an  diesen  Schnitt, 

%   die  Anzahl  seiner  Wendetangenten, 

li  die  Classe  der  von  den  Doppeltangentialebenen  der  Fläche 
umhüllten  abwickelbaren  Fläche, 

V  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelebenen  dieser  Developpa- 
belen,  d.  h.  die  Anzahl  der  in  einer  beliebigen  gegebenen 
Ebene  liegenden  Schnitte  zweier  ihrer  Ebenen, 

f'  die  Anzahl  der  die  Fläche  dreimal  berührenden  Ebenen, 

q   die  Ordnung  der  Developpabelen  der  Doppeltangentialebenen, 

^'  die  Ordnung  der  Curve  der  Berührungspunkte  der  Doppel- 
tangentialebenen, 

c  die  Classe  der  Developpabelen  der  stationären  Tangential- 
ebenen der  Fläche, 

//  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelebenen  dieser  Developpa- 
belen, 

r   die  Ordnung  derselben  Fläche, 

ß'  die  Anzahl  der  den  beiden  abwickelbaren  Flächen  (d.  h. 
der  durch  die  Doppeltangentialebenen  und  der  durch  die 
stationären  Ebenen  erzeugten  Developpabelen)  gemeinschaft- 
lichen Ebenen,  welche  für  die  letztere  Fläche  ebenfalls 
stationär  sind, 

/  die  Anzahl  der  denselben  abwickelbaren  Flächen  gemein- 
samen Ebenen,  die  jedoch  auch  für  die  erstere  Fläche 
stationär  sind, 

G  die  Ordnung  der  parabolischen  Curve. 

Es  bestehen  dann  die  folgenden  Eelationen: 

«  =  a  =  n(^n  —  l),  (diese  Zahl  pflegt  man  den  Bang  der 
Fläche  zu  nennen), 

$  =  ^n{n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3), 

5c  =  n(n  —  l)  (n  —  2), 

n  =  n(n  —  l)^, 

d'  =  ^n(;,  —  2)(r.2— 9), 

'/  =  3w(w  —  2), 

h'  =  ^nln  —  1)  (n  —  2)  (;n^  —  n^  +  n—  12), 

¥  =  in(n  —  2)  (w^o  _  6,^9  _^  ^g^^s  _  54,^7  _|_  -^q^^^q  _ 

—  288^^+547  w'^—1058w3-fl068ir—1214>2-f-1464), 
r  =  ^n{n  —  2)  (w^  —  4^6  +  7n^  —  45??*  +  114'>?^  — 

—  llln^  -f  548n  —  960), 

q'^  =  n(n  —  2)  {n  —  3)  (n^  +  2n  —  4), 
q'  =  n(n  —  2)  (w^  —  n^  -\-  7i  —  12), 

Pascal,  EepertorimiT.  II.  14 
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c  =  AnCn  —  l)  (^  —  2), 

h'  =  ^nln  — 2)  (iGn^  —  64^^  +  SOn^  —  lOSn  +  156), 

/  =  2n{n  —  2)  (3w  —  4), 

ß'  =  2n(n  —  2)  (lln  —  24), 

/  =  4.n(n  —  2)  (w  —  3)  (n^  +  3w  —  16), 

a  =  4:n(n  —  2). 

Zivei  Flächen  von  den  Ordnungen  n^  imd  n^  schneiden  si 
in  einer  Baumcurve  von  der  Ordmrng  n^n^. 
Alle  Flächen  w*®^  Ordnung,  ivelche  durch 


nn)-l  =  {»  +  ')-2 


tvUlkürlich  im  Baum   gegebene  Punkte  gehen,    schneiden  sich 
einer  und  derselben  Baumcurve  von  der  Ordnung  r?. 

Ist  eine  Baumcurve  von  der  Ordnung  n^  der  vollständ 
Schnitt  zweier  Flächen  n^^^  Ordnung ,  so  enthält  jede  Fläche  >> 
Ordnung,  welche  durch  N{n)  —  1  heliebige  Funkte  der  Curve  ge 
die  Curve  vollständig. 

Wenn  eine  Baumcurve  (i^^^  Ordnmig  gegeben  ist,  so  lü 
sich  eine  Fläche  w*®^  Ordnung  durch  sie  legen,  wenn  nur 

N(n)  '^  n^ 

ist,  weil  alsdann  jede  Fläche  n^^^  Ordnung,  die  durch  nii  -{- 
beliebig  auf  der  Curve  angenommene  Funkte  geht,  die  Curve  (. 
Ordnung  vollständig  enthält. 

Die  Anzahl  nicht  tveiter  reducirbarer  Bedingungen,  win 
ivelchen  eine  Fläche  n^^^  Ordnung  sich  durch  eine  Curve  ^i^^^  0 
nung  legen  lässt,  hat  als  obere  Grenze  die  Zahl 

nfi  -{-  1. 

Für  eine   Curve  vom   Geschlecht  Null   (vergl.  §  4)   ist 
Anzahl  der  Bedingungen  genau  n^i  -\-  1. 

Bei  einer  Curve  vom  Geschlecht  Eins  (elliptischen  Cur 
beträgt  sie  n^i.     Hermite,   Crelle,  82. 

Für  eine  Curve  vom  Geschlecht  p  ^  fi  —  3  ist  diese  Z 
nicht  weiter  zurückführbarer  Bedingungen  n(i  +  1  — p,  Lin« 
mann,  drelle,  84;  Halphen,  Journ.  de  VFcole  polyt.,  52,  p. 

Man  beachte  jedoch,  dass  diese  Zahlen  nur  für  hinreicht 
grosse  n  genau  sind. 

Wenn  die  Curve   der  vollständige  Schnitt  von  Flackert 
Ordnungen  n^,  n^  ist,   so  beträgt  die  Anzahl  der  entsprechen< 
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rJit   reducirharen  Bedingungen   für    eine  Fläche   n^^^  Ordnung, 
■Us  sie  durch  die  Curve  gehen  soll,  wieder 

nfi  -{-  1  — p 

jedes  heliebige  p,  vorausgesetzt  dass 

*^  ^  ^1   +  ^^2  ^ 

f:  in  dem  anderen  Fall  setze  man 

n  =  %  -\-  n^  —  S, 
'id  findet  dann  als  gesuchte  Anzahl  von  Bedingungen: 

iehe  Halphen,  1.  c,  p.  18. 

Bie  Baumcurve,  tvelche  der  vollständige  Schnitt  zweier  Flächen 
den  Ordnungen  n^,  n^  ist,  wird  durch 

^  N(n^)  —  Nin^  —  n^)  —  1 

iUHirlich  im  Baum  gegebene  Punkte  individualisirt. 

Wenn  die  Schnittlinie  zweier  Flächen  n^^  Ordnung  eine  voll- 

udig    auf  einer  Fläche  p^^^  Ordnung-  liegende  Curve  von   der 

)rdnumg  np  enthält,  so  ist  ihr  übriger  Theil  eine  auf  einer  Fläche 

der  Ordnung  n — p  gelegene  Curve  [n(n — pj]^^  Ordmmg. 

uiicelet,  1830. 

Alle  Flächen  n^^^  Ordnung,    die    durch   N(n)  —  2    beliebig 
Baum  gegebene  Punkte  gehen,  schneiden  sich  ausser  in  diesen 
och  in  anderen  n^  —  iV(w)  -f-  2  durch   die   ersteren  bestimmten 
"'"fikten. 

Brei  Flächen  von  den  Ordnumgen  n^,  n^,  n^  schneiden  sich 
'h'^h^h  Punkten,    von  denen  ein  .Theil  durch   die  übrigen  be- 
iimmt  ist.     Es  sind  ins  Besondere,  ivenn  n^  ^  n<^  -\-  n^  ist, 

\n^n^{2n^  —.n^  —  %  +  4)  —  1 
unlie  willkürlich  und  der  Best  ist  durch  diese   bestimmt;  tvenn 
dagegen  n^  <  -^2  H~  ^h  ^^^*'  ^i  >  ^2  ^  %  >  ^3  ist,  so  beträgt  die 
inzald  der  ivillkürlichen  Punkte 

\n^n^{2n^  —  n^  —  n^  +  -l)  +  ^(^2  +  '^h  —  %  —  4). 

Biese  Formeln  gelten  nicht  für  n^  =  ^3.    Jacobi,  Crelle,  15. 

Wenn  von  den  n^  Punkten,  die  drei  Flächen  n^^'  Ordnung  ge- 
neinsam  sind,  n^p  auf  einer  Fläche  p^^^  Ordnung  liegen,  so  befinden 
ich  die  n^(oi  — p)  übrig en  auf  einer  Fläche  (n  — p)^^  Ordnung. 
?oiicelet. 

14* 
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Drei  Flächen  von  den  Ordnungen  n^,  n^,  n^,  welclie  cih 
Curve  n^^^  Ordnimg  und  r^^^  Classe  (r*®"  Bangs)  gemeinsam  hahei 
schneiden  sich  überdies  in 

n^n^n^  —  n(n^  +  ^2  +  ^3  —  2)  +  ^ 
PunMen. 

Wenn  diese  Curve  auf  der  ersten  Fläche  eine  Doppelcun 
ist  (vergl.  §  4),    so  beträgt  die  Ämahl  der  gemeinsamen  Fmih 

n^n^n^  —  ^(%  ~f"  ^^2  "i"  2%  —  ^)  ~\~  2^. 
Siehe    Salmon-Fiedler,    Geom.  des  Baumes,    2,  p.   145,  14i 
3*^  Ausg. 

Wenn  ein  drei  Flächen  von  den  Ordnungen  n^,  n^,  71^  y 
meinschaftlicher  Punkt  für  sie  ein  vielfacher  Panld  (vergl.  §  4 
von  den  Ordnungen  l,  ^,  bez.  v  ist,  so  besteht  die  notltwendi 
und  ausreichende  Bedingung ,  damit  in  diesem  Punkt  sich  X^ 
der  n^n^n^  Schnitte  vereinigen,  darin,  dass  die  Berührungskeg 
an  die  drei  Flächen  in  dem  gemeinsamen  Punkt  keine  gemd, 
schaftliche  Erzeugende  haben.  Einen  strengen  Beweis  dies 
Satzes,  der  die  Erweiterung  eines  ähnlichen  Theorems  über  d 
ebenen  Curven  ist  (siehe  z.  B.  die  Arbeit  von  Voss,  die  a 
S.  129  citirt  wurde,  Math.  Ann.,  27,  p.  533  und  ff.),  hat  Be 
zolari,  Ann.  di  mat.,  24  zu  geben  versucht;  doch  sind  seil 
Untersuchungen  viel  umfangreicher. 

Mit  den  Schnitten  von  Flächen  beschäftigten  sich  Poncele 
Traite  des  proprietes  projectives  des  figures  etc.,  2,  Metz  m 
Paris,  1822;  Jacobi,  Crellc,  15;  Plücker,  ib.,  16,  19;  Cayle 
Cöllected  mathematical  papers ,  13  Bde.  und  ein  Indexbar 
Cambridge   1889—1898,   1,  p.  259;  Reye,  Math.  Ann.,  2;  e 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  hierher  gehörigen  Untt 
suchungen  über  Flächen,  welche  vielfache  Punkte  oder  Lini 
gemeinschaftlich  haben. 

Resultate  darüber  verdankt  man  Cayley's  Abhandlung  üt 
die  birationalen  Transformationen  des  Raums:  On  tJic  ratiot^ 
transf.  between  two  Spaces,  Proc.  of  the  Lond.  Math.  Soc,  Bd. 
1870  =  Coli.  math.  papers,  7,  p.  189  mit  ihren  sogenannten  Aeqi 
"Valenz-  und  Postulations  formein.  Spätere  Untersuchungen  si 
von  Noether,  Ann.  di  mat,  (2),  5  und  Anderen. 


Man  kann  über  die  Flächen  und  Raumcurven  Theoreme  a 
stellen,  die  sich  als  Erweiterungen  der  Sätze  ansehen  lasS' 
welche  die  Grundlage  der  Theorie  der  Punktgruppen  auf  eii 
ebenen  Curve  bilden. 
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Es  sei  eine  allgemeine  Fläche  ¥^  von  der  Ordnung  n  gegeben, 
wei  Curven  H,  J^,  welche  zusammengenommen  den  vollständigen 
L'hnitt  von  F^  durch  eine  andere  Fläche  bilden,  heissen  residual 
iid  die  eine  das  Residuum  der  anderen.  Zwei  Curven  heissen 
)mer  corresidual^  wenn  jede  von  ihnen  in  Bezug  auf  dieselbe  dritte 
'  'lu-ve  residual  ist.  Analoge  Definitionen  gelten  für  die  Gruppen 
on  Punkten,  welche  aus  einer  Raumcurve  von  Flächen  aus- 
eschnitten  werden. 

Wir  können  jetzt  die  Bcstsätzc  über  die  Flächen  und  Raum- 
iirven  auf  die  folgende  Art  fassen: 

Sind  auf  einer  Fläche  zwei  Curven  B,  R'  residual  zu  dcr- 
i'Ihen  Curve  R!' ,  also  corresidual  zueinander,  so  sind  sie  es  auch 
//  Bezug  auf  jede  andere  Curve  1^",...,  ivelche  zu  einer  von 
Milien  (etwa  R)  residual  ist. 

Es  sei  eine  Curve  R  als  Schnitt  zweier  Flächen  F,  O  ge- 
'rben  und  I^  sei  eine  Residual-  oder  Restcurve  von  R;  die 
lurch  R^  gehenden  Flächen  mögen  R  in  PunJdgruppen  schneiden, 
^'^  zu  einer  anderen  gegehenen  Gruppe  corresidual  sind;  nimmt 
111  nun  für  F,  (P  und  K  amier e  Flächen  hez.  Curven  und 
^4  nur  R  unverändert,  so  bleibt  das  System  der  PunJctgruppen 
insselbe. 

Untersuchungen  dieser  Art  (über  die  Geometrie  auf  einer 
il'/ebraisehen  Fläche),  deren  erste  Anregimg  Clebsch  zu  ver- 
lanken  ist,  stellte  speciell  Noether,  Math.  Ann.,  2,  8  an;  in 
1er  letzten  Zeit  haben  sich  namentlich  Castelnuovo  und 
Enriques  in  verschiedenen  Publicationen  damit  beschäftigt. 
i  Eine  Darlegung  der  erhaltenen  Resultate  findet  man  in  einer 
Arbeit  der  letzteren  Autoren,  Math.  Ann.,  48. 


Die  ersten  Studien  über  die  Theorie  der  Flächen  stammen 
aus  der  Zeit  Euler's,  von  dem  auch  die  Grundlage  der  Theorie 
^"r  abwickelbaren  Flächen  herrührt. 

Systematische  Behandlungen  dieser  Theorie  der  Flächen 
w)m  Standpunkt  der  höheren  Geometrie  aus  gibt  es  nicht  viele. 
Indem  wir  uns  vorbehalten,  die  speciellen  Arbeiten  an  den  be- 
treffenden Stellen  zu  citiren,  führen  wir  hier  als  grundlegend 
nur  an:  die  Abhandlung  von  Cremona,  Preliminari  di  una 
tcoria  geometrica  delle  super ficie,  Bologna,  1866,  deutsch  von 
Curtze,  Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie  der  Oberflächen, 
Berlin,  1870  und  Die  analytische  Geometrie  des  Raumes  von 
^almon,    deutsch   v.  Fiedler,    3*^  Aufl.,   Leipzig    1880.     Man 
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beachte,  dass  in  der  deutschen  üebersetzung  des  Cremona'sche 
Werkes  zahlreiche  neue  Abschnitte  hinzugefügt  wurden,  die  i 
dem  italienischen  Text  nicht  enthalten  sind;  unsere  Citate  b( 
ziehen  sich  überall  auf  die  deutsche  Ausgabe. 


§  2.    Analytische    Darstellung    der    gewundenen    Curvei 
Die  Monoidflächen  Cayley's. 

In  der  Lehre  von  den  algebraischen  Raumeurven  ist  d 
analytische  Darstellung  dieser  Curven  ein  besonders  interessant« 
Problem. 

Wenn  die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Curve  als  Functione 
eines  Parameters  festgestellt  sind,  so  ist  das  Problem  damit  g 
löst*,  es  ist  jedoch  nur  selten  thunlich,  die  Coordinaten  in  dieS' 
Art  auszudrücken. 

Der  Gedanke,  die  Curve  durch  die  Gleichungen  zwei- 
Flächen  darzustellen,  welche  durch  sie  gehen,  bietet  sich  als  d 
natürlichste  zunächst  dar;  man  erkennt  aber  leicht,  dass 
Curven  gibt,  welche  nicht  vollständige  Schnitte  zweier  Fläch* 
sind;  diese  Darstellung  lässt  uns  daher  im  Stich,  da  sie  d 
Raumcurve  im  Allgemeinen  nicht  individuälisiren  kann. 

Alsdann  dachte  man  daran,  die  Curve  durch  die  Gleichung^ 
dreier  durch  sie  gehender  Flächen  zu  bestimmen,  welche  soe 
keine  Punkte  gemeinschaftlich  haben.  Man  sah  aber  ein,  da 
im  Allgemeinen  auch  drei  Flächen  nicht  hinreichen,  und  fand 
Folge  eines  Theorems  von  Kronecker,  Cr  eile,  92,  welches  si 
auf  die  Lehre  von  den  algebraischen  Funktionen  bezieht,  da 
die  Gleichungen  von  vier  Flächen  nöthig  sein  können,  um  ei 
allgemeine  Curve  zu  kennzeichnen.  Vahlen,  Grelle,  108  g 
dafür  das  folgende  Beispiel  an:  Man  nehme  an,  der  Sehn 
zweier  Flächen  i*"  ,  F^,  von  den  Ordnungen  ^,  v  zerfalle  in  z\\ 

Curven  BFm,  B^m'  von  den  Ordnungen  m,  m  und  den  Geschlechte 
jp,^'*).     Die   Anzahl   der   Schnittpunkte   der   beiden  Curven 

s  =  mijk,  -\-  V  —  4)  —  2(^  —  l). 

Legt  man  nun  eine  neue  Fläche  JF".  nur  durch  JR^,  so  wi 
diese  von  J?^^'  in 

S  =  (JLVQ  —  m(fi  -\-  V  -\-  Q  —  4)  +  ^(p  ' —  l) 


1)  Ueber  die  Definition  des  Geschlechts  der  Raumeurven  siehe  ^ 
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mkten  geschnitten  werden,  welche  auf  allen  drei  Flächen,  aber 

cht   auf  R^n  liegen. 

Nun  wird  es  im  Allgemeinen  nicht  möglich  sein,  fiii'  eine 

^ ebene  Curve  J?^  drei   Flächen   derart   zu    bestimmen,   dass   8 

rsch windet;    denn,    betrachtet    man    eine    Curye    5*®''  Ordnung 

)m    Geschlecht    Null    i^g^,    welche    eine    vierfach    schneidende 

erade  (eine  Quadrisecante)  hat,  so  muss,  wenn  S  verschwinden 

)11,    weil    durch    R^    keine    Fläche     zweiter    Ordnung     geht, 

=  V  =  Q  =  3  sein;    durch   drei   Flächen  3*^^  Ordnung   allein 

ann  aber  R-^  nicht  bestimmt  werden,  da,  wie  man  leicht  sieht, 

^de  solche  Fläche,  weil  sie  R^  enthält,  auch  die  Quadrisecante 

iithalten  müsste. 

Eine  andere  Methode,  eine  Kaumcurve  darzustellen,  besteht 
arin,  die  Gesammtheit  aller  die  Curve  treffender  Geraden  zu  be- 
rachten ;  führt  man  die  sechs  Geradencoordinaten  im  Eaum  ein,  so 
rird  der  Complex  von  Geraden  analytisch  durch  eine  Beziehung 
wischen  diesen  sechs  Coordinaten  ausgedrückt;  umgekehrt  aber 
teilt  nicht  jede  Kelation  zwischen  den  sechs  Geradencoordinaten 
luf  solche  Art  eine  Curve  dar.  Siehe  Kap.  14.  Mit  dieser  Dar- 
stellung beschäftigten  sich  Cayley,  Quart.  Journ.,  3,  5,  1860, 
1862  und  Voss,  Math.  Ami.,  13. 

Noch  eine  weitere  Darstellungsart  schliesslich  rührt  eben- 
alls  von  Cayley  her  und  beruht  auf  den  sogenannten  Monoid- 
^ächen. 

Es  seien  oc^,  x^,  x^,  x^  die  homogenen  Coordinaten  eines 
Punkts  der  Curve  und  von  dem  Punkt  0  {x^  =  x^  =  x^  =  ())., 
einer  Ecke  des  Fundamentaltetraeders,  aus  möge  die  Curve  R^n 
von  der  Ordnung  m  und  dem  Geschlecht  p  auf  die  Ebene  x^^=0 
projicirt  werden. 

Die  Gleichung  der  Projectionscurve  sei 

f{;%i,  'k>  'Q  =  0, 

worin  wir  uns   die  Coordinaten   '%  derart   gewählt   denken,    dass 

5i  *  §2  *  §3  ^^^^  X^IX^'.  X^       ist. 

Es  bestehen  danli  die  ^Relatioiieä">Ö-c>iii 

worin  die  i/;  rationale  ■  ganze:  Functionen  der  |  von  der  Ordnung 
>'  bez.  n  —  1   sind. 
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Die  Curve  i^^  ergibt  sich  dann  als  Schnitt  der  beid( 
Flächen 

fm  W  =  0      ^^^      ^i'^n-i  (oc)  —  ^)^(x)  =  0, 

von  welchen  die  erste  ein  Kegel  m^^^  Ordnung  ist,  dessen  Spit; 
in  dem  Punkt  0  (x^  =  X2  =  x^  =  O)  liegt,  und  die  zweite  eii 
Fläche  ft}^^  Ordnung  ist,  die  den  Punkt  0  zum  (n  —  l)-fach€ 
Punkt  hat  (vergl.  §  4)  und  von  Cayley  eine  Monoidüäche  g 
nannt  wurde. 

Der  Kegel  und  das  Monoid  schneiden  sich  ausser  in  L 
noch  in  m(n — l)  durch  0  gehenden  Geraden,  welche  die  Schnit 
zweier  Kegel  /"„^  =  0  und  ipn  —  i  =  0  sind.  Diese  Geraden  tJieili 
sich  in 

(n  —  1)  (m  —  n)  -\-  a 

doppelt  SU  zählende  und 

{n  —  1)  (2w  —  m)  —  2  a 

weitere  Gerade,  ivohei  a  auch  Null  sein  kann;  jede  di 
(n  —  1)  (m  —  w)  -|-  a  Geraden  ist  eine  Doppelgerade  d 
Kegels  f^^^  =  0;  sotvohl  die  (n  —  l)  (m  —  n)  -\-  a  ivie  d 
(n  —  1)  (2w  —  m)  —  2«  Geraden,  deren  Anzahl  zusammi 
n(n  —  1)  —  a  beträgt,  liegen  auf  dem  Kegel  ip^  =  0. 

Die  beiden  Kegel  i/;^  =  0  und  i^„  _  1  =  0  heissen  der  ohe, 
hez.  der  untere  Kegel  des  Monoids. 

Wenn  Bm  keine  ebene  Curve  ist,  so  muss  immer 

n^^m     sein; 

im    Uebrigen   ist  die   Ordnung  des  Monoids  tticht  bestimmt, 
man  ein  Monoid  durch   ein  anderes  von  verschiedener  Ordnut 
ersetzen  kann. 

Dieser  Kunstgriff,  wie  man  wohl  sagen  darf,  wurde  vc 
Cayley,  Compt.  Rend.,  1862  =  Coli.  math.  papers,  5,  7  ai 
gegeben  und  später  von  anderen  Autoren  Noether,  Halphei 
Em.  Weyr,  etc.  bei  ihren  Studien  über  die  Raumcurven  benutz 

§  3.    Classification  der  gewundenen  Curven. 

Mit  dem  Problem  der  analytischen  Darstellung  der  Raim 
curven  steht  das  ihrer  Classification  in  enger  Verbindung;  den 
für  die  Raumcurven  gilt  nicht,  wie  für  die  ebenen  Curven  od< 
die  Flächen,  der  Satz,  dass  die  Ordnung  zur  Charakterisirun 
der  Art  der  Curve  genüge;  in  der  That  existiren  schon  für  d 
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''  Ordnung  zwei  besondere  durch  vollständig  verschiedene  Eigen- 
haften ausgezeichnete  Curven,  wie  zuerst  Salmon,  Cambr. 
nirn.,  5,  1850  und  dann  Steiner,  Flächen  5*®^  Grades,  Grelle, 
3,  1856   nachgewiesen  hat. 

Das  Problem,  von  dem  die  Eede  ist,  lässt  sich  präcis  auf 
ie  folgende  Weise  aussprechen: 

Die  V  er  schieden  cn  Familien  von  Curven  derselben  Ordnung  d 
nrt  aufzuzählen,  zu  definiren  und  voneinander  zu  unterscheiden, 
>'  niemals  eine  Familie  der  specielle  Fall   einer  anderen  all- 
itteineren  sein  Jcann. 

Bei  diesen  Untersuchungen  kommen  nur  Curven  ohne  sin- 
Liläre  Punkte  in  Betracht  (vergl.  §  4),  indem  als  Postulat  an- 
enommen  wird,  dass  jede  Curve  mit  singulären  Punkten  der 
pecielle  Fall  einer  Curve  derselben  Ordnung  ohne  singulare 
'unkte  sei.     Siehe  Halphen,  an  dem  unten  citirten  Ort. 

Mit  diesem  Problem  beschäftigten  sich  besonders  Halphen 

nd  Noether  in  zwei  Abhandlungen,    welche   von  der  Berliner 

Lkademie    1882    den    Steiner'schen    Preis    erhielten,    Halphen, 

im.  de  VEcole  polijt.,  Hft.  52,   1882;    Noether,  Berlin.  Äh- 

indl.,    1883;    Grelle,    93.     Auf    sie   folgten    Andere,    darunter 

alentiner.  Acta  math.,   2;  Noether,  ib.,  8;  etc. 

Diese  Untersuchungen  haben  noch  nicht  dazu  geführt,  das 
Voblem  in  seiner  vollen  Allgemeinheit  aufzulösen;  bisher  ist 
lies  nur  in  speciellen  Fällen  gelungen. 

Geht  man  davon  aus,  dass  die  Ordnung  d  allein  nicht  genügt, 
lue  Raumcurve  zu  charakterisiren ,  so  wird  man  wohl  daran 
lenken,  andere  Zahlen  einzuführen,  die  man  Ghar akter istiken 
lennen  könnte ,  und  die .  in  Verbindung  mit  der  Ordnung  die 
Jurve  von  den  übrigen  unterscheiden  würden.  Wenn  man  nun 
'.imächst  die  beiden  Arten  von  Kaumcurven  4*®^  Ordnung  im 
^uge  hat,  so  bietet  sich  der  Gedanke,  in  Verbindung  mit  der 
3rdnung,  die  Anzahl  h  der  scheinbaren  Doppelpunkte  zu  be- 
orachten,  d.  h.  die  Anzahl  der  Sehnen,  die  sich  von  einem  be- 
liehigen  Punkt  des  Raums  durch  die  Curve  ziehen  lassen. 
_Jfc  Man  findet  aber,  dass  für  die  Ordnung  9  zwei  verschiedene 
^tven  existiren,  für  welche  die  Anzahl  dieser  Doppelpunkte  die- 
selbe ist,  nämlich  Ji  =  18.  Die  beiden  Curven  lassen  sich  jedoch 
durch  eine  andere  Zahl  unterscheiden,  die  Halphen  mit  dem 
Buchstaben  n  bezeichnete,  und  welche  die  geringste  Ordnung  der 
Kegel  angibt,  welche  alle  h  Sehnen  enthalten,  die  von  einem  be- 
liebigen Funkt  des  Raums  an  die  Gurve  gezogen  werden  können; 
für  die  eine  ist  n  =  4:,  für  die  andere  n  =  6.     Halphen    selbst 
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jedoch  bemerkte,  dass  zwei  verschiedene  Curven  15**^^  Ordnun 
existiren,   für  welche  /^=  63,  w  =  9   ist. 

Cayley,  Coli.  MatJi.  Pap.,  5,  p.  613,  sowie  Cr  eile,  111  macht 
darauf  aufmerksam,  dass  in  gewissen  Fällen,  in  welchen  H  alpha 
eine  Curve  gefunden  hatte,  eine  solche  in  Wirklichkeit  nur  fö 
specielle  Configurationen  der  h  Knotenlinien  existiren  kann;  wie  e 
z.  B.  fand,  reicht  es  für  die  Existenz  der  Curven  9*^^  Ordnung 
für  welche  h  ==  IQ  und  n  =  4  ist,  nicht  hin,  dass  die  1 
Knotenlinien  auf  einem  Kegel  4*®^  Ordnung  liegen;  sie  müsse 
gleichzeitig  auf  zwei  solchen  Kegeln  liegen.  Die  drei  Zahle 
d,  h,  n  genügen  daher  im  Allgemeinen  nicht,  die  Curve  z 
individualisiren ,  es  müssen  ausserdem  noch  die  Bedingunge 
untersucht  werden,  unter  welchen  die  Curve,  welche  die,' 
charakteristischen  Zahlen  besitzt,  wirklich  existirt. 

Wir  wollen  nun  die  Hauptsätze  angeben,  zu  denen  Halphe 
und  Andere  gekommen  sind. 

Die  Curven  von  der  Ordnung  d  mit  h  scheinbaren  Doppe 
punMen  bilden  eine  einzige  Familie,  wenn  h  zwischen 

Der  grösste  Werth  von  h  ist -^ ,  wnd  der  kleins 

ist  die  grösste  ganze  Zahl  in  \{d —  l)^  enthaltene  Zahl. 

Man  kann  jedoch  die  Zahl  h  zuischen  diesen  Grenzen  nie. 
icillkürlich    wählen,    weil   für    ein   gegebenes   d  die  Beihe  der 
Lücken  aufweist;  von  der  grössten  in 

(d  —  1)  {d  —  2) 
3 

enthaltenen  ganzen  Zahl  an  sind  dagegen  Lücken  nicht  mel 
vorhanden. 

Die  Curven  d^^^  Ordnung,  für  welcJie  h  kleiner  als  die  gross 

in enthaltene  ganze  Zahl  ist,  liegen  auf  Fläch» 

2^^^  Ordnung;  ist  h  grösser  als  diese  Zahl,  so  befinden  sich  die  a 
sprechenden  Curven  auf  einer  Fläche  3^^^  Ordnung,  ist  h  gross 

als  3  -^ — - — ,  auf  einer  Fläche  4^^^  Ordnung  etc. 

Jede  Curve  d^^^  Ordnung,  für  tvelche  die  Zahl  n  (siehe  obe 
kleiner  als  ^(d  —  3)  ist,  liegt  auf  einer  Fläche  2'^^^  Ordnung. 

Jede  Curve  von  der  Ordnung  d,  welche  nicht  auf  ein 
Fläche  ^*®^  Ordnung  gelegen  ist  und  für  welche  n  <  f  (c?  —  4)  i 
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//  auf  einer  Fläche  3^^^  Ord^iung;   ist  n  <C  j^(d — 5),   so    he- 

det    sich    die    Curve    auf   einer   Fläche   4^^^  Ordnung,    tvenn 

nicht   schon    auf  Flächen   ^^^^  oder  5*^^  Ordnung    liegt;    ist 

<  ^  (f/ —  6)  und  ist  die  Curve  nicht  auf  einer  Fläche  niedrigerer 

rdnung  gelegen,  so  liegt  sie  auf  einer  solchen  5*^^  Ordnung. 

Die  folgenden  Tabellen  geben  für  jede  Ordnung  d  die  An- 
ihl  der  existirenden  Curvenfamilien  an;  wir  folgen  dabei  der 
tirten  Abhandlung  Halphen's,  beschränken  uns  jedoch  auf  die 
rsten  Fälle,  um  so  mehr,  weil  die  Eesultate  Halphen's  nicht 
"Uständicr  sicher  sind:  bei  der  neunten  Ordnung  muss  z.  B.  die 

O  7  O 

lalp he  nasche  Tabelle  in  der  Art  corrigirt  werden,  wie  Cayley, 
nll.  Math.  Papers.,  5,  p.  616  angegeben  hat;  über  die  Definition 
on  Geschlecht  siehe  §  4. 

1)  Nicht  degener irte  gewundene  Curven  2^^^  Ordnung  gibt 
mcht; 

2)  Ordnung  6?  =  3;   es  existirt  eine   einzige  Familie  ge- 
lener  Curven  3^^^  Ordnung;  die  Anzahl  der  scheinbaren  Dojjpel- 

ymkte  ist  h  =  1;  das  G-escMecht  p  ==  0; 

3)  Ordnung  d  =  4:;  es  gibt  zwei  Familien  geivundener 
Jurven  4^^^  Ordnung;  sie  unterscheiden  sich  durch  die  Anzahl  der 
ichdnharen  Doppelpunkte,  die  2  bez.  3  beträgt;  ihr  Geschlecht  ist 
1  bez.  0; 

4)  Ordnung  d  =  5;  es  existiren  drei  Familien  gewundener 
"  n'ven  5*"  Ordnung. 

In  der  nachstehenden  Tabelle  sind  die  entsprechenden  Werthe 
von  h  und  n,  die  kleinsten  Ordnungen  der  Flächen,  aus  deren 
Schnitten  diese  Curven  sich  ergeben,  die  aus  den  Schnitten  dieser 
Flächen  resultirenden  E^-gänzungscurven  und  schliesslich  das  grösste 
Geschlecht  p  der  Curven  jeder  Familie  angegeben: 


d=  5 

h  = 

kleinste  Ordnungen 
^          der  Flächen  etc. 

Ergänzungscurven 

1 
P  =  \ 

4 

2 

2  und  3 

eine  Gerade 

1 
2 

5 

2 

3  und  3 

eine  gewundene  Curve 

4ter  Ordnung  mit  3 

scheinbaren  Doppelpunkten 

1    1 

1 

6 

3 

3  und  3 

zwei  Kegelschnitte 

0   1 

Alle  diese  Curven   tverden  durch  20  Bedingungen  bestimmt. 

Salmon  unterscheidet  in  seiner  Geometrie  des  Raumes,  Thl.  2 

vier  Familien   von  Curven  5*®'*  Ordnung;    die  4*®  ist  jedoch    als 
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specieller   Fall    der  a*^""   anzusehen;    siehe  Ralphen,   Ec.  polyi 
52,  p.  12,  Anm. 

5)  Ordnung  d  =  6.  Es  gibt  fünf  Familien  von  geumt 
denen  Curven  6^^""  Ordnung.  Die  Anmlil  der  Constanten  allt 
dieser  Curven  beträgt  24,  d.  Jl  jede  von  ihnen  wird  durch  2 
Bedingungen  bestimmt. 

Die  entsprechende  Tabelle  lautet: 


1 
d  =  & 

Ä  = 

n  = 

kleinste  Ordnungen 
der  Flächen  etc. 

Ergänzungscurven 

P  = 

6 

2 

2  und  3 

0 

4 

7 

3 

3  und  3 

gewundene  Curve 
3*«'-  Ordnung 

3 

8 

3 

3  und  3 

eine  Gerade  und 
ein  Kegelschnitt 

2 

9 

3 

3  und  3 

3  Gerade 

1 

10 

4 

3  und  4 

eine  zweite  Curve 
ßter  Ordnung  von 
derselben  Familie 

0 

6)  Ordnung  d  =  1.  Es  gibt  sieben  Familien  geivundem 
Curven  7*®^  Ordnung.  Die  Anzahl  der  Constanten  einer  je^ 
beträgt  28.  |f 


\d=7 

h  = 

n  = 

kleinste  Ordnungen 
der  Flächen  etc. 

Ergänzungscurven 

P  = 

9 

3 

2  und  4 

eine  Gerade 

6 

10 

3 

3  und  3 

ein  Kegelschnitt 

5 

11 

4 

3  und  3 

zwei  Gerade 

4 

12 

13 
14 
15 

4 

ll 

3  und  4 

eine  gewundene  Curve 

6*^"^  Ordnung  mit  6 

scheinbaren  Doppelpunkten 

.'i 

4  und  4 

1  eine  gewundene  Curve 
1         neunter  Ordnung 

2 

1 
0 

In  allen  diesen  Fällen  genügt,   wie  man  sieht,  die  Zahl 
zur  Charakterisirung  der  Curve;  erst   von  der   neunten  Ordnui 
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11  reicht  die  Zahl  //,  wie  wii'  bereits  gesagt  haben,  zu  diesem 
weck  nicht  mehi'  aus. 

Dementsprechend  gilt  für  die  Ordnung  d  =  d  auch  die 
ndere  Eigenschaft,  dass  es  zwei  Familien  von  Curven  gibt, 
eiche  dasselbe  grösste  Geschlecht  p,  nämlich  p  =  10,  haben, 
nd  als  verschieden  voneinander  anzusehen  sind. 

Ueber  die  Einzelheiten  speciell  in  Bezug  auf  die  vielfachen 
anten  bei  den  verschiedenen  oben  aufgezählten  Familien  von 
urven  verweisen  wir  auf  Noether,  an  den  angegebenen  Stellen, 
.  B.  Crelle,  93,  p.  310. 

Zum  Schluss  dieses  Paragraphen  wollen  wir  noch  hinzu- 
ügen,  dass  einige  Autoren  auch  daran  gedacht  haben,  die  ge- 
vTindenen  Curven  nach  der  Beschaffenheit  der  ihnen  entsprechen- 
len  abwickelbaren  Flächen  zu  classificiren.  Damit  beschäftigten 
iich  Chasles,  Compt.  Bend.,  54  und  Schwarz,  Crelle,  64,  p.  1. 

5   4.    Singulare    Punkte    der    Flächen    und    Raumcurven. 
Qire   charakteristischen   Zahlen.     Vielfache   Secanten   der 
Raumcurven.     Das  Geschlecht.    Die  Cayley'schen  Formeln. 
Berührungen  von  Flächen. 

Wenn  ein  Punkt  einer  Fläche  derart  ist,  dass  jede  durch 
ihn  gehende  Gerade  daselbst  die  Fläche  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  trifft,  so  heisst  er  ein  DoppelpunM  der  Fläche. 

Es  gibt  unendlich  viele  Gerade,  die  durch  den  DoppelpunM 
P  gehen,  und  in  ihm  eine  dreipunMige  Berülirung  (drei  unend- 
liche nahe  SchnittpunJcte)  mit  der  Fläche  hahen.  Der  Ort  dieser 
Geraden  ist  ein  Kegel  2^^^  Ordnung  von  der  Beschaffenheit,  dass 
jede  Berührungsebene  an  ihn  die  Fläche  in  einer  Curve  schneidet, 
die  in  P  eine  Spitze  hat. 

Dieser  Kegel  kann  in  zwei  verschiedene  oder  in  zwei  zu- 
sammenfallende Ebenen  zerfallen;  man  erhält  so  drei  Arten 
von  Doppelpunkten:  conische,  hiplanare  und  uniplanare  Pmikte. 

Der  honische  PunJd  führt  auch  den  Namen  Knotenpunkt. 
der  uniplanare  oder  Cuspidalpunkt  wurde  von  Cayley  Pinchpoint, 
von  den  Franzosen  auch  pinces-point  genannt. 

Wenn  F  =  0  in  homogenen  Coordinaten  die  Gleichung  der 
Fläche  ist,  so  besteht  die  Bedingung,  damit  die  Fläche  einen 
Doppelpunkt  habe,  darin,  dass  ihre  Discriminante,  d.  h.  das 
Besidtat  der  FRimination  der  x  aus  den  vier  Gleichungen 

|Z  =  o,  f^-  =  o,  1^  =  0,  1^  =  0 
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gleich  Null  sei,  und  soll  ein  Punkt  (x)  ein  doppelter  sein,  f 
müssen  seine  Coordinaten  gleichzeitig  diesen  vier  Gleichung t 
genügen. 

Es  giht  im  Allgemeinen  sechs  Erzeugende  des  eben  erwähnü 
Tang entialkeg eis,   ic eiche   die   Fläche  vierpunktig   berühren,   d. 
sie  in  vier  unendlich  nahen  Schnittpunkten  treffen. 

Ein  konischer  Punkt  vermindert  im  Allgemeinen  die  Clas; 
der  Fläche  um  zwei  Einheiten  und  wird  deshalb  mit  C^  h 
zeichnet.  Von  biplanaren  und  uniplanaren  Punkten  gibt  es  ve 
schiedene  Arten;  zu  ihrer  Bezeichnung  dienen  die  Symbole  j 
oder  Uj,  je  nachdem  sie  die  Classe  der  Fläche  um  i  oder 
Einheiten  erniedrigen. 

Diese  singulären  Punkte  wurden  für  die  cubischen  Fläch 
von  Schläfli,  Phil.  Trans.,  1863;  Cayley,  ib.,  1869;  Rodei 
berg,  Math.  Ann.,  14,  p.  46  studirt.  Siehe  weiter  unten  Kap.  1 
§  1.  Ausschliesslich  der  Theorie  der  biplanaren  und  uniplanart 
Punkte  für  eine  beliebige  Fläche  ist  die  Arbeit  von  Eoh: 
Math.  Ann.,  22,  p.  124  gewidmet. 

Ein  Punkt  einer  Fläche,  welcher  derart  ist,  dass  jede  dur( 
ihn  gehende  Gerade  die  Fläche  daselbst  in  r  zusammenfallende 
Punkten  trifft,  heisst  ein  r-facher  Punkt  der  Fläche.  Auch  hif 
wie  in  dem  vorigen  Fall,  lässt  sich  ein  Kegel  /'*®^  Ordnung  co 
siruiren,  von  welchem  jede  Erzeugende  in  diesem  Punkt  r  -f- 
Punkte  mit  der  Fläche  gemeinschaftlich  hat  (Osculationskegel) ;  a 
diesem  Kegel  gibt  es  dann  im  Allgemeinen  r(r  -\-  l)  Erzeugern 
welche  r  -\-  2  Punkte  mit  der  Fläche  gemeinsam  haben. 

Eine  Fläche  w*®^  Ordnu/ng  mit   einem  n- fachen  Punkt  0 
nothtvendiger  Weise  ein  Kegel  mit  der  Spitze  in  0. 

Eine  Fläche  kann  mehrfache  oder  singulare  Linien  habe 
d.  h.  Linien,  deren  sämmtliche  Punkte  mehrfach  sind.  Dur' 
eine  r-fache  Linie  gehen  r  Schalen  der  Fläche. 

Die  Punkte  einer  r- fachen  Linie  sind  r- fache  Punkte,  / 
welche  der  oben  besprochene  Tangentenkegel  in  r  Ebenen  zerfäl 

Für  r  =  2  erhält  man,  wenn  die  beiden  Tangenteneben 
zusammenfallen,  die  Cuspidalcurve  der  Fläche,  deren  Punt 
sämmtlich  uniplanar  sind. 


Wie  für  die  ebenen  Curven,  so  lässt  sich  auch  für  t 
Flächen  eine  Zahl  definiren,  die  Geschlecht  heisst,  und  im  A 
gemeinen,  wenn  die  Fläche  keine  anderen  singulären  Linien  v 
höherer  Ordnung   hat,   von   der  Anzahl    ihrer   Doppellinien   u: 
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spidallinien   abhängt;    dabei    besitzt    die   Fläche    jedoch    statt 

'S  einzigen  Geschlechts  mehrere  Geschlechter. 

Eine  so  beschaffene  Zahl  wurde  von  C  leb  seh,  Compt.  Bend.y 
7,  1868  eingeführt  und  wird  für  die  Flächen  n^^^  Ordnung  als 
le  Anzahl  der  Coefficienten  definirt,  welche  in  der  Gleichung 
mer  Fläche  (fi  —  4)*®^  Ordnung,  die  durch  die  Doppel-  und 
" uspidallinien  der  gegebenen  Fläche  geht,  noch  unbestimmt 
^leiben.  Diese  Zahl  heisst  geometrisches  oder  erstes  Geschleclit 
lud  wird  mit  p    bezeichnet. 

Hat  die  Fläche  keine  Doppel-  und  CuspidaUinien ,  so  ist 
lir  geometrisches  Geschlecht: 

^  (n  -  1)  {n  -  2)  (»ir  -  3) 

Bie   Zahl  p     hleiht    hei  jeder    hirationalen   Transformation 

(fiverändert.    Der  Satz  wurde  von  Clebsch,  Compt.  Bend.,  1868 

f  nitgetheilt  und  von  Noether,  Math.  Ann.,  2  und  Zeuthen,  ib., 

4  bewiesen.    Neben  diesem  Geschlecht  untersuchte  Noether,  ib., 

>^  zwei  andere  Zahlen  von  analoger  Eigenschaft. 

Wenn  die  Fläche  eine  Doppelcurve  von  der  Ordnung 
'/  (^  0)  und  dem  Geschlecht  it  hat  und  eine  gewisse  endliche 
Zahl  t  (^  O)  von  Punkten  besitzt,  welche  für  die  Fläche  und 
die  Curve  dreifach  sind,  so  heisst  die  Zahl 


Pn  = 


^"-^^^"-^^^"-^^-(.-4)^  +  2^  +  ^-1 


merisches  Geschlecht.     Cayley,  Math.  Ann.,  3.     Es  ist  immer 
■^Pn-     Wenn  Pg  =  p^  ist,  so  pflegt   man  die  Fläche  regulär 
All  nennen. 

Für  rationale  (auf  eine  Ebene  eindeutig  dbbildbare)  Flächen 
ergl.  §   7)  ist  p^^=p^  =  0. 

Zum  Geschlecht  der  Regelflächen  wird  das  Geschlecht  p 
ihrer  ebenen  Schnitte  genommen,  da  diese  offenbar  sämmtUch 
''^nsselhe  Geschlecht  haben.     Für  die  Regelflächen  ist 

—  Pg  =  ^,  Pn  =  —P- 

üeber  einen  anderen  CharaJcter  der  Flächen  siehe  Segre, 
Atti  Torino,  1896  und  über  weitere  Untersuchungen  bez.  der 
verschiedenen  Geschlechter  der  Flächen  Castelnuovo-Enriques, 
Math.  Ann.,  48,  sowie  das  ausgezeichnete  Buch  von  Picard 
und  Simart,  Theorie  des  fonctions  algehriques  de  deux  variables 
independantes,  Paris  1897. 


224    Kapitel  IX.    Die  algebraischen  Flächen  und  Raumcurven. 

Die  allgemeine  Fläche  von  der  Ordnimg  ?i  >  3  besitzt  keirt 
Gerade. 

Wenn  eine  Fläche  n^^^  Ordnung  eine  (n  —  2)-fache  Cure 
enthält,  so  besitzt  sie.  Gerade,  ist  die  vielfache  Curve  eine  Geradi 
so  enthält  die  Fläche  ausser  ihr  noch  2(ßn  —  4)  andere  Geradt 

Ueber  eine  solche  Fläche  siehe  Noether,  Math.Änn.S,-p.nt 

Eine  Fläche  n^^'  Ordnung  kann  nicht  mehr  als  n(^lln  —  24 
Gerade  haben. 

Durch  eine  Gerade  einer  Fläche  n^^^  Ordnung  gehen  imme 
(n  -{-  2)  (n  —  2y  Ebenen,  tvelche  die  Fläche  noch  in  einet 
anderen  Punkt  ausserhalb  der  Geraden  berühren. 

Wenn  n  die  Ordnung  einer  Begel fläche  ist,  so  liegt  die  Uro 
nung  ihrer  Doppelcurve  (vergl.  §  l)  zuischen  (n  —  2)  un 
i(n~l)(n  —  2).     Cayley. 

Untersuchungen  über  die  Relationen,  welche  zwischen  de 
charakteristischen  Zahlen  und  den  Singularitäten  der  Fläche 
bestehen,  wurden  von  Salmon,  Cayley,  Zeuthen  angestelll 
siehe  Salmon-Fiedler,   Geom.  d.  Baum.,  2,  p.  671. 


Wenn  ein  Punkt  einer  Raumcurve  derart  ist,  dass  jed 
durch  ihn  gehende  Ebene  die  Curve  daselbst  in  zwei  zusammer 
fallenden  Punkten  trifft,  so  heisst  er  ein  Doppelpunkt  der  Curv* 
Es  existiren  im  Allgemeinen  in  dem  Doppelpunkt  zwei  Tangente 
imd  zwei  Osculationsebenen  an  die  Curve.  Fallen  die  beide 
Tangenten  zusammen,  so  erhält  man  eine  Spitze  oder  eine 
stationären  Punkt  der  Curve.  In  einem  stationären  Punkt  falle 
auch  die  beiden  Osculationsebenen  der  Curve  zusammen. 

Wenn  ztvei  Flächen  sich  in  einem  Punkt  P  berühren  (ein 
gemeinschaftliche  Berührungsebene  in  P  besitzen),  so  hat  ih 
Schnittcurve  in  P  einen  Doppelpunkt. 

Ist  dieser  Punkt  speciell  eine  Spitze,  so  sagt  man,  'l 
beiden  Flächen  haben  in  P  eine  stationäre  Berührung. 

Wenn  die  Schnittcurve  der  beiden  Flächen  in  P  einen  dre 
fachen  Punkt  hat,  so  sagt  man,  sie  osculiren  sich  in  P.  Ah 
dann  schneidet  jede  Ebene  durch  P  die  beiden  Flächen  in  Linie) 
die  einander  osculiren. 

Ist  ein  zwei  Flächen  gemeinschaftlicher  Punkt  für  die  ei^' 
ein  r^-f acher  und  für  die  andere  ein  r 2- fach  er,  so  ist  er  für 
Schnittcurve  ein  vielfacher  von  der  Ordnung  r^^g/  ist  r^  =  r2  = 
und  haben  die  beiden  Flächen  in   diesem  Punkt  denselben   Osch 
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''onslcegel,    so    ist   der  FunM   für    den  Schnitt    ein    r(r  -\-  1)- 
iier. 

Wenn  zwei  Flächen  von  den  Ordnungen  n^,  n^  längs  ei/ner 
trve  n^^  Ordnung  eine  Berührung  Qc  —  1)*®'  Ordnung  haben, 
schneiden  sie  sich  in   einer   zweiten  Curve  von  der  Ordnung 
1K2  —  lin. 

Die  grösste  Anzahl  von  Funkten,   in  welchen  zwei  Flächen 
den  Ordnungen  n^,  n^  sich  herühren   können,   beträgt,    tvenn 
r  Schnitt  der  beiden  Flächen  nicht  degenerirt, 

\n^n^{n^  +  >?2  —  4)  +  1. 

Venn   der   Schnitt    der    beiden  Flächen   dagegen    degenerirt,    so 
%nn  die  Anzahl  der  Berührungspunkte  grösser  sein,  so  kommen 
B.  zwei  Flächen  2^^^  Ordnung  4  Berührungspunkte  haben. 

Für  die  ge\Y:undeneii  Curven  und  die  entsprechenden  Os- 
ulationsdeveloppabelen  sind  die  folgenden  Formeln,  die  so- 
enannten  Cayley 'sehen,  Journ.  de  Liouville,  10,  1845  =  Co?/. 
lath.  Pap.,  1,  p.  207,  von  Bedeutung,  welche  die  verschiedenen 
harakteristischen  Zahlen  der  Curve  miteinander  verbinden  und 
en  Pliick er' sehen  Formeln  analog  sind  (siehe  Kap.  5,  §  l), 
lit  deren  Hülfe  sie  sich  zum  Theil  ermitteln  lassen. 

(Man  vergleiche  in  §  1  die  Definitionen  in  Bezug  auf 
as  aus  der  Kaumcurve,  der  Osculationsdeveloppabelen ,  der 
Jiotencurve  und  der  Bitangentialdeveloppabelen  bestehende 
System.) 

Es  sei: 
n  die  Ordnung  der  Kaumcurve, 
r  die  Classe  der  Kaumcurve  oder  ihr  Rang, 
h  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte   der  Curve  d.  h. 

die  Anzahl  der  Geraden,  welche  man  von  einem  beliebigen 

Punkt    aus   so    ziehen   kann,    dass    sie   die    Curve    zweimal 

treffen, 
y  die  Zahl  der  Ebenen,  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  des 

•   Raumes  gehen,  und  die  Curve  in  zwei  verschiedenen  Punkten 
berühren  (Bitangentialebenen) ,  d.  h.  die  Classe    der  Bitan- 
gentialdeveloppabelen, 
/3  die  Anzahl  der  Spitzen  (stationären  Punkte), 
i?die  Anzahl  der  Doppelpunkte, 

V  die  Anzahl  der  Inflexionstangenten  (stationären  oder  Wende- 
tangenten) der  Curve  (Tangenten,  welche  mit  der  Curve 
drei  unendlich  nahe  Punkte  gemeinschaftlich  haben). 

Pascal,  Eepertorium.  II.  15 
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Es  sei  ferner: 

m  die  Classe  der  Osculationsdeveloppabelen  an  die  Curve, 
•     r   ihre  Ordnung  oder  ihr  Rang, 

g  die  Anzahl  der  Geraden  einer  durchaus  beliebigen  Eben« 
welche  so  beschaffen  sind,  dass  durch  jede  von  ihnen  zw* 
Berührungsebenen  an  die  Developpabele  gehen,  oder  di 
Classe  der  Congruenz  der  Schnittgeraden  der  Osculation; 
ebenen  der  Cuirve,  siehe  Kap.  14, 

X  die  Anzahl  der  in  einer  beliebigen  Ebene  gelegenen  Punkt 
durch  deren  jeden  zwei  verschiedene  Erzeugende  der  Di 
veloppabelen  gehen,   oder  die  Ordnung   der  Knotencurve, 

cc  die  Anzahl  der  stationären  Ebenen  (Ebenen,  welche  d 
Developpabele  längs  zweier  unendlich  naher  Erzeugende 
berühren,  oder  Ebenen,  welche  mit  der  Curve  vier  unendlic 
nahe  Punkte  gemeinschaftlich  haben), 

6r  die  Anzahl  der  Doppeltangentialebenen  "(in  zwei  Punkte 
berührenden  Ebenen)   an  die  Developpabele, 

V  die  Anzahl  der  Erzeugenden,  durch  deren  jede  drei  cons 
cutive  Tangentenebenen  gehen  (Inflexionserzeugende), 

CO  die  Anzahl  der  Doppelerzeugenden  der  Developpabelen. 

Es  gelten  dann  die  folgenden  (Cayley' sehen)  Belaüonen: 

m  =  r{r  —  l)  —  2{x  -\-  a)  —  3(f?  -f-  v), 
n  =  r{r  —  l)  —  2(jf  -\-  (o)  —  3 (m  -)-  v), 
r  =  m(m  —  l)  —  2(g  -\-  G)  —  3 a  = 

=  n{n  —  1)  —  2{h  -}-  H)  —  3ß, 
a  =  3r(r  —  2)  —  6(^  +  co)  —  8(/^  +  v), 
ß  =  3r{r  —  2)  —  6(2/  +  «)  —  8(m  +  v), 
n   -\-v  =  3m(m  —  2)  —  ß(g  +  G)  —  Sa, 
m  +  V  =  3/^(l^  —  2)  —  6(/?  -\-  H)  —  Sß, 

welchen  sechs  unabhängige  Beziehungen  entsprechen. 

Geschlecht  einer  Raumcurve  oder  ihrer  Osculationsdevelopf 
belen  heisst  die  durch  die    folgenden  Formeln  definirte  Zahl: 

P  =  i(*^  —l)(n—2)  —  (h  +  H+  ß), 
=  ^(r—l){r  —  2)—(g  +  co  +  m  +  v), 
=  i(m—  1)  (m  —  2)  —  (g  +  G  +  a), 
=  iir  —l)(r  —  2)—{x  +  co  +  n  +  v). 


9t 
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Führt  man  jetzt  noch  die  Charakteristiken  ein: 
k  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  der  Knotencurve, 
;i   die  Anzahl  der  berührenden  Geraden,  welche  die  gegebene 

Ciirve  noch  anderswo   schneiden, 
r    die  Anzahl   der   dreifachen   Punkte    der    Knotencurve    oder 
der  dreifachen  Punkte  der  Developpabelen  oder  die  Anzahl 
der  Punkte,  in  denen  sich  drei  (nicht  unendlich  nahe)  Tan- 
genten an  die  gegebene  Curve  schneiden, 
k'  die  Anzahl  der  Osculationsebenen,  welche  die  gegebene  Curve 

noch  anderswo  berühren, 
t'  die  Anzahl  der  dreifachen  Tangentialebenen  der  gegebenen 
Curve, 

der  Rang  oder  die  Classe  der  Knotencurve, 
'  das  Geschlecht  derselben. 


ergehen  sich  ferner  die  Beziehungen: 

tn{r  +  4)  —  6(r  +  ß)  —  4(co  -{-  H)  —  2v, 


^[{x  —  m  —  3n—  3t'  —  2co)  (r  —  2)  +  8m  +  20«;  + 

+  lOß  +  18ca], 
m{r  +  4)  —  6(r  +  a)  —  4(a)  +  G)  —  2v, 

'  =  \  [{y  —  n  —  3m  —  3«;  —  2«)  (r  —  2)  +  8w  +  20t;  +' 

4-  10a  +  18w]/ 
n=  rm  +  6r  —  3w  —  9m  —  3v  —  2G, 
/.  =  i[r*  _  6r^  +  llr^  +  &Qr  — 
—  2r(r— 5)(m  +  3>^^-3^;  +  2a))4-(m+3w+3y  +  2cö)2— 
58m  —  126«  —  126«;  —  76«  —  24.H], 

p\r  —  14)  =  ^{r  —  5)  (r  ~  6)  —  (o)  +  G^  +  H). 


Diese  Formeln  wurden  untersucht  von:  Salmon,  Trans. 
Irish  Acad.,  23,  1857;  Cayley,  Quart  Journ.,  11  =  Coli. 
Math.  Pap.,  8,  p.  72;  Cremona,  Deutsche  lieber s.  der  Freliminari, 
Kap.  2  und  Thl.  2,  Kap.  4;  Zeuthen,  Ann.  di  mat,  3.  Sie 
werden  auch  von  Salmon-Fiedler,  Geoni.  d.  Raumi.,  2,  p.  660 
u.  ff.,    3*®  Aufl.  angegeben. 

Da  die  verschiedenen  Autoren  sich  verschiedener  Symbole 
''ur  Bezeichnung  der  Charakteristiken  bedienen,  so  wollen 
^\ir  zur  Bequemlichkeit  des  Lesers  nachstehend  eine  Tabelle 
dieser  zur  Anwendung  gekommenen  Bezeichnungen  zusammen- 
stellen. 
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Der  Raumcurve  von  der  Ordnung  n-^n^,  welcJie  der  vo 
ständige  Schnitt  von  zwei  FläcJien  n^^^  und  n^^^  Ordnung  i 
die  sich  in  6  Punkten  einfach  berühren  und  %  stationäre  Berühnmn 
haben,  entsprechen  die  folgenden  Charakteristiken: 


4)  -  (^"  +  %  -  1), 
3)  —  6S  —  8x, 


p  ==  ^n^n^{n^  +  n^ 

m  =  2>n^n^{n^  -f~  '^h 

r   =  n^n^(n^  +  ^2  —  2)  —  2^  —  3%, 

h    =:^nl^2(';^l  —  1)(>?2  — 1), 

g   =  ^jn^n^ifij^  -j-  n2  —  3)  [9%*?2(%  +  ^?2  —  ^)  — 

y   =  \n^n^{n^  _[_  ^^  _  2)  [n^n^in^  +  n^  —  2)  — 

-2(2^  +  3x)-10]  +  4^,>^2  +  i(2^  +  3z)'  +  10(J  + 


2^ 


X   =  ^n^n^^n^  + 


2)  K'WgC^^  +  '^h  —  2) 


-  2(2(^  +  3x)  -  4]  +  ^{28  +  ^xf  +  4(5  +  y^^, 


*)  Diese  Formel  ist  in  dem  Cremo  na 'sehen  Werk  fehlerh 
angegeben,  und  der  Fehler  wird  von  allen  späteren  Autoren  wied« 
holt.  Herr  Prof.  Pittarelli  an  der  Universität  zu  fiom  war  so  liebe] 
würdig,  die  Berichtigung  Herrn  Prof.  Pascal  mitzutheilen. 
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i  =  2n^^^{;dn^  -f  ?>n^  —  10)  —  3(4(^  +  5;^), 

'  =0, 
=  0, 

0    =   0. 

Wenn  sich  zivei  Flächen  von  den  Ordnungen  n^,  n^  in  zwei 

Ergänzungs-)  Curven  von  den  Ordnungen  n,  n    und  den  Classen 

r,  r   schneiden,   u-elche  hez.  h,  6;  U,  6'  scheinbare  und  wirkliche 

DoppelpunMe  und  %,  %    Spitzen  haben,   umd  wenn  k  die  Anzahl 

ihrer  scheinbaren  Schnitte,  d.  h.  die  Anzahl  der  Geraden,  tvelche 

•II  einem  Funkt  des  Baums  so  gezogen  iverden  können,  dass  sie 

beide  Ourven  schneiden,  und  i  die  Anzahl  der  tvirklichen  Schnitte 

bezeichnen,  so  bestehen  die  Belationen: 

I,  +  U  -\-k  =  \{n  +  n)  (n^  —  l)  {n^  —  1), 
r-r={n  —  n){n^n^  —  l)  —  ^{h—h')  —  2(ö—ö')  —  ^^{x—l), 
{n^  +  n,  —  2)n  =  r  +  i  +  2ö  +  Sx' 
+  n,  —  2)n  =/  +  i  +  26'  +  3x', 

raus  auch  folgt; 

w(wi  —  1)  (^2  —  1)  =  2/i  +  k, 
n(n^  —  1)  (^2  —  1)  =  2/i'  +  k. 


Für  eine  auf  einem  Hyperboloid  beschriebene  Raumcurve, 
welche  in  a^  bez.  «g  Punkten  jede  Erzeugende  des  l*®""  bez.  2*®^ 
System  des  Hyperboloids  trifft,  ö  Doppelpunkte  und  ^  Spitzen 
besitzt,  gelten  die  folgenden  charakteristischen  Zahlen: 

>'   ==  2a^a^  —  2ö  —  3^, 

m  =  Ga,a,  —  S{a,  +  a^)  —  6Ö  —  8^, 

!l   =  i[6(a,a2  —  ^)  —  3(a,  +  ^2)  —  8;^]'  —  ^'^^1^2  + 
+  >'(«i  +  ^2)  +  2(ll^+14;c), 

=  \V2{a,a,  -6)-  ^xY  -  Hcc^a,  -6)  +  ^7, 
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Wenn  speciell  die  Baumcurve  der  vollständige  Schnitt  de. 
Hyperboloids  mit  einer  allgemeinen  FläcJie  ^^^^  Ordnung  ist,  s» 
genügt  es,  in  diesen  Formeln  a^  =  a^  =  }i  zu  setzen,  um  au 
ihnen  die  charakteristischen  Zahlen  für  diesen  neuen  Toll  z) 
erhalten. 

Eine  auf  einem  Hyperboloid  beschriebene  Baumcurve,  tvdch 
jede  Erzeugende  des  P^^  und  <2*®^  Systems  in  cc^  bez.  a^  PimJite, 
trifft,  kann  nicht  mehr  als 


«1  0^2  ^1  «2 


+  1 


Doppelpunkte  und  Spitzen  haben.  Setzt  man  «^  =  (Vg  =  jw ,  so  er 
gibt  sich  der  entsprechende  Satz  für  den  Fall,  in  welchem  di 
Curve  der  vollständige  Schnitt  des  Hyperboloids  mit  einer  Fläch 
fi**^^  Ordnung  ist. 

Die  vorstehenden  Theoreme  lassen  sich  mit  Hülfe  der  AI 
bildung   des  Hyperboloids    auf  eine  Ebene    ableiten.     Siehe  §  'J 


Es  seien  n  und  p  die  Ordnung  und  das  Geschlecht  (sieh 
oben)  einer  algebraischen  Regelfläche;  v  und  n  die  Ordnung  im 
das  Geschlecht  einer  auf  (Jer  Regelfläche  aufgezeichneten  alg( 
braischen  Curve,  welche  für  die  Fläche  einfach  sei;  k  die  Ai 
zahl  der  Schnittpunkte  der  Curve  mit  jeder  Erzeugenden  d( 
Regelfläche  und  S  die  Anzahl  ihrer  Doppelpunkte;  es  gilt  alsdan 
die  bemerkensiverthe  Relation: 

(k—l)v~7t  —  ö  =^^^~^K  —  k(p  —   1)  —   1. 

Für  den  Fall,  in  welchem  die  Regelfläche  ein  Kegel  is 
wurde  die  Formel  von  Sturm,  Math.  Ann.,  19,  p.  487  gefundei 
den  allgemeinen  Fall  findet  man  bei  Segre,  Lincei,  1887;  Mat 
Ann.,  34  behandelt. 


Mit  den  Formeln  dieses  Paragraphen  stehen  diejenigen  li 
die  Geraden  in  Zusammenhang,  die  eine  Raumcurve  in  mehr  a 
^wei  Punkten  treffen  (^die  vielfachen  Secanten),  oder  die  zwei  od 
mehr  Raumcurven  schneiden. 

Die  dreifachen  Secanten  einer  Raumcurve  n^^^  Ordnung  w 
h  scheinbaren  Doppelpunkten  bilden  eine  Regel  fläche  von  ä 
Ordnung 

(«-2)(/,-"("-py). 
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Diese   Fundanientalformel   findet   sich    zum   ersten   Mal   bei 

iithen,  Ami.  di  mat.,  (2),  3,  1870;  dann  bei  Picquet,  Bull. 

Ja  Soc.  math.,   1,  1872,  p.  268;   Schubert,   Kalkül  der  äb- 

ildenden  Geometrie,  Leipzig  1879,  §43;  Geiser,  Collect,  matlt . 

/  memoriam  Chel'mi,  Mediolani  1881  und  bei  Berzolari,  Rend. 

''dermo,  9,  1895. 

Die  Anzahl  der  vierfachen   Secanten   einer  Baumcurve  n^^^ 
h'dnung  mit  h  scheinbaren  Doppelpunkten  beträgt 

\h{h  —  4«  +  11)  —  i^ni^n  —  2)  («  —  3)  {n  —  13). 

Auch  diese  Formel  kommt  zuerst    bei  Zeuthen   vor,  1.  c, 
ann  bei  Picquet,  1.  c.  und  Compt.  Rend.,   11 .,  1873. 

Die  Anzahl  der   Geraden,   welche   eine  Curve  n^^^  Ordnung 

nith  scheinbaren  Doppelpunkten  dreimal  schneiden  und  eine  ztveite 

<rve  n^^^  Ordnung  treffen,   welche  n/iit  der  ersten' i  Punkte  ge- 

I' ischuftlich  hat,  ist: 
n{n  —  2)  [li  —  \n{n  —  l)]  —  i{h  —  n  -\-  2). 

Von  solchen  Geraden,  welche  eine  Cufven^^^  Ordnung  mit  h 
<cheinbaren  Doppelpunkten  i/n  zwei  Funkten  mzcl  eine  zweite  Ourve, 
»velcher  die  Charakieristiken  n  und  h'  zugehören,  und  die  mit 
ier  wsten  i  Funkte  gemeinschaftlich  hat,  ebenfalls  in  zwei  Funkten 
treffen,  sind  ...w 

"'  -\r.inn(n  —  l){n—l)  -^4{^n  -^'1:)-^«^— -.  1)4-4 i(i—l) 

yJmnden. 

Die  Anzahl  von  Geraden,  ivelche  eine  Curve  (n,h)  in  zicei 
Punkten  und  jede  von  zivei  anderen  Curven  n-^^^  bez.n'^^^  Ordnung, 
icdche  mit  der  ersten  t  bez.-  z'  und  u/nter  sich  j  Punkte  gemein- 
schaftlich haben,^  in  einem  Punkt  treffen,  beträgt: 

<['*  +  iK^  —  1)]  —  {n  —  1)  {in'  -^rri)  —  hj  +  iU:'. 


Die  Anzahl  der  Geraden,  die  vier  Curven  treffen,  tvelchc 
'un  den  Ordnungen  n^,  n^,  n^,  w^  u/nd  derart  sind,  dass  diejenigen 
n^  ^  und  n^^^  Ordnung  i^^  Punkte  gemeinschaftlich  haben,  beträgt 

4  4 

2n^n^n^n^  —  \2n  ni^^  -f-  ^i    i,, . 

norin  jeder  der  Indices  p,  q/r^s  einen  anderen   Werfh   als  die 
übrigen  hat. 

Bei  diesen  Formeln  wird  vorausgesetzt,  :dass  alle  den  Curven 
gemeinschaftlichen  Punkte  von  einander  verschieden  sind.     Man 
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findet  die  Formeln  bei  Picquet,  1.  c.  üeber  Correcturen  einige 
von  diesem  Autor  gefundenen  Resultate  siebe  Guccia,  Bern 
Palermo,   1. 

Mit  den  mehrfach  schneidenden  Bäumen  einer  algebraische 
Curve  beschäftigt  sich  eine  neuere  Arbeit  von  Tanturini,  Am 
di  mat,  (3),  4,  1900. 

§  5.    Polarflächen.     Oovariante  Frächen. 

Wir  wollen  hier  nicht  die  Definitionen  und  Sätze  wiedei 
holen,  die  der  Polaritätstheorie  zu  Grunde  liegen,  da  sie  den  i 
Kap.  5,  §  2  für  ebene  Curven  gegebenen  analog  sind.  W: 
führen  nur  dasjenige  an,  was  sich  bei  den  Flächen  Neues  biete 

Die  erste  Polare  eines  beliebigen  Punkts  0  bezüglich  eim 
Fläche  schneidet  diese  in  einer  Curve,  ivelche  die  Berührungscuri 
des  umschriebenen  Kegels,  dessen  Spitze  in  0  liegt,  mit  dt 
Fläche  ist. 

Wenn  der  Pol  auf  der  Fundamental  fläche  liegt,  so  habt 
diese  und  alle  ihre  Polar  flächen  daselbst  die  nämliche  Berührung 
ebene  und  die  nämlichen  Osculationsgeraden. 

Die  Polar  fläche  2'^^^  Ordnung  [die  (n  —  2)*^  Polar flädi 
eines  parabolischen  Punkts  der  Fläche  ist  ein  Berührungskeg 
an  die  betreffende  stationäre  Tangentenebene,  und  die  Berührmtg 
erzeugende  ist  die  Gerade,  welche  in  diesem  Punkt  die  Fund* 
mental  fläche  osculirt. 

Ein  parabolischer  Punkt  der  gegebenen  Fläche  ist  am 
parabolisch  für  alle  ihm  zugehörigen  Polar  flächen. 

Die  (n  —  r)*®  Polare  eines  r- fachen  Punkts  der  Fundt 
mental  fläche  ist  ein  Kegel  r*®^  Ordnung,  dessen  Spitze  in  diese 
Punkt  liegt,  und  die  folgenden  Polaren  sind  unbestimmt.  Dies 
Kegel  r*®^  Ordnung  ist  der  Ort  der  Geraden,  die  in  diesem  Pun 
r  -\-  1  Punkte  mit  der  Fläche  gemeinschaftlich  haben,  und  seil 
Schnitte  mit  der  (n  —  r  —  l)^^  Polarfläche  sind  die  r(r  + 
Geraden,  ivelche  r  -\-  2  unendlich  nahe  Punkte  mit  der  Fläc^ 
gemeinschaftlich  haben. 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Polarebenen  durch  eine  Gera' 
gehen,  ist  eine  Baumcurve  (n  —  l)^^  Ordnung.  Diese  Curve  wi 
die  Polar  curve  der  gegebenen  Geraden  genannt. 

Die  Enveloppe  der  Polarebenen  der  Punkte  einer  Gerad 
ist  eine  abwickelbare  Fläche  {n — l)*®^  Classe  und  2{n  —  2) 
Ordnung,  welche  die  (n  —  l)*®  Polare  der  Geraden  heisst. 
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Die  Knotenlinie  dieser  Beveloppdbelen  ist  eine  Curve 
n  —  3)  (w  —  4)*^^^  Ordnung,  welche  der  Ort  der  Pole  ist,  deren 
<fe  Polar  flächen  die  Gerade  in  zivei  verschiedenen  Punkten  he- 
'iJtren. 

Die  Enveloppe  der  Polarebenen  der  Punkte  einer  Curve  m*®' 
h-dniüig  ist  eine  Developpahele  m{n  —  1)^^  Classe,  welche  auch 
'er  Ort  der  Punkte  ist,  deren  erste  Polarflächen  die  Curve  he- 
■  Uhren. 

Analog  lassen  sich  viele  andere  ähnliche  Sätze  über  die 
2nveloppen  der  Polarebenen  der  Punkte  einer  Fläche,  die  Orte 
ler  Pole  der  Tangentenebenen  an  eine  Fläche,  etc.  aufstellen. 


Der  Ort  der  Doppelpunkte  der  ersten  Polaren  einer  Fläche 
F.^  ist  eine  neue  Fläche  und  wird  die  Hesse'sche  Fläche  der 
gegebenen  oder  die  JacoMsche  des  Systems  der  ersten  Polaren 
'f^nannt. 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  erste  Polaren  Doppelpunkte 
haben,  ist  die  sogenannte  Steiner'sche  Fläche   der  gegebenen. 

Die  Gleichungen  dieser  Flächen  ergeben  sich  aus  Formeln^ 
die  denjenigen  für  die  gleichnamigen  Curven  in  Kap.  5,  §  2 
I  oatsprechen. 

^^^     Andere  Definitionen  dieser  Flächen  sind: 
*  Die  Hesse'sche  Fläche    von  F^   ist   der   Ort    eines    Punkts, 

dessen  Polarebenen   bez.   der    ersten  Polaren   von   F^  durch    den 
nämlichen  Punkt  gehen,  oder: 

der  Ort  der  Berührung spunMe  der  ersten  Polaren  von 
i',;,  oder: 

der  Ort  eines  Punkts,  dessen  Polar  fläche  2^^^  Grads  bez. 
F^  ein  Kegel  ist. 

Die  Steiner'sche  Fläche  von  F^  ist  der  Ort  der  Spitze  eines 
eine  Polar  fläche  2^^""  Ordnung  bildenden  Kegels  2'^'^  Grads,  oder: 

die  Enveloppe  der  Polar  ebenen  d^r  Punkte  der  Hesse' sehen 
Fläche. 

Die  Hesse'sche  Fläche  ist  von  der  Ordnung  4(w  —  2)  und 
^lat  im  Allgemeinen  10  {n  —  2)^  Doppelpunkte. 

Die  Steiner'sche  ist  von  der 

4(w  —  1)2  (n  —  2)*«'^  Klasse 

und  besitzt  10 (w  —  2)^  Gerade,   von   denen  jede   einem  Doppel- 
punkt der  Hesse' sehen  entspricht;  d.  h.  also: 
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die  Folar fläche  2^^"^  Grads  eines  Doppelpunkts  der  Hesse' scJm 
Fläche  besteht  aus  einem  Paar  von  Ebenen,  die  durch  die  ent 
sprechende  Gerade  der  Steiner' sehen  Flüche  gehen;  und  die  Folar 
ebene  eines  Doppelpunkts  der  Hesse'schen  Fläche  berührt  di 
Steiner' sehe  längs  der  entsprechenden  Geraden. 

Die  Curve  der  parabolischen  Punkte  einer  gegebenen  FläcJt 
ist  der  vollständige  Schnitt  der  Fläche  mit  ihrer  Hesse'schen  FlärJ/r 
die  Curve  ist  daher  von  der  Ordnung  An(n  —  2). 

Wenn  die  gegebene  Fläche  eine  einfache  Gerade  besitzt, 
berührt  diese  letztere  die  Hesse'sche  Fläche  und  mithin  die  para 
bolische  Curve  in  2{^n  —  2)  Punkten. 

§  6.    Lineare  Flächensy steine. 

Wenn  «^  =  0,  ?>J==0,---  in  symbolischer  Bezeichnun 
die  Gleichungen  in  Punktcoordinaten  x  von  Ä;  -|-  1  Flächen  n^' 
Ordnung  sind,  so  bildet  das  durch 

K^lc  +  ^2^S  +  •••  =  0 

dargestellte    System,   worin  l^^l^.^-"  willkürliche  k -\-  \    Paw 
meter  sind,  ein  sogenanntes  lineares  System  k^^  Stufe. 

Wenn  k  =  1   ist,  so  erhält   man    das  Büschel,   für  /.'  = 
das  Netz  oder  Bündel.    Werden  die  Flächen  in  Fbenencoordinate 
ausgedrückt,  so  heisst  ihr  lineares  System  (oo^)  Schar. 

Alle  Flächen  eines  Büschels  haben  eiiw  Curve  von  der  On 
nung  n^  (die  Basiscurve  des  Büschels)  und  alle  Flächen  eim 
Netzes  haben  n^  BasispunJcte  gemeinschaftlich. 

Ist  k  =  N{n)  =  (*'  3     )  —  1,   siehe  §  1,   so   besteht  do 

System  aus  allen  Flächen  n^^^  Ordnung  des  Baums. 

Wenn  eine  Fläche  n^^^  Ordnung  gegeben  ist,  so  bilden  d. 
ersten  Polaren  der  Punkte  einer  Ebene  ein  Netz  und  die  erste 
Polaren  der  Punkte  des  Baums  ein  lineares  System  3^^  Stufe. 

Ein  lineares  System  k^^^  Stufe  ist  durch  k  -\-  1  Fläche 
derselben  Ordnung  bestimmt,  die  nicht  dem  nämlichen  lineare 
System  niedrigerer  Stufe  angehören.  \ 

Unter  den  Flächen  eines  linearen  Systems  k^^  Stufe  gibt  < 
(/.:  -f"  l)  (w  —  k),  tv eiche  eine  Berührung  k^^^  Ordnung  mit  eim 
gegebenen  Geraden  haben,  und 

j, (n-k)  {n-k-  i)...(n-2/.-  +  l) 
k\  ' 

von  ivelchen  jede  eine  gegebene  Gerade  k-mal  berührt. 
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Von  den  Flächen  eines  Büschels  berühren 

2(n  —  1) 

le  gegebene  Gerade  und  ^(n  —  l)^  eine  gegebene  Ebene. 

Unter  den  Flächen  eines  Netzes  gibt  es  3(;?  —  2),   welche 
gegebene  Gerade  osculiren, 

|(«  —  1)  {n  —  2)  (3^2  —  ^n  —  11), 

eldie  eine  doppelte  Berührung  mit  einer  gegebenen  Ebene,  und 
2{n —  l)  (w  —  2),  iv eiche  eine  stationäre  Berührung  mit  einer 
oebenen  Ebene  haben. 

Der  Ort  der  Pole  einer  gegebenen  Ebene  in  Bezug  auf  alle 
lachen    eines  Büschels    ist    eine  Raumcurve    von    der   Ordnunq 

^K' In  einem  Flächenbüschel  gibt  es  4(w — ly  Flächen  mit 
nem  Doppelpunli-^  jeder  dieser  Doppelpunkte  hat  die  nämliche 
^olarehene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels. 

Der  Ort  der  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
Ines  Netzes  ist  eine  Fläche  3(w —  1)*^^  Ordnung. 

Der  Ort  der  Punkte,  in  welchen  sich  eine  Ebene  und  die 
'^lachen  eines  Netzes  berühren,  ist  eine  Qurve  von  der  Ordnung 

3(^?  —  1). 

Der  Ort  der  Doppelpunkte  der  Flächen  eines  Netzes  ist  eine 
laumcurve  von  der  Ordnung  6(/i  —  l)^,  iv eiche  zugleich  der  Ort 
ler  Punkte  ist,  in  denen  sich  die  Flächen  dieses  Netzes  berühren; 
r  ist  auch  der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polarebenen  in  Bezug  auf 
de  Flächen  des  Netzes  durch  dieselbe  Gerade  gehen.  Diese  Curve 
ührt  den  Namen  Jacobi'sche  Curve  des  Netzes. 

Der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polarebenen  bezügl.  der  Flächen 
ines  linearen  Systems  3^^^  Stufe  sämmtlich  durch  einen  Punkt 
lehen,  ist  eine  Fläche  4:(n  —  1)*®^  Ordnung  und  heisst  H  esse's  che 
>der  Jacobi'sche  Fläche  des  Systems;  sie  ist  auch  der  Ort 
ler  Doppelpunkte  der  Flächen  des  Systems  oder  der  Ort  der  Be- 
rührungspunkte dieser  Flächen. 

Wenn  das  lineare  System  aus  den  ersten  Polaren  einer  ge- 
'/ebenen  Fläche  besteht,  so  erhält  man  die  Hesse'sche  oder  Jacobi'sche 
Fläche  der  Fläche,  siehe  §  5. 

Eine  analoge  Fläche  kann  man  auch  in  dem  Fall  definiren, 
m  welchem  vier  Flächen  vorliegen,  die  aber  nicht  von  derselben 
Ordnung  sind,  d.  h.  kein  lineares  System  bilden: 


236     Kapitel  IX.    Die  algebraischen  Flächen  und  Raumcurven. 

Der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polarehenen  in  Bezug  auf  vi 
gegebene  Flächen  von  den  Ordnungen  n^,  n^,  n^,  n^  durch  d» 
nämlichen  Punkt  gehen,  ist  eine  Fläche  von  der  Ordnung 

%   +  ^2   +  ^3  +  %  4 

und  heisst  die  Hesse' sehe  oder  JacoMsche  Fläche  der  vier  Fläche 
Man  kann  dann  auch  hier  lineare  Systeme  li^^^  Stufe  v( 
Flächen  betrachten,  die  in  projectiver  Zuordnung  zu  einand 
stehen  oder  projectiv  sind,  und  die  Orte  untersuchen,  welche  dur( 
die  Schnitte  der  entsprechenden  Flächen  erzeugt  werden. 

Ueber  die  vielen  Theoreme,  die  sich  auf  diesen  Gegenstai 
beziehen,  verweisen  wir  speciell  auf  die  oben  citirte  Introduzio 
von   Cremona. 


§    7.    Birationale    Transformation    des    Raums    oder    d< 
Flächen.     Abbildung  der  Flächen  auf  eine  Ebene. 

Wie   man    sich    in    der   Ebene    die    eindeutige    umkehrba 
Transformation   zwischen   zwei   Ebenen    (die  Cremona'sche)   od 
eine  solche  nur  zwischen  zwei  Curven  der  beiden  Ebenen,  oh 
dass    sie  zwischen   den   beiden   Ebenen   besteht,  vorstellen   kac 
so    lassen   sich    auch    im   Raum    ein-eindeutige  Transformation 
zwischen    zwei   Räumen    oder    nur    zwischen    zwei    Flächen    d 
beiden  Räume  denken.     Dieses  letztere  Problem  ist  das   de) 
genannten    Abbildung    einer    Fläche    auf    eine    andere    und 
specieller  Fall  desselben  ist  die  Abbildung  der  Flächen  auj 
Ebene. 

Es  seien  x^^,  x^,  x^,  x^  die  homogenen  Coordinaten  der  Punk 
eines  Raums  und  y^,  y^^  V^,  2/4  diejenigen  in  einem  anderen  Rai 
und  man  habe  die  Relationen 

worin  die  f  rationale  ganze  homogene  Funktionen  n^^'^  Gii. 
sind;  diese  Relationen  seien  derart,  dass  man  aus  ihnen  die 
mittelst  der  y  ableiten  kann: 

^/^  9^,(i/i-^2'i/3^i/4)»  ^ 

H'orin   auch   die  cp   rationale,   ganze,   homogene   Funktionen   al 
vom  m*®"  Grad  sind.     Eine  solche  Transformation  heisst  ei)/ 
deutig,  birational  oder  eine  Cremona' sclic;  bei  dir  entspricht  cu' 
Punkt  eines  jeden  der  beiden  Räume  ein  und  nur  ein  Punkt 
anderen  Baums. 
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Ist  der  Punkt  (x)  gegeben,  so  ergibt  sich  der  entsprechende 
inkt  (v/)  aus  den  Formeln  (l);  ist  der  Punkt  (^)  als  Schnitt  der 
ei  Ebenen 

4  4  4 

111 
•geben,  so  sind  die    entsprechenden  Punkte  x  die  Schnitte   der 
ei  Flächen 

I^H  4  4  4 

Damit  die  Transformation  ein- eindeutig  sei,  ist  es  nötJdg, 
ISS  diese  drei  Flächen  einen  einsigen  variabelen  Schnittpunkt 
ibcn,  und  dass  alle  anderen  Schnittpunkte  fest  bleiben,  ivie  man 
ich  die  Parameter  l,  (i,  v  variiren  mag.     Daraus  folgt: 

Bei  der  ein-eindeutigen  Transformation  müssen  alle  Flächen  des 
nearen  Systems  3^^^  Stufe 

4 


1 

.3 


29ifi  ==  0 


wK^  >^^  —  1  f^ste  Punkte  gehen. 

Für  die  ein-eindeutige  Transformation  ist  es  nothwendig,  dass 

u^Flächen  f-(x)  =  0   vom  Geschlecht  Null  seien.     Die  Coordi- 

g|p^  ihrer  Punkte  lassen  sich  durch  rationale  Funktionen  zweier 

'^ärameter  ausdrücken.     Für   diese  Flächen  hat  Cremona   nach 

)ylvester    den    Namen    homaloidale    vorgeschlagen,     während 

^ayley  die  Bezeichnung  unicursale  wählte. 

Der  variabele  (d.  h.  nicht  allen  /'  gemeinschaftliche)  Schnitt 
5  zweier  beliebiger  der  Flächen  /^  ==  0  ist  eine  rationale  Curve 
d.  h.  vom  Geschlecht  Null)  w*^^  Ordnung. 

Auch  das  aus  solchen  Flächen  f  gebildete  System  wird  homa- 
oidal  bez.  unicursal  genannt. 

Man  beachte,  dass  der  für  die  ebenen  birationalen  Trans- 
wunationen  bestehende  Satz,  dass  die  Grade  m  und  n  gleich 
^ein  müssen,  hier  nicht  mehr  gilt. 

Haupt-  oder  Fundamentalpunkte  oder  -Linien  heissen  die 
illen  Flächen  des  homaloidalen  Systems  gemeinschaftlichen  Punkte 
oder  Linien. 

Von  den  nm  Schnitten  einer  Curve  B  (siehe  oben)  mit  einer 
Fläche  f,  auf  welcher  die  Curve  nicht  gang  liegt,  befinden  sich  nm —  1 
in  den  Fundamentalpimkten  und  -Curven  der  Transformation. 

Jedem  Punkt  einer  Fundamentalcurve,  tvelche  i-fach  für  alle 
Flächen  des  homaloidalen  Systems  ist,    entspricht   eine   rationale 
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Curve  i*®'*  Ordnung,  deren  geometr isolier  Ort  eine  Fläche  ist,  tvelc) 
einen  Theil  der  Jacohi'schen  Fläclie  des  linearen  Systems  d» 
Flächen  cp^  =  0  hildet. 

Eine  für  die  Flächen  f=0,  i- fache  Fundamentalcuri 
des  Baums  (^x),  welche  von  den  Curven  R  geschnitten  wird,  i 
(4i  —  lyfach  für  die  Jacöhi'sche  Fläche  der  f.  Wird  sie  dt 
gegen  von  den  Curven  R  nicht  geschnitten,  so  ist  sie  4,i-fach  fl 
diese  Jacöhi'sche  Fläche  der  f. 

Ein  für  die  f  Z-facher  Fundamentalpunkt  des  Raums  (. 
ist  (4Z  —  2)-fach  für  die  Jacobi^sche  Fläche  der  f. 

lieber  die  numerischen  Relationen  zwischen  den  Ordnungt 
der  Vielfachheit  der  Fundamentalpunkte  und  -Curven,  anale 
denjenigen,  welche  für  die  ebenen  Transformationen  bestehen  ur 
von  uns  in  Kap.  5,  §  5  angegeben  wurden,  verweisen  wir  ai 
Noether,  Ann.  di  mat.,  (2),  5,  p.  175,  176. 

Die  Theorie  der  birationalen  Transformation  des  Raums  i 
noch  nicht  so  vollständig  durchforscht  worden,  wie  die  der  Eben 

Die  Hauptarbeiten  sind  von  Cayley,  Froc.  of  the  Londt 
Math.  Soc,  3  =  Coli.  math.  papcrs,  7,  p.  189;  Cremona,  Gö' 
Nachr.,  1871;  Math.  Ann.,  4;  Mend.  Ist.  Lomh.,  1871;  Ann.  > 
mat.,  (2),  5;  Mem.  Acc.  Bologna,  1871,  1872;  Noether,  Mai 
Ann.,  ^.  Neuer  sind:  Montesano,  Bend.  Ist.  Lomh.,  188 
92,  93;  Bend.  Acc.  Lincei,  1888,  1889;  Bend.  Acc.  Napoli,  188 
1895;  Mem.  Acc.  Bologna,  1893;  Atti  Acc.  Torino,  1892;  Gior 
di  Bau.,  1893.  Montesano  studirte  speciell  die  involutoriscl" 
Transformationen. 

Ein  besonderer  Fall  ist  die  Transformation   dnrcJi   recip: 
Badien   vectoren   oder    Inversion    (vergl.  Kap.   17,  §  l),   weh 
die  Eigenschaft  hesitzt,  dass  die   Winl'el  erhalten  hleihen. 


Soll  die  Transformation  nicht  für  den  ganzen  Baum,  so 
dern  nur  für  zwei  in  den  beiden  Räumen  enthaltene  Flächt 
F(x)  =  0  und  CP  («/)==  0  birational  sein,  so  ist  nicht  erforde 
lieh,  dass  die  Flächen  des  linearen  Systems 

4 

29ifi(^  =  0 
1 

rt^  —  1   Punkte  gemeinschaftlich  haben;    es  ist  nur  nöihig .   du 

alle  Flächen  dieses  Systems,  tvelche  durch  einen  Funkt  von  F  = 

gehen,  sich  nicht  gleichzeitig  auf  dieser  Fläche  schneiden. 

Es  gilt  auch  hier  das  Theorem,  welches  als  eine  Erweitern! 

des  Riemann'schen  anzusehen  ist,   dass  nämlich  das  Geschl 
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beiden  Flächen,  die  sich  ein-eindeutig  die  eine  in  die  andere 
'i/sformiren  lassen,  das  nämliche  sein  muss.  Siehe  C  leb  seh, 
m2)t.  Bend.,  1868;  Math.  Ann.,  2;  Cayley,  Math.  Ann.,  3; 
)ether,  Ann.  di  mat.,  (2),  5;  Math.  Ann.,  2,  8;  Zeuthen, 
(ith.  An/n.,  4;  Castelnuovo-Enriques,  Math.  Ann.,  48. 

Wie   bei   den   ebenen    Curven,    so    hat    man   auch   bei    den 

liehen,  den  Untersuchungen  Noether's  über  die  Zerlegung  der 

igulären  Punkte  entsprechend,    versucht,    ob  es    nicht   möglich 

i,  dui'ch  birationale  Transformationen  des  Raums  oder  der  Flächen 

ae  Fläche  mit  höheren  Singularitäten  auf  eine  solche  mit  nur 

wohnlichen  Singularitäten  zurückzuführen.    Mit  diesem  Problem 

iben   sich   in   verschiedenem   Sinn   Noether,   Math.  Ann.,  29; 

ni. Sitnmgsher.,  1888;  DelPezzo,  Mend.  Palermo,  2,3;  Segre, 

I'. di  mat.,  (2),  25;  Pannelli,  ib.,  25;  Levi,  ib.,  26;  G.  Kobb^ 

.am.  de  Liouv.,    1892   beschäftigt.      lieber    das    ähnliche    die 

amncurven   betreffende   Problem    sehe  man    Poincare,    Compt. 

■  d.,   108,    1888;    Pannelli,   Eend.  Ist.  Lomb.,    1893  nach. 

Ein    specieller    Fall    der    birationalen    Transformation    der 

lachen  ist  die  sogenannte  Abbildung  der  Flächen  auf  die  Ebene. 

v"ie  oben  bereits  angegeben  wurde,  nennt  Cr emonaeme  Fläche, 

ie  sich  auf  die  Ebene  abbilden  lässt,  ein  Homaloid. 

Soll  sich  eine  Fläche  auf  die  Ebene  abbilden  lassen,  so 
mss  sie  vom  numerischen  Geschlecht  p^  =  0  sein.  Ausführlicheres 
her  diesen  Satz  findet  man  in  Kap.  13,  §  7. 

Eine  ausreichende  Bedingung  für  die  Möglichkeit  der  Ab- 
üdung  einer  Fläche  auf  eine  Ebene  besteht  darin,  dass  sie  eine 
infach  unendliche  Schar  rationaler  Curven  besitze,  welche  auf  der 
^che  von  einem  Büschel  anderer  Flächen  geschnitten  werden. 
v^oether,  Gott.  Nachr.,  1870;  Math.  Ann.,  3.  lieber  weitere 
5ätze  siehe  Kap.  13,  §  7. 

Es  liege  eine  Fläche  S  von  der  Ordnung  n  vor,  und  die 
lomogenen  Coordinaten  ihrer  Punkte  niögen  sich  durch  die  Formeln 

^i  ^  fi^Ui'  y^'  y^'  (^=1,2,3,4) 

ausdrucken  lassen,  worin  die  f  rationale  homogene  Functionen 
'>»*®'  Ordnung  seien;  wir  wollen  ferner  annehmen,  man  könne 
iie  Verhältnisse  zwischen  den  y  umgekehrt  mittelst  dieser  Formeln 
Als  rationale  Funktionen  der  x  darstellen.  Man  sagt  alsdann, 
die  Fläche  S  sei  auf  die  Ebene  abbildbar,  weil  bei  der  Inter- 
pretation der  y  als  homogene  Coordinaten  der  Punkte  einer 
Ebene  die  vorstehenden  Formeln  eine  ein- eindeutige  Zuordnung 
zwischen  den  Punkten   der  Ebene   und   der  Fläche  S  feststellen. 
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Wenn  die  Curven  des  ebenen  linearen  Systems 

4 

2Kfi{y)  =  0 
1 

ßTj   einfache  Punkte,  a^  Doppelpunkte,  cc^  dreifache  Punkte,  et 
gemeinschaftlich  haben,  so  besteht  die  Belation: 

n  =  m"^  —  ofj  —  4  «2  —  9  Gfg . 

Nennt  man  p^  das  Geschlecht  eines  ebenen  Schnitts  d* 
Fläche,  d  die  Ordnung  der  Doppelcurve  derselben  Fläche,  r  d 
Ordnung  der  Cuspidalcurve,  so  gilt  die  Begielmng: 

(n  —  1)  (n  —  2) 
i?i  = ^ d  ~r  = 

(,n  -  1)  (m  -  2) 

= f^^   ^f^^  (3  ß,^  ... 

U eher  dies  besteht  die   Ungleichheit: 

^  (m+l)(m4-2)      ' 
4  ^  — ^ a^  —  3(^2 —  Gofg . 

Aus  diesen  Delationen  folgt: 

p^^n  —  2 , 

Bie  Flächen  2'^^^  und  5*®^  Ordnung  lassen  sich  o/fenh 
immer  auf  die  Ebene  abbilden.  Bei  den  Flächen  2*®^  Ordnui 
braucht  man  nur  von  einem  ihrer  Punkte  aus  die  Punkte  a 
die  Ebene  zu  projiciren,  und  für  die  Flächen  S*®'*  Ordnung  (siej 
Kap.  11)  genügt  es,  zwei  ihrer  Geraden  zu  betrachten,  die  si' 
nicht  schneiden,  und  dann  von  einem  beliebigen  Punkt  ein 
Ebene  die  Gerade  zu  ziehen,  welche  die  beiden  Geraden  d 
Fläche  trifft;  sie  wird  die  Fläche  noch  in  einem  anderen  Pun 
treffen,  der  ein-eindeutig  dem  Punkt  der  Ebene  entspricht. 

Um  die  ebene  Abbildung  einer  Fläche  4*®'"  Ordnung  n 
Doppelkegelschnitt  (siehe  Kap.  12,  §  6)  geometrisch  zu  co 
struiren,  kann  man,  wie  folgt,  verfahren: 

Wir  betrachten  von  den  16  Geraden  der  Fläche  ei 
solche  g,  welche  den  Doppelkegelschnitt  schneidet.  Durch  ein 
Punkt  P  einer  Ebene  und  durch  g  wird  eine  Ebene  gelej 
welche  den  Kegelschnitt  noch  einmal  in  einem  Punkt  schneid« 
welcher,  mit  P  verbunden,  eine  Gerade  liefert,  die  den  Doppt 
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uelschnitt  und  g  trifft  und  daher  die  Fläche  in  noch  einem 
mkt  Q  schneidet;  die  Zuordnung  fleischen  P  und  Q  ist  ein- 
tdeutig. 

Falls  die  Fläche  4*^^^  Ordnung  eine  Doppelgerade  hat  (siehe 
ip.  12,  §  8),  kann  analog  verfahren  werden,  wenn  man  be- 
utet, dass  alsdann  auf  der  Fläche  Kegelschnitte  existiren, 
-lohe  die  Doppelgerade  schneiden. 

Bei  den  Flächen  5*®^  Ordnung  mit  zwei  sich  nicht  schneiden- 
n  Doppelgeraden  (siehe  Kap.  13)  lässt  sich  eine  ähnliche 
■ometrische  Construction  ausführen,  wie  bei  den  Flächen  S*®"" 
rdnung. 

Besitzt  die  Fläche  5*^^  Ordnung  eine  Doppelcurve  o*®"" 
rdnung,  so  kann  man  offenbar  die  Sehnen  der  Curve 
''^  Ordnung,  welche  die  Fläche  in  einem  weiteren  Punkt 
Imeiden,  zu  projicirenden  Strahlen  nehmen.  Analog  ist  die 
onstruction,  wenn  die  Curve  3*^^  Ordnung  in  einen  Kegelschnitt 
id  eine  Gerade  zerfällt,  welche  den  Kegelschnitt  in  einem 
unkt  schneidet,  oder  in  drei  Gerade,  von  denen  eine  die  beiden 
ideren  trifft.  Die  Fälle,  in  denen  die  Curve  3*®"^  Ordnung  eben 
äre,  oder  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade  zerfiele,  welche 
11  Kegelschnitt  nicht  trifft,  oder  auch  in  drei  sich  nicht  schnei- 
füde  Gerade,  sind  unmöglich. 

Man  beachte  jedoch,  dass  bei  allen  diesen  Abbildungen  Aus- 
ihmestellen   auftreten,    an    denen   die  Abbildung   aufhört,  ein- 
er umkehrbar  zu  sein. 


Die  Abbildung    der  Flächen  auf  die  Ebene  lässt   sich   zum 

tudium  der  auf  diesen  Flächen  gezogenen  Curven  benutzen.     Die 

1  besten  Untersuchungen  in  dieser  Hinsicht  beziehen  sich,  wie  man 

il   sagen    darf,    auf    die    stereographische  Projection    und  all- 

lein  auf  alle  Projectionen,  die  man  zur  Herstellung  der  geo- 

raphischen  Karten  erdacht  hat. 

Das  Verebnen  der  Flächen  2*®^  Ordnung  wurde  von  P  lücker, 
>dle,  34,  1847;  Chasles,  Compt  Bend.,  1861;  Cayley,  Phil 
^iag.,  22,  1861  durchgeführt,  welche  sich  dessen  zur  Unter- 
uehung  der  Curven  auf  einer  Fläche  2*^'"  Ordnung  bedienten. 
5iehe  auch  Clebsch-Lindemann,  Geom.,  2  und  weiter  unten, 
vap.   10,  §  1.^ 

Die  ebene  Abbildung  der  Flächen  3*®'"  Ordnung  untersuchten 

remona,   Cr  eile,  69  und  C  leb  seh,  Grelle,  65;  die  der  Flächen 

t  ®'  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  oder  doppelter  Geraden  und 

Pascal,  Eepertorium.  II.  16 
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die  der  Flächen  5*®^  Ordnung  mit  Doppelcurve  S*^""  Ordnung 
Clebsch,  Crelle,  69;  Math.  Ann.,  1;  Korndörfer,  ilföi/?.  Ann. 
1,  4;  Frahm,  ib.,   7. 

Ebene  Abbildungen  schliesslich  der  rationalen  Regelfläche] 
studirten  Cremona,  Ann.  di  mat.,  1;  Armenante,  Ann.  d 
mat.,  4,  1870,  Clebsch,  Ilath.  Ann.,  2,  5;  Noether,  ib.,  2. 

Für  den  Fall,  in  welchem  die  Fläche  nicht  speciell  alge 
braisch,  sondern  beliebig  ist,  lässt  sich  das  Problem  des  Ver 
ebnens  der  ganzen  Fläche  oder  eines  Theils  derselben  nac^ 
den  Methoden  der  Differentialgeometrie  behandeln.  Siehe  weite 
unten,  Kap.  16. 

Wie  in  der  Ebene,  so  lassen  sich  auch  im  Raum  mehrdeutig 
Transformationen  betrachten  (vergl.  Kap.  5,  §  5,  S.  161).  Vo 
Arbeiten   darüber   citiren   wir   De  Paolis,   Mem.  Lincei,  188i 


Kapitel  X. 
Raumcurven  verschiedener  Ordnungen. 

)ie   Curven  auf  den  Flächen  2*^"^  Ordnung.     Die 
sphärisclien   Curven. 

1e  wir  in  dem  letzten  Paragraphen  des  vorigen  Kapitels 
sagt  haben,  lassen  sich  die  auf  einer  Fläche  2*^^^  Ordnung 
■genden  Curven  mit  Hülfe  der  Abbildung  dieser  Flächen  auf 
Ebene  leicht  studiren.  Projicirt  man  von  einem  Punkt  P 
r  Fläche  2*^^^  Ordnung  (welcher  auch  ein  unendlich  ferner 
mkt  sein  kann)  die  Punkte  der  Fläche  auf  eine  Ebene,  z.  B. 
f  die  Berührungsebene  an  die  Fläche  in  dem  2*^^^  Schnittpunkt 
des  durch  P  gehenden  Durchmessers  mit  der  Fläche,  so  erhält 
an  eine  ebene  Abbildung  der  Fläche,  die  man  der  Analogie 
it  der  Abbildung  der  Kugel  wegen,  stereograpliische  ProjecHon 
nnen  kann. 

Die  auf  den  beiden  durch  F  gehenden  Erzeugenden  der 
äche  2*®^  Ordnung  gelegenen  Punkte  haben  sämmtlich  ihre 
*ojection  in  denselben  beiden  unendlich  fernen  Punkten  P^,  Pg, 
eiche  Fundamentalpunkte  heissen;  die  Gerade  P1P2,  welche  in 
esem  Fall  die  unendlich  ferne  Gerade  ist,  wird  Fundamental- 
mde  genannt. 

Die  Gesammtheit  aller  Geraden  der  Fläche  2*®^  Ordnung 
ojicirt  sich  in  zwei  Strahlenbüschel,  deren  Mittelpunkte  in  P^ 
id  Pg  liegen. 

Wir  wollen  nun  auf  der  Fläche  2*®^  Ordnung  ein  Coordi- 
itensystem  festsetzen. 

Wir  wählen  den  Punkt  0  zum  Coordinatenanfang  und  die 
iden  Geraden,  in  welchen  die  Berührungsebene  in  0  die  Fläche 
veiter  Ordnung  schneidet,  zu  Axen   OX,  OY.*)     Es  sei  A  ein 


i 


*)  Will  man   diese  Constructionen  in   dem  reellen  Gebiet   aus- 
,  so  braucht  man  nur  anzunehmen,  die  Fläche  sei  ein  Hyperboloid. 

16* 
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Punkt  der  Fläche;  durch  A  gehen  zwei  Erzeugende,  eine  d 
ersten  und  eine  des  zweiten  Systems,  welche  die  festen  E 
zeugenden  0  X  und  0  Y  in  den  Punkten  -4^  auf  0  X  und  j 
auf  OF  schneiden;  die  Abstände  ^  =  0Ä^  und  7]  =  0A^  kai 
man  als  Coordinaten  des  Punktes  A  der  Fläche  2*®^  Ordnui 
ansehen.  Diese  Coordinaten  pflegt  man  liyperboloidalc  zu  nenne 
sie  wurden  von  Plücker,   Cr  eile,   34  eingeführt. 

Bemerkenswerth  ist,  dass  der  in  der  Tangentialebene  X 
gelegene  Punkt,  dessen  Coordinaten  eben  |  und  rj  sind,  die  P) 
jection  des  Punktes  A   der  Fläche  2'^^  Ordnung  von  P  aus  i 

Jede  Gleichung  ersten  Grads 

a^  -\-  by]  -\-  c  =  0 

zwischen  den  Coordinaten  'E,,  tj  stellt  auf  der  Fläche  eine  ehe 
durch  den  Punkt  P  gehende  Curve  dar. 

Nimmt  man  als  Cartesische  Coordinatenaxen  im  Raum  ( 
Axen  OX,  OY  und  eine  dritte  beliebige  Axe  OZ  an,  so  si 
die  C artesischen  Coordinaten  x,y,g  eines  Punkts  A  der  Flät 
2^^^  Ordnung  mit  den  Hyperboloidencoordinaten  ^,  r]  desseU 
Punkts  A  durch  die  Relationen 

,  dz  dz 


cz  -\-  iiy''       '  bz  -\-  iix 

oder 

y  _ 


'  d    1    ^.      c~\        X  ^  d    1     ,      ?>  ~[ 

_/a|~'~^J'      z  LftTj'ftJ 


verbunden,  tcenn  die  Gleichung  der  Fläche  2^^^  Grads  die  Gest 
z{az  -\-  by  -\-  ex  -\-  d)  -\-  ^xy  =  0     hat. 

Wählt    man    speciell    den    durch   0   gehenden   Durchmes 
zur  Z-Axe,  so  tvird  die  Gleichung  der  Fläche 

g(z  -\-  d)  -f-  f^^U  =  0,  tcenn  die  Fläche  ein  Hyperboloid 

oder 

dz  -\-  (ixy  =  0,  tcenn  sie  ein  Paraholoid  ist, 

und  die  oben  angegebenen  Relationen  tverden: 

*  y      '  X      \         f t  / 

Die   vorstehenden   Formeln    wurden   von  Plücker  1.  c. 
nutzt.     In   homogenen    Coordinaten    erhalten   sie    gi'össere   S} 
metrie.     Siehe  Clebsch-Lindemann,  Geom.,  2,  p.  422. 

Es  seien  P,  0  zwei  beliebige  Punkte   der  Fläche  2*®'  C 
nung,    welche   nicht    mehr    nothwendiger  Weise   die    Endpun 
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>  Durchmessers  zu  sein  brauchen,  und  das  Fundamental- 
raeder  der  Coordinaten  habe  die  Punkte  P,  0,  F^,  Pg  zu  Ecken, 
bei  Pj  und  Pg  die  beiden  Fundamentalpunkte  in  der  Be- 
irungsebene  an  die  Fläche  in   0  bezeichnen. 

Die  Gleichung  der  Fläche  2^^^  Ordnimg  hat  die  Gestalt 

im   die  Ebenen  x^  ==  0,   a'g  =^  0,   x^  ==  0,  x^  =  0    bez.    die 
.enen  POP^,  POP^,   OP^P^,  PP^P^  sind. 

Bezeichnet   man   nun   mit  ^^,  '6,^,  ^3  die   homogenen  Coordi- 
ten   des  Punkts   (in  der  Ebene   OP^P^),   in   welchen   sich   ein 
mkt    der    Fläche    2*^^"  Ordnung    projicirt,    so    erhält    man    die 
mneln 
^m  x^'.X2''X^'  x^  =  c,^  §3 :  §2  53  '  Si  ^2 '  bs"« 

Die  Grössen  -^,  —  kann  man  zu  Coordinaten   des  Punkts 


er  Fläche  wählen,  Cayley,  Coli.  Math.  Pap.,  5,  p.  70;  sie 
)mmen  schliesslich  auf  die  Hyperboloidencoordinaten  Plücker's 

f 

^^Jede  ebene  Curve  auf  der  Fläche  2^^^  Ordnung  projicirt 
^Kin  einen  Kegelschnitt ,  welcher  mm  Kreis  wird,  ivenn  P  ein 
'reis-  oder  NabelpunM  der  Fläche  2^^^  Ordnung  und  0  der  dia- 
etral  gegenüh  erlieg  ende  PunJct  ist.  Alle  diese  Kegelschnitte  sind 
nander  ähnlich  und  ähnlich  gelegen;  ihre  Asymptoten  sind  den 
nden  Axen  OX,  OY  parallel,  in  ic eichen  die  JSerührungsehene 
I  0  die  Fläche  2^^^  Ordnung  schneidet. 

Eine  Curve  n^^^  Ordnung  auf  der  Fläche  ^*®^  Ordnung,  ivelche 
icht  durch  P  geht,  nird  in  eine  ebene  Curve  n^^^  Ordnung 
rojicirt. 

Geht  die  Curve  m-mal  durch  den  Punli  P,  so  ist  die  Pro- 
■  uon  von  der  Ordnung  n  —  m. 

Jede  Curve  n^^^  Ordnung  auf  der  Fläche  2^^'^  Grads  schneidet 
de  Erzeugende  des  einen  Systems  k-mal  und  jede  Erzeugende 
es  anderen  k'-mal,  so  dass  Je  -\-  Je  ==  n  ist;  die  Projection  dieser 
hirve  geht  dann  Je -mal  durch  P^  und  Je -mal  durcJi  Pg.  Die 
eiden  ZaJden  Je,  Je'  cJiaraJeterisiren  die  Gattung  (Species)  der 
^urven  n^""  Ordnung  auf  der  Fläche  2^^"^  Grads.  Diese  Gattung 
>flegt  man  daher  mit  dem  Symbol  [Je,  Jc'^  zu  bezeichnen. 

Wenn  eine  der  Zahlen  Je,  Je'  Null  ist,  so  zerfällt  die  Curve 
''  die  Gesammiheit  von  n  Geraden  der  Fläche  2^^^  Ordnung. 
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Betrachtet    man   die   beiden    Gattungen   von    Curven  [^v.  / 
und   \Jc,  k]   als  nicht  wesentlich  voneinander  verschieden,  so  gil 
der  Satz: 

Auf  jeder  Fläche  2^^^  Ordnung  gibt  es  — - —  verschieden 

Gattungen  (Species)  von  eigentlichen,  d.  h.  nicht  gerfallenden  Curve 


n 


w  Ordnung  hei  ungeradem  n  und  -^  verschiedene  Gattungen  h 
geradem  n. 

Der  vollständige  Schnitt  der  Fläche  2^^^  Ordnung  mit  eine 
allgemeinen  Fläche  m*®^  Ordnung  (d.  h.  ohne  singulare  PunJctf 
ist  von  der  Ordnung  2  m  und  der  Gattung  [m,  m~\. 

Durch  JcJc  -\-  Je  -\-  Je  auf  der  FläcJie  2^^^  Ordnung  helid)i 
gegebene  PunJate  lässt  sicJi  nur  eine  einzige  Curve  von  der  Gattwi 
\Ji,  Jz\  legen. 

Zwei  Curven  von  den  Gattungen  \]i,Ji'^  und  [/»"i.^'i'J  scJiimde 
sich  in  JcJc^  -f-  Je'Jc-^  PunJiten. 

Jede  Curve  von  der  Gattung  \k,  Jc\  tvelche  6  Doppelputild 
und  %  Spitzen  besitzt,  berüJirt 

2Jc(k—  1)  —  28  —  3x 

Erzeugende  des  ersten  Systems  und 

2Jc(Jc'—  1)  —  2(5  —  Zx 

Erzeugende  des  zweiten. 

Ueber  die  Singularitäten  und  charakteristischen  Zahlen  d' 
Curven  auf  den  Flächen   2*®^  Ordnung  siehe  Kap.  9,  §   4. 


Auf  der  Fläche  ^*®^  Ordnung  gibt  es  Jeeine  anderen  eigen 
liehen  Curven  2^^^  Ordnung,  als  die  ebenen  ScJmitte,  tvelche  d< 
Typus  [1,  1]  Jiaben. 

Es  existiren  Jceine  anderen  eigentlicJten  Curven  3^^^  Ordnw 
als  die  vom  Typus  [1,2]  oder,  was  dasselbe  ist,  [2,  1];  es  si) 
die  Maumcurven  3^^^  Ordnung. 

Es  gibt   ztvei   verscJiiedene  Familien   von   Curven  4^*""  0>- 
nung,  die  durcJi  [2,  2]  (Curven  4^^^  Ordnung  1^^^  Species)  und  [1 
(Curven  4*®""  Ordnung  2^^^  Species)  dargestellt  werden. 

Durch  Verallgemeinerung  der  stereographischen  Projectü 
der  Kugel  wurde  zuerst  Chasles  zur  Abbildung  der  Flächt 
2ter  Ordnung  auf  eine  Ebene  geführt,  Ann.  de  Gergonne,  18,  1 
Apergu  Jiistor.,  1837,  p.  219,  Anm.  Das  Studium  der  Curv» 
auf  der  Fläche  2*^^"  Ordnung  unternahm  Plücker  in  zwei  Au 
Sätzen,  Grelle,  34,  p.  341,  360.  Mit  demselben  Gegenstai 
beschäftigten  sich  Cayley  in  einem  kurzen  Artikel,  PJül.  Maga 
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.  1861;   Coli.  Math.  Pap.,  5,  p.  70  und  Chasles,  Compt.  Bend., 
61.     Siehe  auch  Clelrsch-Lindemann,  Geom.,  2,  p.  414  u.  ff. 


Specielle  Fälle  dieser  Untersuchungen    betreffen   die    stereo- 

aphische   Protection    der   Kugel    und    die    sphärischen    Curven, 

sbesondere    die     sogenannten     spJmrisclien    Kegelschnitte.      Die 

ereographische  Projection  der  Kugel  ist  schon    seit  den  Zeiten 

r  alten  Griechen  bekannt;  ihre  wichtigste  Eigenschaft  besteht 

der  sogenannten  conformen  {tvinkeltreuen)  Ahhildung\  d.  h.:  der 

'uikel,  den  zwei  sphärische  Curven  miteinander  hilden,   ist  dem 

"inkel  ihrer   ebenen  Projectionen  gleich,   wenn   man,   wie   oben, 

IS   Projectionscentrum   in    einen   Punkt  P  der  Kugel   legt    und 

.e  Projectionsebene  parallel  zur  Berührungsebene  in  P  annimmt, 

ier,  speciell  die  Berührungsebene  in  dem  Punkt   0,  der  P  dia- 

letral  gegenüber  liegt,  zur  Projectionsebene  nimmt. 

Diese  Eigenschaft  scheinen  Hooke   und   Moivre    gefunden 

i  haben,    siehe   Halley,    Phil.  Trans.,   1696;    jedoch    glauben 

uch   Einige,    sie  sei   schon    1587    Mercator  bekannt  gewesen; 

ergl.    A.   Breusing,    Bas    Verehien    der    Kugeloh  er  fläche   etc., 

-eipzig,  1892;  spätere  Untersuchungen  sind  von  Lambert,  Euler, 

iagrange,  Gauss,  etc.;  siehe  Chasles,  Äpergu  hist.,  p.  219  u. 

'35.     Deutsche  von  Wanger  in  besorgte  Ausgaben  der  Arbeiten 

on  Lambert,  Euler,  Lagrange  u.  Gauss  über  Kartenprojection 

ind  in  Ostwald's  Klass.  der  ex.  Wiss.,  Nr.  54,  55,  93   erschienen. 

Jeder  ebene  Schnitt  der  Kugel  projicirt  sich  in  einen  Kreis. 

Die  Projection    des  Pols  der  Schnittebene  ist    das   Centrum 

ks  Kreises,  in  welchen  der  ebene  Schnitt  projicirt  wird.     Theorem 

on  Chasles.     Siehe  Hachette,   Geom.  ä  3  dim.,  Paris,   1817. 

Die  Coordinaten  auf  der  Kugel  und  die  sphärischen  Kegel- 

;chnitte   (Schnitte   der   Kugel   mit   Kegeln    2*^^^  Ordnung)    haben 

Chasles,  Mem.  de  Belgique,  6;  Gudermann,  Crelle,  6;  Möbius, 

Werke,    2;  etc.    studirt.      Eine     ausführliche    Darstellimg    ihrer 

Theorie  findet  man  bei  Hesse,    Vorl.  über  analytische  Geom.  d. 

Baumes,  3.  Aufl.,  Leipzig    1876,   p.  51   und  Salmon-Fiedler, 

Amdijt.  Geom.  d.  liaumes,   1,  3*^  Aufl.,  p.  340  u.  ff. 

Ein  sphärischer  Kegelschnitt  ist  eine  Eaumcurve  4*®'"  Ordnung 
and  1*®^  Species  (vergl.  §  3);  er  ist  der  Schnitt  der  Kugel  mit 
einem  Kegel  2*®"  Grads,  dessen  Spitze  in  dem  Centrum  der  Kugel  liegt. 
Bei  jedem  sphärischen  Kegelschnitt  ist  das  anharmonische 
Verhältniss  der  vier  Strahlen,  welche  einen  variahelen  Punkt  der 
Curve  mit  vier  festen  Punkten  derselben  Curve  verbinden,  constant, 
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ivenn  man  unter  dem  anliarmonisclien  Verhältniss  der  vier  (nklh 
in  einer  Ebene  liegenden)  Strahlen  das  der  vier  Ebenen  versteht 
welcJie  sie  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  aus  projiciren;  diese  Eigen 
Schaft  ist  der  für  die  ebenen  Kegelschnitte  geltenden  analog. 

Bei  einem  sphärischen  Kegelschnitt  steht  das  Product  det 
Sinus  der  Normalen,  die  sich  von  einem  Punkt  der  Kugel  nach  m'e 
Bogen  den  Kegelschnitt  berührender  grösster  Kreise  ziehen  lassen 
zu  dem  Quadrat  des  Sinus  der  Normalen^  welche  von  demselbei 
Punkt  aus  auf  den  Bogen  des  durch  die  beiden  Berührungspunkt< 
gehenden  grössten  Kreises  gefällt  wird,  in  constantem  Verhältniss 

Legt  man  durch  das  Centrum  der  Kugel  die  beiden  Kreis 
schnittebenen  des  Kegels  2*^^^  Grads  (die  ihn  in  Kreisen  schneiden) 
so  heissen  die  diesen  Ebenen  auf  der  Kugel  entsprechenden  grösstei 
Kreise  die  dem  sphärischen  Kegelschnitt  zugehörigen  cgclischen  Kreise 

Wenn  ein  grösster  Kreis  den  sphärischen  KegelschniU  u 
zwei  Punkten  P  und  Q  und  die  cyklischen  Kreise  in  A  und  I 
schneidet,  so  ist  AP  =  BQ  und  es  gilt  insbesondere: 

Der  Bogen  jedes  grössten  Kreises,  welcher  den  Kegelschnit 
berührt  und  zivischen  den  beiden  cyclischen  Kreisen  enthalten  ist 
wird  von  dem  Berührungspunkt  halbirt. 

§  2.    Die  Raumcurven  S^^^  Ordnung. 

Zwei  Flächen  2*®^  Ordnung,  die  eine  Gerade  gemeinschaft 
lieh  haben,  schneiden  sich  in  einer  Restcurve,  welche  eine  Ba>nh 
curve  5*^^  Ordnung  ist. 

Benutzen  wir  dieselben  Bezeichnungen,  wie  in  Kap.  9,  §  -^ 
für  die  charakteristischen  Zahlen  und  die  Singularitäten  de 
Raumcurven,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Werthe: 


n   —  d, 

m  —  ö, 

r    -4, 

[/  —  1, 

//    -1, 

X  —  0, 

//    —  0, 

«  —  0, 

ß    —  0, 

G  —  0, 

//  —  0, 

(0  —  0, 

ü    =  0, 

p  —0, 

woraus  sich  die  Sätze  formulieren  lassen: 

Die  Baumcurve  3^^^  Ordnung  ist  eine  Ourve  4*^*"  Classe  vm 
Geschlecht  Null;  ihre  Oscidati&nsdeveloppabele  ist  4^^^  Ordnun 
und  3^^^  Classe. 


i 
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Durch  einen  beliebigen  PunJct  des  Baums  gehen  eine  einzige 
■Juie  lind  drei  Oscidationsehenen  an  die  Curve  3^^^  Ordnung. 

Jede  heliehige  Ebene  des  Raums  enthält  eine  und  nur  eine 
rade,  in  welcher  sich  zwei  Osculationsebenen  der  Curve  3^^^  Ord- 
■ing  schneiden. 

Die  Projeciion  der  cubischen  Baumcurve  auf  irgend  eine 
]})ene  ist  eine  Flancurve  3^^^  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt. 

Jede  Baumcurve  3^^^  Ordnung  kann  man  sich  auf  einer 
lache  3^^^  Ordnung  aufgetragen  denken;  sie  trifft  die  Erzeugen- 
''II  des  einen  Systems  in  je  einem  Punkt  und  die  Erzeugen- 
en des  anderen  Systems  in  je  zwei  Punkten.  Siehe  oben,  §  1. 
>araus   folgt: 

Auf  einer  Fläche  2^^^  Ordnung   kann   man   sich   zicei    ver- 

hiedene  Systeme  von  Ourven  5*®'"  Ordnung  aufgetragen   denken, 

nachdem  diese  Curven  die  Erzeugenden  des  1^^^  Systems  in  je 

inem  oder  je  ztvei  Punkten  (und  mithin  die  des  2^^^  in  je  zwei 

[  der  je  einem  Punkt)  schneiden. 

M  Ztvei  Curven  3^^^  Ordnung  von  verschiedenen  Systemen  treffen 
in  fünf  Punkten  und  zwei  solche  Curven  desselben  Systems  in 
IjjW  Punkten. 
^P   Wenn  zwei  Flächen  2^^^  Grads  sich  in  einer  Curve  3^^^  Ord- 
'(ug  und  mithin  auch  in  einer  Geraden  schneiden,  so  gehört  diese 
ctztere  auf  jeder  der  beiden  Flächen  2^^^  Grads  dem  System  an, 
lessen  Erzeugende  von  der  Curve  3^^^  Ordnung  in  je  zwei  Punkten 
1  beschnitten  werden. 

Durch  fünf  beliebig  auf  einer  Fläche  2^^^  Grads  gegebene 
'^nnkte  gehen  zwei  auf  dieser  Fläche  liegende  Curven  5*®^  Ord- 
"ing  (für  jedes  der  beiden  Systeme  eine,  siehe  oben). 

Durch  sechs  beliebig  im  Baum  gegebene  Punkte  geht  immer 
l^k  Curve  3^^^  Ordnung. 

Um  diese  Curve  3*^^  Ordnung  zu  erhalten,  braucht  man 
lur  den  Kegel  2*^^  Ordnung  zu  construiren,  dessen  Spitze  in  einem 
ler  sechs  Punkte  liegt,  und  der  durch  die  übrigen  fünf  geht, 
tnd  dann  ebenso  einen  zweiten  Kegel  2^®'"  Ordnung,  dessen 
Spitze  in  einem  anderen  der  sechs  Punkte  liegt,  und  der  durch 
^if'  übrigen  fünf  geht.  Die  beiden  Kegel  schneiden  sich  in  der 
laden,  welche  die  beiden  Spitzen  verbindet,  und  in  einer  Curve, 
[  welche  die  gesuchte  Curve  S*®'^  Ordnung  ist. 

Eine  Baumcurve  3^^^  Ordnung  ist  der  Ort  der  Punkte,  welche 
'<'n  Tripeln  sich  entsprechender  Ebenen  dreier  zu    einander  pro- 
fiver  Ebenenbüschel  gemeinschaftlich  sind. 
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Die  Osculationsdeveloppahele  einer  Maumcurve  3^^^  Ordnunci 
lässt  sich  als  die  Enveloppe  der  Ebenen  ansehen,  tvelche  durch 
die  Tripel  sich  entsprechender  PunJite  dreier  projectiver  Punhtreihen 
gelten. 

Eine  Ausartung  der  Haumcurve  5*®^  Ordnung  mit  einem 
einzigen  scheinbaren  Doppelpunkt  ist  die  Gesammtheit  eines 
Kegelschnitts  und  einer  Geraden,  welche  so  im  Raum  gelegen 
sind,  dass  die  Gerade  den  Kegelschnitt  nur  in  einem  Punkt 
schneidet. 

Verschiedene  Eigenschaften  der  Curven  3^^^  Ordnung. 
Die  vier  Ebenen,  tvelche  durch  eine  variabele  Sehne  der  Ciirve 
und  durch  jeden  von  vier  festen  Punkten  derselben  Ourve  gehen, 
stehen  in  constantem  anharmonischem   Verhältniss. 

Vier   feste   Osculationsebenen    der  Curve    werden    von    einer 
heliebigen  Geraden,   die  der  Schnitt  zweier  Osculationsebenen  ist. 
in  vier  Pmikten  getroffen,   tvelche  in  constantem  anharmonischeirt 
Verhältniss  stehen. 

Insbesondere : 

Die  vier  Ebenen,  tvelche  eine  Tangente  an  die  Curve  mi> 
"Vier  festen  Pmikten  der  Ourve  verbinden,  behalten  bei  dem  Varii 
ren  der  Tangente  dasselbe  anharmonische  Verhältniss  bei. 

Die  vier  Punkte,  in  welchen  vier  Osculationsebenen  durcl 
eine  variabele  Tangente  geschnitten  werden,  liegen  in  constanten 
unharmonischem   Verhältniss. 

Wenn   sieben  Punkte  1 ,  2 ,  . . . ,  7   einer   Curve  dritter   Ord 
nimg  gegeben  sind,  so  schneiden  sich  die  Ebenen 
•  712  und   745, 

723  und   756, 
734  und   761 
in  drei  Geraden  einer  Ebene,  welche  durch  eine  feste  Sehne  de 
Curve  geht,  wenn  die  ersten  sechs  Punkte  fest  liegen  bleiben  un< 
mir  der  Punkt  7  seine  Lage  ändert.     Cremona. 

Gegeben  sind  zwei  durch  dieselben  fünf  Punkte  gehend 
Curven  dritter  Ordnung;  die  Sehnen  der  ersten,  welche  durc 
Punkte  der  ztveiten  gehen,  schneiden  alle  Sehnen  der  ziveiten,  di 
durch  Punkte  der  ersten  gehen. 

Die  Osculationsebenen  dreier  Punkte  1,  2,  3  der  Curve  3^ 
Ordnung  schneiden  sich  in  einem  Punkt  (4)  der  Ebene  12  3. 

Die  Berührungspunkte  der  drei  von  einem  Punkt  (4)  av 
an  die  Curve  3^^^  Ordnung  gezogenen  Osculationsehenen  liegen  i 
derselben  Ebene,  tvie  der  Punkt  (4).     Chasles. 
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Die  Schnittgerade  von  Osculationsehenen,  tv eiche  in  der  Ebene 
'1  3  liegt,  ist  die  harmonische  Polare  des  Punktes  4  in  Bezug 
if  das  Dreiseit  (12  3)*). 

Die  durch  den  Pmikt  4  gehende  Sehne  der  Curve  5*®^  Ord- 
ung  ist  die  harmonische  Polargerade   der  JEbene  12  3    in    Be- 
'/  auf  das  Brei  flach  der  drei  Osculationsehenen'-^*). 

Vier  Punkte  einer  Curve  3^^^  Ordnung  bilden  ein  Tetraeder 

nid  ein  zweites  Tetraeder  wird   durch   die  Osculationsehenen   in 

n  vier  Punkten  bestimmt;   jedes  der  beiden  Tetraeder  ist  dem 

•  nderen  zu  gleicher  Zeit  eingeschrieben  und  umschrieben.   Möbius, 

"relle,  3,  p.  273. 

Das  Theorem  von  Chasles  zeigt,  dass  tiurch  eine  ge- 
vundene  Curve  S*®""  Ordnung  eine  besondere  Zuordnung  zwischen 
len  Punkten  und  Ebenen  im  Raum  derart  festgesetzt  wird,  dass 
'fidem  Punkt  eine  durch  ihn  gehende  Ebene  und  jeder  Ebene  ein 
n  ihr  liegender  Punkt  entspricht.  Diese  Zuordnung  ist  eine 
)olare  oder  involutorische  Bualität  und  zwar  speciell  diejenige, 
iie  wir  auf  S.  44  NuUpolarität  oder  Nidlsystem  genannt  haben, 
^iehe  Möbius,  Statik,  Leipzig,  1837,  1,  p.  151  und  Cr  eile,  10, 
p.  317.  Der  Punkt  und  die  ihm  entsprechende  Ebene  heissen 
Fol  und  Polar  ebene. 

Bie  Sehne  der  Curve  5*®""  Ordnung,  tv eiche  durch  einen  ge- 
gebenen Pol  P  geht  und  die  in  der  Polar  ebene  von  P  liegende 
Gerade,  in  welcher  sich  zivei  Osculationsebenen  der  Curve 
schneiden,  sind  zwei  in  der  Nullpolarität  sich  entsprechende 
Gerade-  

Verschiedene  Constructionen  der  Curven  3^^^  Ordnung.  Die 
Probleme,  deren  Lösung  wir  hier  angeben,  betreffen  die  Con- 
struetion  der  gewundenen  Curven  3*^^^  Ordnung,  wenn  gewisse 
Bedingungen  gegeben  sind,  denen  sie  genügen  sollen. 

1.  Gegeben  sind  sechs  Punkte  1,  2,  3,  4,  5,  6  der  Curve; 
die  Curve  zu  construiren. 

Man  lege  durch  (l  2)  ei7te  beliebige  Ebene  u  und  bestimme 
die  Schnitte 


*)  unter  harmonischer  Polaren  s  eines  Punktes  S  (des  harmoni- 
schen Pols  von  s)  in  Bezug  auf  ein  Dreiseit  versteht  man  die  Gerade, 
welche  die  Seiten  eines  Dreiseits  ABC  in  drei  Punkten  A\  B\  C 
so  schneidet,  dass  die  Strahlenpaare  SA,  SA';  SB,  SB';  SC,  SC  in 
Involution  stehen.     Siehe  oben  das  letzte  Theorem  auf  S.  58. 

**)  Jeder  wird  leicht  selbst  die  Definition  der  harmonischen 
Polaren  in  der  vorigen  Anmerkung  auf  den  Fall  des  Dreiflachs  aus- 
dehnen können. 
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[a,  (345)]  =  a,  [cc,  (456)]  =  h, 

[(23),  (561)]  =  A,  [(61),  (234)]  =  B, 

[a,  (^4)]  =  C,  [a,  (Ab)]  =  D, 

[(CD),a]==E,  [(CD),h]  =  F; 

der  Punkt 

[(1£),  (2i.^)]  =  P 

gehört  der  Curve  3^^^  Ordnimg  an. 
Oder  auch: 
Man  J)  est  Imme 

[a,  (45)]  =  G, 

[lAG]  =  ß,  [2Ba]  =  y, 

[ß,  (34)]  =  H,     [r,  (56)]  =  K-, 

die  drei  Ebenen 

[eiH],     a,    [23J?'] 

schneiden  sich  in  einem  Pimkt  der  Curve  5*®'  Ordnung,  weldier 
selbstverständlich  der  in  der  Ebene  cc  liegende  dritte  Punkt  der 
Curve  ist. 

2.  Gegeben  sind  fünf  Punkte  1,  2,  3,  4,  5  und  eine  Secante 
(a);  die  Curve  3*^^^  Ordnung  zu  construiren. 

Man  lege  durch  die  Secante  (a)  eine  beliebige  Ebene  a. 
welche  die  Ebenen  - 

[123],  [124],   [134],   [234] 

in  i'ier  Geraden  schneidet,  die,  mit  (a)  zusammen  genommen. 
einen  sie  berührenden  Kegelschnitt  bestimmen;  die  Ebene  a  schneid''^ 
ferner  die  Ebenen 

[123],  [125],  [135],  [235]  ,f"l 

in  vier  anderen  Geraden,  welche  mit  (a)  zusammen  einen  weiterei 
Kegelschnitt  festlegen;  die  beiden  Kegelschnitte  haben  zu  gemein 
schaftlichen  Tangenten  (a)  und  [cc,  (123)].  Der  Schnittpunkt  de^ 
beiden  anderen  gemeinschaftlichen  Tangenten  ist  ein  Punkt  dei 
Curve  5*®^  Ordnung. 

3.  Gegeben  sind  vier  Punkte  und  zwei  Secanten;  die  Curvt 
zu  construiren.  Dieses  Problem  hat  entweder  keine  oder  unend 
lieh  viele  Auflösungen. 

4t.  Gegeben  sind  drei  Punkte  und  drei  Secanten;  die  Curv< 
3ter  Ordnung  zu  construiren. 

Es  genügt,  die  drei  Ebenenbüschel  zu  betrachten,  welche  dl 
drei  Secanten  zu  Axen  haben,  und  zwischen  den  Ebenen  der  dre 
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fiüschel  eine  projective  Zuordnung  derati  herzustellen^   dass  sich 

lie  Ebenen,  welche  durch  jeden  der  drei  gegebenen  Punkte  gehen, 

nander   entsprechen;   die   Funkte    der   Curve    sind    als  Schnitte 

'H  drei  beliebigen  anderen  sich  entsprechenden  Ebenen  bestimmt. 

5.  Gegeben  zwei  Punkte  A^  B  und  vier  Secanten  a,  a\  &,  &'; 
lie  Curve  zu  construiren. 

Man  ziehe  die  Gerade,  welche  durch  A  geht  und  die  Geraden 
i.d  schneidet,  u/nd  die  Gerade,  icelche  A  enthält  und  b,V 
'riß;  diese  Geraden  seien  c,  c';  alsdann  ziehe  man  ebenso  die 
(ieraden  d,  d\  iv eiche  durch  B  gehen  und  a,  a  bez.  b,  b'  treffen. 
Der  Schnitt  der  Ebenen  \^cd]  und  [cd'^  sei  l;  die  beiden  Hyper- 
boloide 

[aal],  \bb'l] 

^(kneiden  sich  in  der  gesuchten  Curve  3*'^^  Ordnung. 

6.  Das  Problem,  die  Curve  3*®"^  Ordnung  zu  construiren, 
welche  durch  einen  Punkt  geht,  und  fünf  gegebene  Gerade  zu 
Secanten  hat,  lässt  ebenfalls  immer  eine  Lösung  zu. 

7.  Dagegen  hat  das  Problem,  die  Curve  3*®^  Ordnung  zu 
construiren,  von  welcher  sechs  Secanten  gegeben  sind,  im  All- 
fiemeinen  sechs  Auflösungen. 

Wir  verweisen  in  Bezug  auf  diese  Aufgaben  auf  die  oben 
citiiten  Werke  von  Schröter,  Cremona  und  Sturm. 


I 


Verschiedene  Species  von  Curvcn  3^'^^  Ordnung.  In  derselben 
Ai't,  wie  die  Kegelschnitte  je  nach  der  Realität  oder  Nicht- 
realität  ihrer  unendlich  fernen  Punkte  unterschieden  werden,  so 
lassen  sich  analoge  Unterschiede  auch  bei  den  gewundenen  Curven 
3*^^^  Ordnung  feststellen: 

Ij  wenn  die  unendlich  ferne  Ebene  die  Curve  in  einem 
einzigen  reellen  Punkt  schneidet,  so  ergibt  sich  die  cubische 
Ellipse] 

2)  wenn  die  unendlich  ferne  Ebene  drei  reelle  Punkte  der 
Curve  enthält,  die  cubische  Hyperbel -.^ 

3)  wenn  speciell  von  diesen  drei  reellen  Punkten  zwei  zu- 
sammenfallen, die  cubische  parabolische  Hyperbel \ 

4)  und  wenn  schliesslich  diese  drei  Punkte  sämmtlich  zu- 
sammenfallen, d.  h.  also,  die  unendlich  ferne  Ebene  eine  Oscu- 
lationsebene  ist,  die  cubische  Parabel. 

t      Durch  jede  cubische  Hyperbel  gehen  drei  hyperbolische  reelle 
linder  ^*^^  Grads. 
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Durch  die  cubisclie  Ellipse  geht  ein  einziger  reeller  Cylinder 
zweiten  Grads,  welcher  elliptisch  ist. 

Durch  die  cuhische  parabolische  Hyperbel  gehen  zwei  reelle 
Cylinder  2^^  Grads,  von  denen  der  eine  hyperbolisch,  der  andere 
parabolisch  ist. 

Durch  die  cubische  Parabel  geht  nur  ein  reeller  Cylinder 
^*®^  Grads  und  dieser  ist  parabolisch. 

Nennt  man  die  reelle  Tangente  (im  Endlichen)  an  einen 
unendlich  fernen  Punkt  der  Curve  Asymptote,  so  gelten  die  Sätze: 

Die  cubische  Ellipse  hat  nur  eine  Asymptote. 

Die  cubische  Hyperbel  hat  deren  drei. 

Die  cubische  parabolische  Hyperbel  hat  eine  einzige  Asymptote. 

Die  cubische  Parabel  hat  überhaupt  keine. 


Die  gewundenen  Curven  3*^^  Ordnung  wurden  zuerst  von 
Möbius  studirt,  Barycentr.  Cälcul,  1827,  p.  120;  Cr  eile,  10, 
dann  von  Chasles,  Apergu  hist.,  Note  33;  Journ.  de  Liouville, 
2,  1854;  Compt.  Mcnd.,  45.  Auf  sie  folgten  Seydewitz, 
Grunerfs  Archiv,  10;  Hesse,  Grelle,  26;  Schröter,  ib.,  56; 
V.  Staudt,  Beiträge  zur  Geom.  der  Lage,  3,  1860,  p.  298 — 311; 
Cremona,  Ann.  di  mat,  (l),  1,  2,  5;  Grelle,  58,  60,  63;  Noiiv. 
Annales  etc.,  1,  2*«  Ser.;  R.  Sturm,  Grelle,  79,  80,  86;  Müller, 
Math.  Ann.,  1. 

Andere  Untersuchungen  über  die  Raumcurven  3**^  Ordnung 
speciell  auch  die  Anwendung  der  Theorie  der  Invarianten  der 
binären  Formen  auf  dieses  Studium  findet  man  bei  Beltrami,  Ist. 
Lomb.,  1868;  R.  Sturm,  1.  c;  Voss,  Math.  Ann.,  13;  D'Ovidio, 
Acc.  Torino,  32,  1879;  Giorn.  di  Batt.,  17;  Collect,  math.  in  me- 
moriam  D.  Chelini,  Mediolani  1881;  Pittarelli,  Giorn.  di 
Batt.,   17;  Gerbaldi,  Mem.  Torino,   1880. 

Von  Werken,  die  sich  mit  den  Raumcurven  3*®''  Ordnung 
beschäftigen,  citiren  wir  Salmon-Fiedler,  An.  Geom.  d.  Baum.. 
2  und  Schröter,  Theorie  der  Oberflächen  ^*"  Ordnung  und  det 
Baumcurven  3^^^  Ordnung,  Leipzig  1880,  der  ausführlicher  aui 
sie  eingeht.  Vergleiche  auch  die  Schrift  von  Drach,  Einleitung 
in  die  Theorie  der  cuhischen  Kegelschnitte,  Leipzig  1867. 

§  3.    Die  Raumcurven  4*^'"  Ordnung  1**'*  Species. 

Jede  Raumcurve  4*^'*  Ordnung  1*^^  Species  ist  der  voll- 
ständige Schnitt  zweier  Flächen  2*^"  Grads;  sie  schneidet  auj 
jeder    von    ihnen  jede   Erzeugende    des    einen   Systems    in    zw€( 
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'Oikten  und  jede  Erzeugende  des   anderen  Systems  ebenfalls   in 
'■(.  PunTcten-^  siehe  §  1. 

Die   CharaUeristiken   für  diese   Ciirve    sind,   ivenn  voraus- 
■^dzt  wird,  dass  die   beiden  Flächen  2^^^  Grads  beliebig   seien: 

n  =  4:,  m=  12, 
r  =S,  g  =  38, 
h  =  2,     X  =  16, 

y    =  S,       «   =   16, 

V  =  0,     p  =  1. 

'enn  dagegen  die  beiden  Flächen  ^*®^  Grads  in  einem  PunJcf 
gewöhnliche  Berührung  haben,  so  erhält  die  Curve  4^^^  Ord- 
ang  einen  Doppelpunkt,  und  ihre  CharaTcteristilcen  sind: 

n  =  A,  m  =  6 , 

r  =  Q,  g  =  Q, 

n  =2,  X  =  Q, 

y  ==  4:,  a  =^  4, 

ß  =0,  G=  0, 

H=l,  03=0, 

V  =  0,  jj»  =  0. 

aben  die  beiden  Flächen  2'^^  Grads  in  einem  Punkt  eine 
tationäre    Berührung ,    so    besitzt    die    Curve  4^^  Ordnung    eine 
^  ^^tze;  ihre  Charalcferistiken  iv erden 


n  =  4, 
r  =5, 
h  ==  2, 

y  =2, 


m  ==  4 , 
^  =2, 
X  =  2 
a  ==  1, 
G=0, 
(0  =  0, 
p  =0. 

Degenerationen  der  Baumcurve  4^^^  Ordnung  1^^^  Species  sind: 

1.  Eine  ebene  Curve  3*^"^  Ordnung  und  eine  Gerade,  welche 
>o  im  Raum  liegt,  dass  sie  die  Curve  in  einem  einzigen  Punkt 
schneidet. 

2.  Eine  Eaumcurve  ^^^^  Ordnung  und  eine  ihrer  Sehnen. 
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3.  Zwei  Kegelschnitte,  die  so  im  Eaum  liegen,  dass  sie  zwei 
Punkte  gemeinschaftlich  haben. 

Aus  dem  Satz  über  die  Anzahl  der  Kegel  2*^^^  Grads,  welche 
in  einem  Büschel  von  Flächen  2*^^  Grads  existiren,  folgt: 

Durch  jede  Curve  4^^^  Ordnung  P^^  Species  gehen  vier  Kege 
2^^""  Grads.     Poncelet. 

Eine  Curve  4*^^  Ordnung  1^^^  Species  kann  keine  dreifach  > 
Secante  haben. 

Jede  Ebene  des  EbenenMschels,  welches  zur  Axe  eine  Seim 
oder  Tangente  der  Curve  4*®^  Ordnung  1^^^  Species  hat,  schnddi 
die  Curve  in  zwei  Funkten,  deren  Verbindungslinie  die  Erzeugend 
einer  Fläche  <S*®^  Grads  ist,  auf  welcher  die  Curve  4^^^  Ordnung 
vollständig  liegt. 

In  einem  solchen  Büschel  gibt  es  vier  Berührung sebenen  o 
die  Curve  4^"  Ordnung. 

Acht  beliebig  im  Baum  gegebene  Punkte  bestimmen  eine  Cun 
4^^^  Ordnung  i*®""  Species. 

Ztvei  auf  derselben  Fläche  3^^  Grads  gelegene  Curven  4^' 
Ordnung  P^^  Species  schneiden  sich  in  acht  Punkten. 

Solche  acht  Punkte  sind  diejenigen,  in  welchen  sich  dr* 
Plächen  2*^^^  Grads  schneiden;  sind  sieben  von  ihnen  gegeben,  t 
lässt  sich  der  noch  fehlende  durch  lineare  Construction  bestimmcr> 
sie  bilden  eine  Gruppe  von  acht  associirten  Punkten;  durch  s 
gehen  unendlich  viele  Curven  4^^^  Ordnung.  Siehe  z.  B.  Hesst 
Crelle,  26;  Eeye,  ib.,  100;  Zeuthen,  ib.,  99;  Acta  math.,  12,  et 

Durch  sechs  Punkte  einer  Gruppe  von  acht  associirten  Punkti 
lege  man  die  Baumcurve  3^^^  Ordnung;  die  durch  die  beidi 
übrigen  Punkte  gehende  Gerade  ist  eine  Sehne  der  Curve  3^ 
Ordnung;  und  umgekehrt:  acht  Punkte  einer  Curve  4*®'*  Ordnwi 
welche  diese  Eigenschaft  besitzen,  sind  acht  associirte  Punkte. 

Durch  fünf  Punkte  einer  Curve  4^^^  Ordnung  P^^  Speu 
ziehe  man  alle  möglichen  Flächen  2'^^^  Grads,  tvelche  die  Cur* 
in  noch  drei  Punkten  schneiden.  Die  Ebene  dieser  drei  Punk 
geht  durch  einen  festen  Punkt  der  Curve. 

Man  habe  auf  einer  Curve  4*®'"  Ordnung  ztvei  Gruppen  Vi 
acht  associirten  Punkten,  im  Ganzen   also   16  Punkte;  wenn 
nun  möglich  ist,  acJd  von  ihnen  so  auszuwählen,  dass  sie  eine  ne* 
Gruppe  associirter  Punläe  bilden,  so  liefern  auch  die  übrigen  ac 
eine  Gruppe  associirter  Punkte. 

Man  ziehe  drei  Ebenen.,  tvelche  die  Curve  4^^^  Ordnung 
den  Punkten 
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-^1'    ■"!'    ^1'    ^l'i 

A^,  B^,   C^,  D^'i 
A^,  B^,   Cg,  Dg 

'iciden;  die  Ebenen  A^A2A^,  B^B^B^,  ^i^^C^*  -^1-^2-^3 
ifen  dann  die  Curve  in  weiteren  vier  FunMen,  welche  in  einer 
hene  liegen. 

Die  vier  Ebenen,  tvelehe  in  vier  in  einer  Ebene  gelegenen 
lüikten  osculiren,  schneiden  die  Curve  in  vier  Funkten  einer 
'hene.     Reye. 

Es  gibt    auf  der   Curve  4^^^  Ordnung  Tripel   von   Punkten 

,.A^,A^,  die  mit  der  Eigenschaft  begabt  sind,    dass  die  drei 

ihnen  osculirenden  Ebenen  sich  in  einem  Punkt  S  der  Curve 

i meiden ,    durch    welchen    auch    die  Ebene  A^A^A^  geht.     Der 

unkt  S  heisst  Begleitpunkt  (Satellit)  des  Tripels. 

Man  habe  eine  Curve  4^^^  Ordnung  auf  einer  Fläche  3^^ 
h'üds;  die  drei  Punkte  B^^  B^,  B^,  in  denen  die  durch  A^.,  A,^,  A^ 
ehenden  Erzeugenden  desselben  Systems  die  Curve  4^^  Ordnung 
lim  ziveiten  Mal  schneiden,  bilden  ebenfalls  ein  Tripel. 

Es  sei  0  ein  Punkt  der  Curve  4*®^  Ordnung;  die  drei 
^unkte,  in  denen  die  drei  Ebenen  OA^A^,  OA^A^,  OA^A^  die 
'''ve  ivieder  treffen,  bilden  auch  ein  Tripel. 

Die  drei  Punkte,   in  denen  die  drei  bez.  durch  A^,  A^,  A^ 
md  durch  eine  Secante  oder  durch  eine  Tangente  der  Curve  4^^^ 
'Ordnung    gehenden    Ebenen    die    Curve    von    Neuem    schneiden, 
nachen  wieder  ein  Tripel  aus. 

Um  für  eine  gegebene  Curve  4*®'"  Ordnung  ein  Tripel  von 
^unkten  zu  construiren,  kann  man  auf  die  folgende  Art  ver- 
ahren:  Man  nimmt  einen  Punkt  S  der  Curve  als  Begleitpunkt 
in,  und  projicirt  dann  die  Curve  4*®'  Ordnung  von  S  aus  auf 
nne  Ebene  in  eine  Curve  3*°^^  Ordnung;  die  durch  S  und  eine 
ler  Inflexionsgeraden  der  cubischen  Plancurve  gehende  Ebene 
schneidet  die  Curve  4*®'"  Ordnung  in  den  drei  Punkten  eines 
Tripels. 

Wir  haben  oben  gesagt,  däss  es  in  dem  Ebenenhüschel, 
dessen  Axe  eine  Sehne  der  Curve  4^^^  Ordnung  ist,  vier  Be- 
rührungsebenen an  die  letztere  gibt;  wir  wollen  die  vier  Be- 
nibrungspunkte  ein  Punktequadrupel  nennen. 

Bas    anharmonische    Vcrhältniss    dieser     vier    Ebenen  des 

Büschels  bleibt  beim  Variiren  der  Sehne,  welche  die  Axe  des 
Büschels  ist,  constant;  oder  auch: 

Pascal,  Eepertorium.  II.  17 
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Das  anJiarmonische  Verhältniss  der  vier  Funkte,  in  weichet 
die  Tangenten  in  den  vier  Punkten  eines  Quadrupels  die  den 
Quadrupel  zugehörige  Sehne  schneiden,  ist  constant. 

Die  durch  eine  Sehne  der  Curve  und  durch  je  einen  de 
vier  Punläe  eines  Quadrupels  gehenden  Ebenen  schneiden  di 
Curve  in  vier  Punkten,  die  ihrerseits  ein  Quadrupel  bilden. 

Die  vier  Seitenflächen  des  Tetraeders,  ivelches  die  vier  Punkt 
eines  Quadrupels  zu  Eckpunkten  hat,  schneiden  die  Curve  in  vie 
Pu/nkten  eines  zweiten  Quadrupels,  die  eben  die  vier  Punkte  sine 
in  denen  die  Curve  von  den  vier  Osculationsebenen  in  den  Punkte 
des  ersten  Quadrupels  getroffen  wird. 

Es  gibt  auf  der  Curve  4^^^  Ordnung  24  Punktepaare  vo 
der  Beschaffenheit,  dass  die  Osculations ebene  in  dem  einen  Punl 
des  Paares  durch  den  anderen  Punkt  des  Paares  geht,  und  im 
gekehrt. 

Man  hat  auch  die  Configuration  der  16  Berührungspunkte  de 
stationären  Ebenen  der  Osculationsdeveloppabelen  mit  der  Curv 
4ter  Ordnung  studirt,  d.  h.  der  16  Punkte  der  Curve  4*®'  On 
nung,  in  welchen  die  Osculationsebene  eine  Berührung  3*^'  Or( 
nung  mit  der  Curve  hat. 

Diese  16  Punkte  sind  die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  di 
vier  Seitenflächen  des  Polartetraeders,  d.  h.  des  Tetraeders,  welch 
die  Spitzen  der  vier  durch  die  Curve  4*®^  Ordnung  gehenden  Kcg 
zu  Eckpunkten  hat. 

Jede  Ebene,  welche  durch  drei  dieser  16  Punkte  geht,  en 
hält  auch  einen  vierten  von  ihnen,  der  übrigens  mit  einem  d' 
drei  in  Betracht  gezogenen  zusammenfallen  kann.  Man  erhä 
so  116  Ebenen. 

Die  16  Punkte  lassen  sich  durch  die  Symbole  (i,j)  da 
stellen,  worin  i,  j  =  0,  1,  2,  3  sind,  und  diejenigen  vier  Punk 
liegen  in  einer  Ebene,  für  welche  die  Summe  der  ersten  Indic 
und  die  der  zweiten  Indices,  jede  für  sich,  ^  0  (mod.  4)  sin 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Baumeurve  4*®'"  Ordnw 
i*®""  Species  lassen  sich  durch  elliptische  Functionen  eines  Par 
meters  ausdrücken:,  man  kann  insbesondere 

X  ==p(u),     y  =  p{u),     z  =  p\u) 

setzen,  icorin  p  die  bekannte  elliptische  Function  von  Weiersii 
bedeutet.     Vergl.  Bepert.  1,  Kap.  16,  §  4.     Vier  Punkte  in  ein 
Ebene  sind  alsdann  diejenigen,   für   tvelche  die  Summe  der  vi 
Argumente  ^  0  (mod.  2  a),  2w')  ist. 
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Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  wurde  die  Raumcurve  4*®* 
rdnung  l*^'"  Species  von  Harnack,  Math.  Ann.,  12;  Lange, 
'issert.,  Dresden,  1882  und  Schlömilch's  Zeitschr.,  28  studirt; 
ehe  auch  Halphen,  Fonct  ellipt.,   2,  p.  449  u.  ff. 

Die  Raumcurve  4*^^  Ordnung  l*^'^  Species  untersuchte  Chas- 
'S,  Compt  Bend.,  52,  54;  Reye,  Ann.  dl  mat.,  2;  Gegen- 
auer, Wien.  B  er  teilte.,  93;  Ameseder,  ib.,  37,  abgesehen  von 
m  anderen  bereits  oben  citirten  Autoren.  Wir  verweisen  auch 
if  Schröter,  Grundzüge  einer  rein  geometrischen  Theorie  der 
'aumcurve  4^^^  Ordnung  1*®^  Species,  Leipzig  1890,  worin  man 
och  viele  andere  Angaben  findet. 

Zu  dieser  Species  von  Curven  4*®'"  Ordnung  gehören  auch 
ie  sphärischen  Kegelschnitte,   von  denen  in  §  1   die  Rede  war. 

V^M      §  4.    Raumeurven  4*®""  Ordnung  2*^^^  Species. 

Die  Raumcurve  4*®^  Ordnung  2*®^  Species  ist  als  diejenige 
urve  4:^"  Ordnung  definirt,  durch  welche  nur  eine  einzige  Fläche 
''''  Grads   geht. 

Wenn  eine  Fläche  2*^"^  Grads  und  eine  Fläche  3*®^  Grads 
ine  ebene  Curve  2*^^  Ordnung  (zwei  Gerade  in  einer  Ebene 
der  einen  Kegelschnitt)  gemeinschaftlich  haben,  so  ist  im  All- 
emeinen der  übrig  bleibende  Schnitt  eine  Curve  4*^^  Ordnung 
*"  Species;  die  Curve  4*®''  Ordnung  2*^^^  Species  ist  dagegen  der 
testschnitt  einer  Fläche  2*^''  und  einer  3*^^^  Ordnung,  welche 
wei  windschiefe  Gerade  gemeinschaftlich  haben. 

Man  erhält  auch  eine  Curve  4*®^  Ordnung  2*®^  Species,  wenn 
ie  Flächen  2*®^  und  3*®^  Ordnung  eine  einzige  Gerade  gemein- 
chaftlich  haben,  welche  für  die  cubische  Fläche  doppelt  ist. 

Die  allgemeine  Fläche  3*®^  Ordnung  kann  man  durch  eine 
'indschiefe  Regelfläche  ersetzen;  d.  h.: 

Jede  Curve  4^^^  Ordnung  3^^  Species  lässt  sich  als  der 
'schnitt  einer  Fläche  ^*®^  Grads  und  einer  unndschiefen  cuhischen 
^läche  ansehen,  welche  eine  Sehne  der  Curve  zur  Doppeldirectrix 
dt.     Cremona. 

Jede  Curve  4^^^  Ordnung  2^^^  Species  kann  als  der  Ort  der 
^'inkte  hetrachtet  werden,  die  den  sich  entsprechenden  Ebenen 
rcier  projectiver  Büschel  gemeinschaftlich  sind,  von  welchen  das 
rste  einfach,  das  zweite  doppelt  involiitorisch  und  das  dritte  zu 
'em  zweiten  homographisch  ist.     Cremona. 

Bie  Projection  der  Curve  4*^^  Ordnung  2^^^  Species  auf  eine 
jb&ie  ist  im  Allgemeinen   eine  Curve  4^^''  Ordnung,    6^^^  Classe, 

17* 
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mit   drei   Boppelpmikten ,    vier    Boppeltangenten    und    sechs    In 
flexionspunkten. 

Wenn  das  Centrum  der  Frojection  auf  der  Curve  liegt,  Si 
erhält  man  eine  Curve  5*^^  Ordnung  und  4^"  Classe. 

Durch  die  Curve  4^^^  Ordnung  ^^^  Species  gehen  vier  Ken, 
3^^^  Ordnung  und  3^^^  Classe. 

Die    charakteristischen  Zahlen   füi*   die  Cui've  4*®'  Ordnun 
2*®^  Species  sind: 

n  ==  4:,     m=?  ß, 

r  =  6,  g  =  ß, 

h  =  3,  X  =  Q , 

y  =  4>  a  =  4, 

ß  =0,  G=  0, 

H=0,  03  =  0, 

t,  ==  0,  p  =  0. 

Alle  Erzeugenden   des    einen    der    beiden  Systeme   auf   d 
Fläche    zweiten    Grads    werden    von    der  Curve  4*^^^  Ordnung 
drei  Punkten,  und  alle  diejenigen  des  anderen  Systems  in  eine 
einzigen  Punkt  geschnitten;  siehe  §   1;  daraus  folgt: 

Die  Curve  lässt  ein  einfach  unendliches  System  von  dn 
fachen  Secanten  zu. 

Es  gibt  vier  Punkte,  in  welchen  die  Tangente  an  die  Cur 
die  Curve  noch  einmal  schneidet. 

Die  Curve  kann  speciell  eine  oder  auch  zwei  stationäre  Tu 
genten  oder  lineare  Inflexionen  (t;  =  1,  2)  haben,  was  1 
«Curven  4*®"^  Ordnung   1*^^  Species  nicht  der  Fall  sein  kann. 

Die  char akter istiscJien  Zahlen  für  diese  speciellen  Fälle  sih 

w  =  4 ,  m=  5, 

r  =^  6 ,  <7  =  4 , 

/;  =  3,  a?  =  5, 

y  =  4:,  a  =  2, 

ß  =0,  G=0, 

H=0,  aj  =  0, 

2-    =   1  ^       ^;    ==  0 
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n  =  4,     m=  4:, 
r  =  6,     g  =  3, 

h      =     '6,  X     =    4:, 

ij  =  4,     ci  =  0, 
ß^O,     G=0, 

V  =2,     p  =0. 

i         Degenerationen  der  Baumcurve  4*®^  Ordnung  2^^^  Species  sind: 
Yfm  1.    Eine  Baumcurve  3^^^  Ordnung  und  eine  Gerade,  welche 
"  in  einem  einzigen  Punkt  schneidet. 

2.  Zivei  Kegelschnitte,  welche  einen  einzigen  Funkt  gemein- 
chaftlich  haben. 

Das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Ebenen,  ivelche  durch 
ier  Punkte  der  Ourve  und  durch  eine  beliebige  dreifache  Secante 

|^|i  Ourve  gehen,  bleibt  beim  Variiren  der  dreifachen  Secante  con- 
^^f.     Man    kann   es   daher  das   anharmonische   Verhältniss  der 
ier  Punkte  der  Curve  4*®^  Ordnung  nennen. 

Auf  einer  Fläche  2*®"^  Grads   kann    man  zwei  Systeme  von 

.^^ven  4*®"^  Ordnung  2*®^  Species  aufzeichnen,  je  nachdem  diese 

l^fren  die  Erzeugenden  des  einen  Systems  (das   1*®  System)  in 

e  einem    und    die    des  anderen    Systems  (das  2*®  System)  in  je 

Irei  Punkten  treffen  oder  umgekehrt. 

Zwei  Curven  4^^  Ordnung,  welche  verschiedenen  Systemen 
(ngehören,  schneiden  sich  in  zehn  Punkten  und  zivei  Curven  des- 
selben Systems  in  sechs  Punkten. 

Eine   Curve   4^^^  Ordnung  1^^^  Species  und   eine   solche  3^^^ 
■  Species,  welche  auf  derselben  Fläche  2^^^  Grads  beschrieben  sind, 
ifen  sich  in  acht  Punkten. 

Eine  Baumcurve  5*®^  Ordnung  und  eine  Curve  4*®^  Ordnung 
'^^"^  Species,  die  auf  derselben  Fläche  2^^^  Grads  aufgetragen  sind, 
■  ~d  von  welchen  jede   dieselbe  Erzeugende   der  Fläche  in   einem 
^wtgigen  Punkt  trifft,  schneiden  sich  in  fünf  Punkten. 
^^H    Wenn  dagegen  die  Curve  5*®^  Ordnung  dieselbe  Erzeugende 
Wmzwei   Punkten    und    die    Curve    4*®^  Ordnung    in    nur    einem 
Punkt  trifft,   so   haben  die   beiden  Curven  sieben  Punkte  gemein- 
schaftlich. 

1    Durch  acht  beliebige  Punkte  des  Baums  gehen   vier  Curven 
Ordnung  2^^^  Species. 
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Durch  sieben  Punkte  auf  einer  Fläclie  2^^^  Grads  lassen 
sicJi  zwei  Curven  4*®^  Ordnung  2^^^  Species  ziehen,  die  auf  dieser 
Fläche  2^^^  Grads  liegen. 

Von  einem  Punli  P  der  Curve  aus  können  drei  Osculations- 
chenen  an  die  Curve  gezogen  werden;  die  drei  Berührungs- 
XmnMe  liegen  in  einer  durch  P  gehenden  Ebene,  welche  die 
harmonische  Polarebene  der  durch  P  gezogenen  dreifachen  Secantc 
in  Bezug  auf  das  Breiflach  der  drei  Osculationsebenen  ist  lieber 
die  Definition  der  harmonischen  Polarebene  siehe  die  Anm.  zu 
§  2   dieses  Kapitels. 

Variirt  man  den  Punkt  P,  so  hüllt  die  Ebene  der  drei  Be- 
rührungspunkte einen  Kegel  2^^^  Ordnung  ein.     Cremona. 

Man  nennt  diejenigen  Sehnen  der  Curve,  durch  welche  sieb 
zwei  Osculationsebenen  von  der  Beschaffenheit  an  die  Curve  leger 
lassen,  dass  die  Berührungspunkte  die  Schnittpunkte  der  Sehnei 
mit  der  Curve  sind,  Hauptsehnen.     Bertini. 

Es  gibt  drei  Hauptsehnen ;  sie  schneiden  sich  in  demselben  Punkt 

Durch  einen  Punkt  des  Raums  gehen  drei  Sehnen  dei 
Curve  {h  =  3);  wenn  man  nun  durch  diesen  Punkt  und  durcl 
die  sechs  Tangenten  an  die  Curve  in  den  sechs  Schnittpunktei 
mit  den  Sehnen  Ebenen  legt,  so 

berühren   diese   sechs  Ebenen  denselben  Kegel  2^^^  Ordnung 

Es  gelten  ferner  die  Sätze: 

Die  sechs  von  einem  Punkt  an  die  Curve  gezogenen  Oscu 
lationsebenen  berühren  denselben  Kegel  2'^^^  Grads. 

Die  acht  Geraden,  welche  durch  einen  Punkt  des  Baum 
sich  nach  den  Berührungspunkten  der  vier  durch  diesen  Punl 
gelegten  Boppeltangentialebenen  ziehen  lassen,  sind  Erzeugend 
eines  Kegels  2^^"^  Grads.  \ 

Die  Osculationsebenen  der  Curve  berühren  eine  Fläclie  2^ 
Grads,  deren  Tangentialebenen  die  Curve  in  vier  eine  äquianliai 
monische  Gruppe  bildenden  Punkten  schneiden.  Diese  Fläche  2^ 
Grads  ist  in  die  Osculationsdeveloppabcle  der  Curve  eingeschrieben 
Cremona. 

Die  Ebenen,  welche  die  Curve  4*®^  Ordnung  in  vier  eit' 
harmonische  Gruppe  bildenden  Punkten  schneiden,  hüllen  eh 
Sleincr'sche  Fläche  (4^^^  Ordnung  und  3^^  Classe),  siehe  Kap.  V. 
§  9,  ein,  ivelche  der  Osculationsdeveloppabelen  der  Curve  4*®'"  Ort 
nung  eingeschrieben  ist.     Cremona. 

Wir  wollen  das  Büschel  von  Ebenen  betrachten,  dessen  A> 
eine  Gerade  ist,  welche  die  Curve  4*®^  Ordnung  in  zwei  Punktt 
schneidet;  der  Ort  der  Geraden,  icelche  die  beiden  anderen  Punk 
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rbindet,  in  denen  eine  jede  Ebene  die  Curve  4*®^  Ordnung 
iff't,  ist  eine  ivindschiefe  Begelfläche  3^^^  Ordnung,  deren  I)oppel- 
irectrix  die  Axe  des  Ebenenbüscliels  ist. 

Aus   den    Tabellen   im   Anfang   dieses   Paragraphen    ersieht 

lan,   dass    die    Curve    4*^^  Ordnung  2*®^  Species    vier    stationäre 

•ulationsebenen  hat  (a  =  4);  nun  gelten  die  Sätze: 

Die  vier   Tangenten  in   den  vier  stationären  PunJden   (wir 

ennen  die  Berühi'ungspunkte    der   stationären  Ebenen  stationäre 

'linkte)  liegest  auf  demselben  Hyperboloid. 

Die  vier  stationären  Punkte  gehören  der  Knotencurve  (6^^^ 
h-dnung)  der  Osculationsdeveloppahelen  an  (Kap.  9,  §  l);  in 
'men  sind  die  stationären  Ebenen  zugleich  auch  Osculationsebenen 
i>  die  Knotencurve. 

Die  Knotencurve  hat  ebenfalls  vier  stationäre  Punkte  und 
ne  anderen  mehrfachen  Punkte;  sie  ist  der  Schnitt  einer  Fläche 
'^  mit  einer  Fläche  3^^^  Ordnung,  iv eiche  in  vier  Punkten  eine 
fionäre  Berührung  haben. 

Bie  Ourve  4*®^  Ordnung  ^^^^  Species  schneidet  die  entsprechende 
uwtencurve  in  acht  Punkten,    von    iv eichen    vier  die  stationären 
.PjißMe  der  Curve  4*®^  Ordnung  und   die  übrigen  vier  die  statio- 
'm  Punkte  der  Knotencurve  sind. 


■ 


Die  Existenz  der  Curven  4*^"^  Ordnung  2*®^  Species  haben 
Salmon  und  Cayley  nachgewiesen,  Cambr.  Matli.  Journ.,  5, 
1850,   später  Steiner,   Flächen  3^^^  Grades,   Grelle,  53,  1857. 

Die  erste  bedeutende  Arbeit  über  den  Gegenstand  ist  von 
("remona,  Acc.  Bologna,  1861  oder  Ann.  di  Tortolini,  4;  dann 
folgten  Emil  Weyr  mit  vielen  Beiträgen,  Math.  Ann.,  4;  Wien. 
Berichte,  1871,  75,  76,  78;  Bertini,  Ist.  Lomb.,  1872;  Arme- 
nante,  Giorn.  di  mat.,  11,  12;  Eohn,  Leipz.  Ber.,  1890/91  und 
viele  Andere. 

Bez.  der  Curve  4*^''  Ordnung  2*^^^  Species  hat  Study,  Leipz. 
Berichte,  1886  gefunden,  dass,  wenn  ein  Punkt  des  Raums  ge- 
geben ist,  auf  der  Curve  eine  Involution  4*®^  Ordnung  und  l*^'^ 
Stufe  bestimmt  ist;  ein  specieller  Fall  dieser  Involution  war 
schon  Bertini  (1.  c.)  bekannt.  Sie  ersetzt  gewissermassen  das 
Fehlen  jener  anderen  Involution,  die  auf  den  rationalen  Raum- 
curven von  der  Ordnung  w  >  4   existirt.      Siehe  §  6. 

Die  sogenannte  Theorie  der  Osculanten  steht  in  Verbindung 
mit  der  Theorie  dieser  Involutionen.  Vergl.  Jolles,  Theor.  der 
Osculanten,  Aachen,   1886;  Stahl,  Grelle,   101,  104. 
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Ausführlicliere  historisclie-  und  Literaturnachweise  findet  mac 
in  der  Vorrede  zu  einer  neueren  Arbeit  Berzolari's  über  diesen 
Gegenstand,  Ann.  di  mat.,  20.  Berzolari  bewies,  dass  die  in 
Jlede  stehende  Involution  die  apolare  derjenigen  ist,  die  mari 
durch  Schnitte  der  Curve  mit  den  durch  den  gegebenen  Funh 
gehenden  Ebenen  erhält. 

lieber  die  weiter  oben  (S.  260,  261)  besprochenen  specieller 
Fälle,  in  denen  die  Curve  stationäre  Tangenten  besitzt,  siehe  Cre- 
mona,  Bend.  Ist.  Lomb.,  1868;  Appell,  Compt.  Bend.  1876;  etc 


§  5,   Die  Raumcurven  5*^'*,  6*^^  etc.  Ordnung. 

Die  Curven  5^^^  Ordnung. 

Wie  wir  schon  gesagt  haben  (siehe  Kap.  9,  §  3),  gibt  e 
drei  Familien  von  Raumcurven  ö*®*"  Ordnung,  eine  mit  4  schein 
baren  Doppelpunkten  und  vom  grössten  Geschlecht  2,  die  ander» 
mit  5  scheinbaren  Doppelpunkten  und  vom  grössten  Geschlecht  " 
und  die  dritte  mit  6  scheinbaren  Doppelpunkten  und  vom  Ge 
schlecht  0.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  Curven  kein- 
wirklichen  Singularitäten,  d.  h.  wirkliche  Doppelpunkte,  Spitzer 
etc.  haben  dürfen. 

Wir    wollen    diese    Curven    mit    B^^,  JRg^  B^^    bezeichne! 

Durch  jede  Baumcurve  5*®^  Ordnung  gehen  unendlich  viel 
Flächen  3^^  Ordnung. 

Die  charaJcteristischen  Zahlen  für  B^^  sind: 

r  =12,  X  ==  48, 

m=  21,  ^  =  32, 

n  =4,  «  ==  32, 
g  =  156. 

Die  übrigen  charakteristischen  Zahlen  sind  Null. 

Von  jedem  Punkt  der  Curve  B-^  geht  eine  dreifache  Secan 
der  Curve  aus. 

Die  Curve  ist  der  theiliveise  Schnitt  einer  Fläche  2'^^^  un 
einer  Fläche  3^^  Ordnung,  ivelche  eine  die  Curve  dreimal  sehne 
dende  Gerade  gemeinschaftlich  haben. 

Der  Ort  der  dreifachen  Secanten  der  Curve  ist  die  Fläch 
^*®"  Grads,  auf  welcher  die  Curve  liegt. 

Es  existiren  acht  Punkte  von  der  Beschaffenheit,  dass  d< 
in  ihnen  an  die  Curve  gelegten  Tangenten  die  Curve  auch  son- 
noch  treffen  (A  =  8,  vergl.  Kap.  9,  §  4). 


§  5.    Die  Raumcurven  5.  0.  265 

Es  gibt  96  Funkte,  in  denen  sich  drei  nicht  unendlich  nahe 
'gende  Tangenten  schneiden  (dreifache  Punkte  der  Knotencurve 
r  Dcveloppahelen). 

Es  gibt  72  OsciäaHonsehenen^  iv eiche  die  gegebene  Curve 
It  andersivo  berühren. 

Die  Curve  BrJ^  hat  keine  vierfachen  Secanten. 

Die  Curve  It^^  kann  man  sich  aus  drei  projectiven  Büscheln 

itstanden  denken,  von  denen  das  eine  aus  Flächen  2^^^  Ordnung 

ad  die  beiden  anderen  aus  Ebenen  bestehen;  die  Fläche  2^^  Ord- 

»uj,  welche  durch  i^^^  geht,    wird  durch  die  Schnitte   der  sich 

lisprcchenden  Ebenen  der  beiden  Ebenenbüschel  erzeugt. 

jRg^  kann  auch  definirt  iverden  als  der  theilweise  Schnitt 
reier  Flächen  3^^  Ordnung,  welche  ausserdem  eine  Baumcurve 
"^^  Ordnung  1^^^  Species  gemeinschaftlich  haben.  Diese  letztere 
'n-rfi  iyifft  Ji^  acht  mal. 


Die  charakteristischen  Zahlen  für  B-^^  sind: 

r  =  10, 
m==  lö , 
h  ==  5, 
9  —  70, 
X'  =  30, 
ij  =  20, 
a  =  20. 

Diese  Curve  lässt  sich  als  der  partielle  Schnitt  zweier  Flächen 
'^^^  Ordnung  ansehen,  welche  sich  ausserdem  in  einer  Curve  4^^^ 
hdnung  2^^""  Species  treffen. 

Von  jedem  Punkt  der  Curve  kann   man  zwei  dreifache  Se- 
'fen  durch  sie  ziehen. 

Es  gibt  10  Tangenten  der  Curve,  welche  sie  ausserdem  noch 
lerswo  schneiden. 

Es  existiren  30  Osculationsebenen,  ivelche  die  gegebene  Curve 
'h  anderswo  berühren. 

Es  gibt  40  Schnittpunkte    von    drei    nicht   unendlich   nahen 
ngenten  an  die  gegebene  Curve. 
Der  Ort  der  dreifachen  Secanten  von  B^^  ist  eine  Begelfläche 
>^^^  Ordnung. 

BrJ  hat  keine  vierfache  Secante. 
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Die  charakteristischen  Zahlen  für  i?5^  sind: 

r  =  8, 
m  ==  9 , 
h  =  6, 
r;  =20, 
X  =  16, 
^=12, 

DT    =    8. 

Durch  jeden  Funkt  der  Curve  gehen  drei  dreifache  Secantett 

Es  gibt  12  Tangenten,  iv eiche  die  Curve  noch  sonstw 
schneiden. 

Es  existiren  12  Osculationsehenen ,  tvelche  die  Curve  auc 
sonst  noch  berühren. 

Es  gibt  acht  Punkte,  in  welchen  sich  drei  nicht  unoidUc 
nahe  Tangenten  der  Curve  schneiden. 

Die  Curven  B^^  unterscheiden  sich  in  zwei  Species,  iceJch 
dadurch  charakterisirt  werden,  dass  die  erste  eine  einzige  vierfac 
schneidende  Gerade  enthält,  während  die  andere  deren  unendli< 
mele  besitzt,  die  eine  Fläche  2^-'^  Grads  bilden. 

Jede  B'^  der  ersten  Species  lässt  sich  als   Ort   des  Punkt 
ansehen,    welcher    den    sich    entsprechenden    Ebenen    dreier  pr< 
jectiver  Büschel  gemeinschaftlich  ist,   von  denen  zwei  doppelt  un 
■  das  dritte  einfach  involutorisch  sind. 

Die  J?5°  der  zweiten  Species  kann  als  Ort  des  Punkts  au 
gefasst  werden,  in  tvelchem  sich  die  entsprechenden  Ebenen  drei' 
projectiver  Büschel  schneiden,  von  denen  zivei  einfach  und  di 
dritte  dreifach  involutorisch  sind. 

Jede  i?5^  der  ersten  Species  ist  der  theilweise  Schnitt  zwei* 
Flächen  3^^^  Ordnung,  welche  ausserdem  noch  eine  Baumcur 
3^^'  Ordnung  und  eine  Gerade,  welche  diese  Baumcurve  nie 
schneidet,  gemeinschaftlich  haben;  oder  auch  der  theilweise  Sehn 
ztceier  Begel flächen  3^^'  Ordnung,  tvelche  ausserdem  eine  Doppt 
gerade  und  zwei  andere  Gerade  gemeinschaftlich  haben,  von  den* 
die  eine  die  Doppelgerade  schneidet  und  die  andere  nicht. 

Die  BrJ^  der  zweiten  Species  ist  der  partielle  Schnitt  ein 
Fläche  2^^^  Grads  mit  einer  Begelfläche  4^^  Ordnung,  welche  ei 
vierfache  Secante  von  Br^  zur  dreifachen  Geraden  hat. 

Die  dreifachen  Secanten  einer  B-J^  der  ersten  Species  bild' 
eine  Begelfläche  8^^^  Ordnung,  für  tvelche  B^  dreifach  und  o 
vierfache  Secante  von  B^^  vierfache  Gerade  ist. 
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Von  dem  Standpunkt  der  Classification  der  Raumcurven 
irf  man  die  zweite  H^^  nicht  als  Repräsentantin  einer  von  der 
sten  7?5^  verschiedenen  Familie  ansehen,  sondern  als  speciellen 
ill  von  ihr.  Siehe  darüber  Halphen,  Journ.  de  VEcole  2)olyt., 
2,  p.  12. 

Die  Curven  5*^^  Ordnung  untersuchte  zuerst  Cayley,  Compt. 
cnd.,  54,  58,  1862,  1864;  Coli.  Math.  Pap.,  5,  p.  15,  24; 
»äter  R.  Sturm,  Synthetische  Untersuchungen  über  Flächen  <5*®^ 
rdn.,  Leipzig  1867,  da,  wo  er  die  Curven  studirt,  die  auf  der 
lache  3*®^  Ordnung  liegen;  dann  folgten,  bez.  der  -Rg^,  Bertini, 
nllect.  math.  in  memoriam  D.  Chelini,  Mediolani,  1881;  Ber- 
'lari,  3Iem.  Lincei,  1893  und,  bez.  der  i^g-^,  Emil  Weyr, 
Hener  Berichte,  90,  2.  Abth.,  1884,  p.  206;  92,  2.  Abth.,  1885, 
498;  97,2. Abth.,1889,p.592undMontesano,^cc.JVai>o/i  1888. 


^  Curven  6^^^  Ordnung. 

Es  gibt  fünf  Familien  von  Raumcurven  6*^^^  Ordnung,  welche 
urch  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  charakterisirt 
erden.  Siehe  Kap.  9,  §  3.  Durch  jede  von  ihnen  geht  immer 
im  Fläche  3^^^  Ordnung.  Die  wichtigste  ist  vom  Geschlecht  4 
nd  der  vollständige  Schnitt  einer  Fläche  ^^^  mit  einer  Fläche 
'"  Ordnung.  Diese  Curve  ist  speciell  für  die  Theorie  der 
Lbel'schen  Functionen  vom  Geschlecht  4  von  Bedeutung;  sie 
3istet  dieser  Lehre  dieselben  Dienste,  wie  die  ebene  Curve 
*^'  Ordnung  den  Aberschen  Functionen  vom  Geschlecht  3. 

BDie  charaJcteristischen  Zahlen  für  diese  Curve  sind: 
r  =  18, 
m=36, 
h  =  6, 
r/  =531, 
X  =  12^, 
^—96, 
a  =  60. 
Durch   jeden    ihrer    Punhte   gehen   zwei    dreifache    Secanten 
''die  beiden  Geraden  der  Fläche  2^^"^  Grads,  auf  welcher  sie  liegt). 
Die  Anzahl  der  Tangenten,   die  auch   sonst  noch  schneiden, 
'beträgt  24. 

Die  Anzahl  der  Oscidationsehenen ,  die  sonst  noch  berühren, 
■^^  324. 

Die  Osculatimisdeveloppabele  hat  480  dreifache  Punlie. 
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Die  Curve  besitzt  120  dreifache  Tangentialebenen  und  l'anfi 
selbstverständlich  keine  vierfache  Secante  haben. 

Man  hat  angefangen,  die  Configuration  der  120  dreifacher 
Tangentialebenen  der  Raumcurve  6*®^  Ordnung  und  der  360  zu 
gehörigen  Berührungspunkte  zu  studiren.  Diese  Configuratioi 
ist  für  das  Geschlecht  p  =  4  als  eine  Erweiterung  dessen  zi 
betrachten,  was  die  Configuration  der  28  Doppeltangenten  de 
ebenen  Curve  4*®'"  Ordnung  für  das  Geschlecht  jj  =  3  ist. 

Die  360  Berührungspunkte  der  Curve  6^^  Ordnung  mi 
ihren  dreifachen  Tangentialebenen  liegen  zu  je  12  auf  3213( 
Flächen  ^*«^  Grads. 

Diese  Flächen  <S*®^  Grads  lassen  sich  in  Paare  vereinige, 
und  es  gibt  acht  verschiedene  Arten  solcher  Paare;  ein  Paar  erste 
Art  ist  durch  die  Eigenschaft  ausgezeichnet,  dass  vier  andere  de 
Flächen  2'^^^  Grads  existiren,  ivelche  jede  der  beiden  gegebene 
Flächen  in  6  Punkten  (auf  der  Curve  6^^^  Ordnung)  treffet 
und  dass  es  ferner  16  andere  Flächen  2^^^  Grads  gibt,  welcl 
eine  der  beiden  Flächen  des  Paars  in  6  Punkten  und  die  ande) 
nur  in  drei  Punkten  (auf  der  Curve  6^^^  Ordnung)  schneidet 
während  dagegen  Flächen  2'^^^  Grads,  welche  die  entgegengesetzt 
Eigenschaft  hätten,  nicht  existiren.  Wie  man  sieht,  besitzt  alt 
dieses  Paar  eine  gewisse  Asymmetrie. 

Wir  begnügen  uns  mit  diesen  Hinweisen;  Näheres  find» 
man  bei  Pascal,   Bend.  Lincei,  1.  Sem.,    1893  p.  204  u.  231 

Wenn  man  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  kennt,  von  welch 
die  Bestimmung  der  120  dreifachen  Tangentialebenen  der  Bai'^ 
curve  6^^^  Ordnung  abhängt,  so  zerfallen  die  übrigen  118 
54  -j-  64  und  die  Gleichung  der  64  hat  zur  Besolvente  d 
Gleichung  der  54,  ivelche  sich  ihrerseits  nach  Auflösung  ein> 
Gleichung  27^^^  Grads,  welche  keine  Besolventen  niedrigeren  Gro- 
hat,  in  27  quadratische  Factoren  zerlegen  lässt. 

Kennt  man  drei  Wurzeln,  so  hängt  das  Problem  tioch  vi 
einer  Gleichung  27^^^  Grads  ab,  welche  keine  Besolventen  niedt 
geren  Grads  hat.  Dieses  Theorem  ist  dem  Satz  über  die  2 
Doppeltangenten  der  ebenen  Curve  4*®"^  Ordnung  oder  der  2 
Geraden  der  Fläche  3*^^^  Ordnung  analog.  Siehe  Pascal,  Ben 
Lincei,  1.  Sem.,   1893,  p.  120. 

Mit  den  Raumcurven  6*^^^  Ordnung  befassten  sich:  Clebsc 
Grelle,  63;  Baule,  Dissert.  Göttingen.,  1872;  Emil  Weyr,  Wim 
Berichte,  99,  2.  Abth.,  1890,  p.  932;  100,  2.  Abth.,  1891,  p.  45 
Noether,  Grelle,  93;  London,  Math.  Ann.,  45;  Petot,  Cokxj 
Bend.,  102,  etc. 
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Was  die  Ciu'ven  7*^^  Ordnung  anlangt,  so  verweisen  wir  auf 
(Uiard  Weyr,  Wien.  Ber.,  69,  2.  Abth.,  1874,  p.  399;  von 
er  Curve  9**^^  Ordnung,  welche  der  vollständige  Schnitt  zweier 
lachen  3^^^  Ordnung  ist  (d.  h.  die  Basiscurve  eines  Büschels 
(bischer  Flächen),  geben  wir  hier  die  charakteristischen  Zahlen 
:i.     Sie  sind: 

r  =  36, 

h  =  18, 
f,  =  3006, 
X  =  576, 
p  =  504, 
a  ==  144, 
2:>  ==10. 
urcli  jeden  PiinM  der  Curve  gehen  11  dreifache  Secanten. 
Es  giht  144  Tangenten,  die  noch  sonst  sclmeiden  und  2160 
idütionsebenen,  die  noch  anderswo  herüliren.  • 
Es  cxistiren  3360  dreifache  Tangentidlehenen. 
Die  verschiedenen  Degenerationen  dieser  Curve,  des  Schnittes 
zweier  Flächen  3*®^  Ordnung,  sind  sänuntlich  bei  R.  Sturm  an- 
-  geben,  Flächen  3.  Ordn.,  Leipzig  1867. 

^^^■jl  §  6.    Die  rationalen  Baumcurven. 

Die  Curven  vom  G-escIüeclit  Null  heissen  rational  oder  auch 
anlcurscü.  Man  hat  ihre  allgemeinen  Eigenschaften  festgestellt. 
Wir  geben  im  Folgenden  einige  der  elementarsten  Sätze,  die 
sich  speciell  auf  ihre  charakteristischen  Zahlen  beziehen.  Selbst- 
verständlich wird  vorausgesetzt,  dass  die  Curve  keine  singulären 
Punkte  besitzt. 

Bie  Osculationsdevelojiipabele  einer  rationalen  Baumcurve  n^^^ 
Ordnung  ist  von  der  Ordnung  2{n  —  l). 

-Es   gibt    (n  —  l)^    Gerade,    die    zwei    willMrliche    Gerade 

treffen  und  die  Curve  in  zwei  Punkten  schneiden. 

W     Eine  bewegliche  Gerade,  welche  eine  feste  Gerade  trifft  und 

die  Curve  ziveimal  schneidet,   beschreibt  eine   ivindschiefe  Fläche 

'•on  der  Ordnung  {n  —  1)^,  für  ivelche  die  feste  Gerade  vielfach  von 

■Ur  Ordnung ~ —und  die  gegebene  Curve  vielfach   von 

der  Ordnung  n  —  1  ist,  und  ivelche  2  (n  —  l)  {n  —  2)  Cuspidal- 
punkte  hat,  die  auf  der  rationalen  Curve  liegen. 
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Die  rationale  Curve  hat  offenbar 

{n  —  l){n  —  2) 

~~~~    2     ' 
scheinbare  Doppelpunkte. 

Ui 2)  (n  3) 

Durch  jeden   ihrer   Punkte   gehen -~ dreifach 

Secanten. 

TP       -x,,  (n-2){n-3y{n-4:) 

Es  gibt vierfache  Secanten. 

Die  von  den  dreifachen  Secanten  gebildete  windschiefe  Fläch 
ist  von  der  Ordnung 

(n  —  1)  {n  —  2)  {n  —  3) 
_ 

Die  Classe  der  Curve  ist  die  3(n  —  2)*®. 
Durch  jeden  Punkt  der  Curve  gehen  S(n  —  3)  in  andere. 
Punkten  oscuUrende  Ebenen. 

Durch  jeden  Punkt  des  Baums  gehen 

2(n  —  2)(n  —  3) 

Doppeltangentidlebenen. 

Durch  jeden  Punkt  der  Curve  gehen 

2(w  — 3)(w  — 4) 

in  zwei  anderen  Punkten  berührende  Ebenen. 

Jede  Tangente  tvird  von  2(n  —  3)  anderen  Tangenten  ih 
troffen. 

Die  Curve  hat  4(w  —  3)  stationäre  Ebenen. 

Es  gibt  6  (w  —  3)  (w  —  4)  Osctdationsebenen,  die  auch  sori 
noch  berühren. 

Es  existiren  2{n  —  2)  (w  —  3)  Tangenten,  ivelche  die  Cim 
noch  sonstwo  schneiden. 

Die   Curve  hat  — -^—^ — — Biiangentialebenei 

o 

Eine  wichtige  Eigenschaft  der  rationalen  Curven  betrifi 
die  auf  diesen  Curven  existirende  sogenannte  Fundamenta 
involution: 

Die  Coordinaten  x^,  x.2,  x^,  Xj^  eines  Punkts  der  Curve  lasse 
sich  als  rationale  Funktionen  eines  Parameters  A  mittelst  d( 
Relationen 

^1  ^  «?, 

X^  ^=z  bx, 


X^  CXf 


Xa=z  dx 
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sdrücken,  worin  unter  a^^hx^  "  ■  in  symbolischer  Bezeichnung 
näre  Formen  w*®"  Grads  verstanden  werden.  Man  construirt 
m  die  n  —  3  Formen  n^^^  Grads,  die  zu  jeder  der  vier  ge- 
benen  und  mithin  zu  jeder  beliebigen  Form  des  durch  diese 
er  Formen  individualisirten  Systems  apolar  sind.     Siehe  Kap.  2. 

Das  durch  die  n  —  3  so  gebildeten  Formen  individualisirte 
leare  System  stellt  dann  eine  Involution  (siehe  Kap.  2)  von 
ruppen  von  n  Punkten  auf  der  gegebenen  Curv^e  dar.  Man 
it  also: 

Auf  der  gegebenen  rationalen  Curve  existirt  eine  Involution 
'  Ordnung  und  (n  —  4)*^^^  Stufe,  deren  Gruppen  von  n  Punkten 
loJar  zu  allen  Gruppen  von  n  Punkten  sind,  die  von  einer  he- 
Ugen  Ebene  des  Baums  auf  der  Curve  ausgeschnitten  werden. 

Diese  Involution  hat  Stahl  fundamental  genannt. 

Für  w  =  4  reducirt  sich  die  Involution  offenbar  auf  eine 
ruppe  von  nur  4  Punkten.  Bei  der  (rationalen)  gewundenen 
nrve  4*®'  Ordnung  2^^^  Species  ivird  diese  Gruppe  von  vier 
iktcn  durch  die  vier  Berührungspunkte  der  stationären  Oscu- 
Aionsebenen  gebildet  (siehe  §  4).  In  diesem  Fall  treten  jedoch 
och  andere  Involutionen  auf,  die  im  Allgemeinen  Study  ge- 
mden  hat,  wie  schon  in  §  4  gesagt  wurde. 

Zum  Studium  der  Fundamcntalinvolution  auf  den  rationalen 
urven  ist  besonders  Stahl  zu  empfehlen,  Grelle,  104;  Math, 
inn.,  40.  Andere  Arbeiten  über  die  rationalen  Curven  sind  von 
Imil  Weyr,  Giorn.  di  Batt.,  9;  Ann.  di  mat,  4;  Grelle,  74;  Ist. 
•mh.,  1882;  Prag.  Berichte,  1882,  etc.;  Korndörfer,  Math. 
.*in.,  3;  Brill,  ib.,  36;  etc.  Berzolari,  Ann.  di  mat,  21 
ehnt  einige  der  vorstehenden  Betrachtungen  auf  die  rationalen 
urven  in  einem  Raum  von  einer  beliebigen  Anzahl  von  Dimen* 
lonen  aus. 


Kapitel  XI. 
Die  Flächen  S^^r  Ordnung. 

§  1.    Allgemeines.     Die  Fläclien  mit  Doppelpunkten. 
Geometrische  Erzeugung. 

Die  allgemeine  Fläche  3^^^  Ordnung  ist  von  der  Jf^*®^  Class 
Der  aus  einem  heliehigen  Punkt  des  Baums  heschriebene  Ta 
gentenkegel  der  Fläche  ist  im  Allgemeinen  von  der  6^^^  Ordnw 
und  besitzt  sechs  BücMehrkanten,  aber  keine  eigentliche  Bopp* 
kante.     Die  parabolische  Curve  ist  von  der  i^*®^  Ordnung. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  allgemeinen  Fläche  3^^^  Or 
nung  enthält  19  nicht  homogene  Coefficienten. 

Auf  einer  allgemeinen  Fläche  5*^^  Ordnung  gibt  es  27  Gerai 

Wenn  eine  Fläche  5*"  Ordnung,  eine  Doppcllinie  hat, 
kann  diese  nur  eine  einzelne  Gerade  sein;  in  diesem  Fall 
jedoch  die  cubische  Fläche  eine  Regel  fläche. 

Bei  einer  solchen  Fläche  3^^^  Ordnung  gibt  es  auf 
Doppelgeraden  zwei  uniplanare  Punkte  (siehe  Kap.  9,  §  4); 
ßnderen  sind  biplanar. 

Eine  Fläche  3^^^  Ordnung  kann  höchstens  vier  Doppelpwii 
haben. 

Eigentliche  abivickelbare  Flächen  5*®""  Ordnung  gibt  es  nii 
sondern  nur  uneigentliche,  tvie  die  Kegel  und  Cylmder  c 
Ordnung. 

Wir  lassen  hier  eine  Classification  der  verschiedenen  Ari 
von  Flächen  3*®'  Ordnung  mit  singulären  Punkten  und  von  Reg 
flächen  S*®'^  Ordnung  folgen.  Von  diesen  letzteren  gibt  es  i 
zwei  Species. 

Diese  Classification  hat  Cayley,  Phil.  Trans.,  1869  V( 
ständig  durchgeführt;  die  Fälle  (5),  (7),  (ll),  (15),  (20)  wai 
schon  vorher  von  Schlaefli,  Phil.  Trans.,  1863  untersu 
worden.     Die  Regelflächen  3*®^  Ordnung  wurden  noch  früher  '^ 


§  1.    Verschiedene  Arten  von  Flächen  3.  0.                 273 

remona,  Ist.  Lomhardo,  1861;   Grelle,  60  studirt.     Man  sehe 
ich  eine  Arbeit  von  Em.  Weyr   nach,    Geom.  der  räuml.  Er- 
eignisse. Leipzig,  1870. 

(In   den   folgenden  Tabellen  bezeichnen  mr  mit   den  Sym- 
)len  w(i),  u^^\  . . .,  v^^\  v^^\  . . .  homogene  Funktionen  1*«",  2*^^ . . . 
rads  in  x^,  x^,  x^. 

Laufende 
Nummer 

Beschaffenheit  der  Singularität 

Classe 

Gleichung  der  Fläche 

1            Ohne  singulare  Punkte. 

12 

2 

Ein  konischer  Punkt. 

10 

Der  conische  Punkt  ist 

3 

Ein  biplanarer  Punkt. 

9 

Der  biplanare  Punkt  ist 

^1  =  x^  =■  x^  =  u. 

1^ 

Zwei  conische  Punkte. 

8 

Man  nehme  in  der  Glei- 
chung unter  (2)  an,  w*^^),  u^^^ 
enthalten  x^  nur  im  ersten 
Grad. 

6 

Ein    biplanarer    Punkt 
derart,    dass   der  Schnitt 
der     beiden    Tangenten- 
ebenen der  Fläche  ange- 
hört.   Er  ist  als  die  Ver- 
einigung zweier  conischer 
Punkte  anzusehen. 

8 

Wird     der     Gleichung 
unter    (3)     die     reducirte 
Form 

Xy  x^  x^  t|-  ^t'^^>  =  0 
gegeben,  so  erhält  man  die 
Gleichung  für  (5),    wenn 
man  z.  B.   annimmt,   u^^'^ 
enthalte  x^^   nicht.     Die 
Tangentenebenen  eind 

a?^  =  0 ,  x^  =  0. 

1     ■  ^ 

Ein  conischer  Punkt  und 
ein  biplanarer  Punkt. 

7 

Die  Gleichung  in  diesem 
Fall   erhält   man   aus   (4) 
durch  die  Annahme,   der 
Coefficient  von  x^  zerfalle 
in  zwei  Factoren. 

1        7 
Pasca 

Ein   biplanarer   Punkt, 
wie  in  Fall  (5),  aber  unter 
der  Voraussetzung,    dass 
die   Berührungsebene    an 
die     Fläche     längs     der 

1,  Eepertorium.  IL 

7 

Eine      reducirte     Glei- 
chungfür diesen  Fall  lautet 

^j^  X^  X^  — p  X-^^  Xg    — f-  X^    Xg 

—  aXj^^  =  0. 
18 
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Laufende 
Nummer 

Beschaffenheit  der  Singularität 

Classe 

Gleichung  der  Fläche 

Schnittgeraden  der  beiden 
Tangentenebenen  mit  einer 
der  letzteren   zusammen- 
falle.    Diese   Singularität 
ist    als    die   Vereinigung 
eines     konischen    Punkts 
mit  einem  bipl  an  aren  Punkt 
anzusehen.      Die     Berüh- 
rungsebene längs  der  Ge- 
raden schneidet  die  Fläche 
in  der  zweimal  gezählten 
Geraden     selbst    und    in 
einer  anderen  von  ihr  ver- 
schiedenen Geraden. 

- 

Der  biplanare  Punkt  ist 

mit  den  Tangentenebenen 
x^  =  0,  x^  =  0;    die   Be- 
rührungsebene   in    einem 
Punkt  der  Schnittgeraden 
dieser  Ebenen  ist  immer 
rCj  =  0  und  schneidet  die 
Fläche  in  der  zweimal  zu 
rechnenden  Geraden 

x^  =  x^  =  0 

und    in    der    nur   einmal 
gezählten 

x^  =  x^  =  0. 

8 

Drei  konische  Punkte. 

6 

In  der  Gleichung  unter 
(2)  nehme  man  an,  u^^\  m^' 
enthalten  x^ ,  ic,    nur   im 
ersten  Grad. 

9 

Zwei  biplanare  Punkte. 

6 

Man  braucht  nur  anzu 
nehmen,  die  Gleichung  ir 
Fall  (3)  enthalte  x^  nur  in 
ersten  Grad  und  der  Coef 
ficient  von  x^  zerfalle  ii 
zwei  Factoren. 

10 

Ein     konischer    Punkt 
und  ein  biplanarer  Punkt 
von  der  Art,  wie  in  Fall  (5). 

6 

Man   setze   in  Fall  (6 
voraus,  u^^^  enthalte  aucl 
iCj*  nicht. 

11 

Ein   biplanarer    Punkt, 
wie  in  Fall  (7),  aber  mit 
der  neuen  Eigenheit,  dass 
die  Berührungsebene  längs 
der  Geraden    die    Fläche 
in  derselben  dreimal  ge- 
zählten Geraden  schneidet. 
Man  sagt  in  diesem  Fall, 
die    Gerade    osculire    die 
Fläche.    Der  Punkt  ist  als 
die  Vereinigung  von  drei 
conischen  Punkten   anzu- 
sehen. 

6 

Die  reducirte  Gleicht] 
lautet : 

in 
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Laufende 
•  iimmer 

Beschaffenheit  der  Singularität 

Classe 

Gleichung  der  Fläche 

12 

Ein  uniplanarer  Punkt. 

6 

~T~    üO-t    30a  üCa    ^=    V. 

13 

Ein    gewöhnlicher    bi- 
planarer  Punkt  und  zwei 
conische  Punkte. 

5 

X^  X^  X^  -f-  X^    {X^     i'  ^i     \ 

-{-x,)  =  0. 

14 

Ein    biplanarer   Punkt, 
wie   in  Fall  (7),   und  ein 
conischer  Punkt. 

5 

X-y  x^  x^-\-x.^^x^  -\-x^  x^=0. 

15 

Ein  uniplanarer  Punkt, 
aber  derart,  dass  die  Tan- 
gentenebene  in   ihm   die 
Fläche  längs  drei  Geraden 
schneidet,  von  denen  zwei 
zusammenfallen. 

5 

^i*^4  +  ^2*«^3  +  ^1^8*=0. 

16 

Vier  konische  Punkte. 

4 

ÄJj  X^  OJg  -J-  X^  X^  X^  -\- 

Y"  X  o  Xä  X-t    "T^  Xä  X-t  Xa   —  u . 

■" 

Zwei  biplanare  Punkte 
und  ein  conischer  Punkt. 

4 

1      2      S     l~      1      4     "l~      4     ^" 

18 

Ein  Punkt,  wie  in  Fall 
(5),    und    zwei    conische 
Punkte. 

4 

x^x^x^-\-(x,-^Xi)x^*=0.  , 

1 

Ein  Punkt,  wie  in  Fall 
(11),    und    ein    conischer 
Punkt. 

4 

*A/<    %A/t^   t^/A         1         t//|    tX/o             1        *^9        —-■•     Vf. 

20 

Ein  uniplanarer  Punkt, 
aber  derart,  dass  die  Tan- 
gentenebene  in   ihm   die 
Fläche  längs  drei  zusam- 
menfallenden     Geraden 
schneidet. 

4 
3 

tA/|         tA^Ä      ~|         vCl    •A>o               1         *^g          *"'""■     '-'• 

21 

Drei  biplanare  Punkte. 

Man  braucht  nur  anzu- 
nehmen, die  Gleichung  im 
Fall  (9)  enthalte  auch  x^ 
nur  im  ersten  Grad  und 
der  Coefficient  von  x^  zer- 
falle in  zwei  Factoren. 

In  dem  speciellen  Fall, 
in  welchem   den  drei   bi- 
planaren   Punkten   zu   je 
zweien  eine  gemeinschaft- 

18* 
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Laufende 
Nummer 

Beschaffenheit  der  Singularität 

Classe 

Gleichung  der  Fläche 

liehe  Berührungsebene  ent- 
spricht,  lautet  die  redu- 
cirte  Gleichung  der  Fläche : 

tC|         ""T"    tJUa  COa  *jCx    ^^^^    U# 

22 

Eine   Doppelgerade, 
deren  Punkte  bis  auf  zwei 
uniplanare  sämmtlich  bi- 
planar   sind.     Die  Fläche 
ist  eine  Regelfläche.     Sie 
wird   von    einer  Geraden 
erzeugt,   die  an  zwei  an- 
deren (Directricen)  derart 
hingleitet,    dass    die    auf 
ihnen  entstehenden  Punkt- 
reihen projectiv  sind,  und 
die  eine  der  letzteren  ein- 
fach, die  andere  doppelt  in- 
volutorisch  ist.  Die  zweite 
Directrix  ist  die  Doppel- 
gerade. 

3 

H     1            *^4  ^%     •^-—  yj , 

Die    Doppelgerade    ist 

iCi  =  0,  x^  =  0. 

Die  Directricen  sind  die 
Geraden 

rCj  =  0 ,  ^^2  =  0 
und 

23 



Eine  Doppelgerade,  in 
deren  /^iplanaren            \ 
\oder  uniplanaren/ 
Punkten  eine  Berührungs- 
ebene      immer      dieselbe 
bleibt.  Diese  Fläche  lässt 
sich  als  Grenzfall  der  vori- 
gen ansehen,  wenn  die  bei- 
den Directricen  sich  unbe- 
grenzt einander  zu  nähern 
suchen.     lieber    ihre   Er- 
zeugung siehe  Salmon- 
Fiedler,l.c.,p.  370.  Man 
pflegt  sie  die  Cayley'sche 
EegeJ fläche  3^^""  Ordnung  zu 
nennen. 

3 

Die    Ebene  x^  =0   be- 
rührt die  Fläche  in  jedem 
Punkt  der  Doppelgerader 
x.=  x^=  0  und  schnei del 
die  Fläche  längs  der  näm 
liehen   dreimal  gezählter 
Geraden.     Die  zweite  Be 
rührungsebene  umhüll  teil 
Hyperboloid 

1      S      l"       2      4  ' — 

Wir  lassen  hier  ferner  eine  Tabelle  der  charakteristisch 
Zahlen  für  die  allgemeine  Fläche  3*"  Ordnung  und  füi'  einige  ( 
in  der  vorstehenden  Zusammenstellung  enthaltenen  Flächen  folg 

Die  in  der  ersten  Zeile  stehenden  Zahlen  beziehen  s 
auf  die  laufenden  Nummern  der  in  der  vorigen  Tabelle  a 
geführten  Flächen;  über  die  Bedeutung  der  in  der  ersten  Colun 
stehenden  Buchstaben  verweisen  wir  auf  Kap.  9,  §  1. 
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Allge- 
meine 
Fläche 

(2) 

(3) 

(4) 

(6) 

(8) 

(9)  (12)  (13)  (16) 

(17) 

(21) 

(22) 

konische 
Punkte 

0 

1 

0 

2 

1 

3 

0 

0 

2 

4 

1 

0 

— 

biplanare 
Punkte 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

2 

0 

1 

0 

2 

3 

— 

uniplanare 
Punkte 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

— 

a  =  a 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 

6 
1 

6 

0 

4 

d 

0 

1 

0 

2 

1 

3 

0 

3 

2 

4 

0 

X 

6 

6 

7 

6 

7 

6 

8 

6 

7 

6 

8 

9 

3 

n 

12 

10 

9 

8 

7 

6 

6 

6 

5 

4 

4 

3 

3 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

3 

?>' 

27 

15 

9 

7 

3 

3 

0 

3 

1 

3 

0 

0 

1 

L.' 

216 

105 

36 

21 

3 

3 

0 

3 

0 

3 

0 

0 

0 

P 

45 

15 

6 

3 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

0 

0 

■  .' 

27 

15 

9 

7 

3 

3 

0 

3 

1 

3 

0 

0 

1 

c' 

24 

18 

16 

12 

10 

6 

8 

6 

4 

0 

2 

0 

0 

j-^^^^_cT  / 

180 

96 

84 

38 

24 

6 

24 

7 

2 

0 

0 

0 

0 

^ff' 

30 

24 

18 

17 

12 

9 

8 

7 

5 

0 

2 

0 

0 

H"' 

12 

12 

12 

10 

9 

6 

8 

6 

4 

0 

2 

0 

0 

"P^y 

54 

30 

18 

13 

6 

3 

0 

3 

1 

0 

0 

0 

0 

lieber  die  Anzahl  und  Configuration  der  auf  den  Flächen 
3  ^  Ordnung  mit  Doppelpunkten  gelegenen  Geraden  siehe  weiter 
unten  §  3. 

Die  verschiedenen  geometrischen  Erzeugungsarten  der  Flächen 
3  "  Ordnung  sind  die  folgenden : 

Man  habe  zwei  Trieder  A  und  5;  jede  Ebene  des  ersten 
schneidet  jede  Ebene  des  zweiten;  somit  erhält  man  im  Ganzen 
^_iieun  Gerade;  durch  einen  Punkt  P  des  Raums  wird  eine  Ebene 
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gelegt,  welche  die  neun  Geraden  in  neun  Punkten  trifft;  d\u*ch 
diese  neun  Punkte  und  durch  P  geht  immer  eine  Curve  3*®'"  Ord- 
nung. Der  Ort  dieser  Curve,  wenn  man  die  Lage  der  durch  1 
gelegten  Ebene  auf  alle  mögliche  Art  ändert,  ist  eine  allgemeine 
durch  P  und  die  neu/n  Geraden  gehende  Fläche  3^^  Ordnung. 
Steiner,  Berl.  Ah.,  1856;  Grelle,  53. 

Gegeben  sind  zwei  projecfive  Büschel,  das  eine  von  Flächei< 
2'^^^  Ordnung,  das  andere  von  Ebenen;  der  Ort  der  Schnittcurvi 
der  sich  entsprechenden  Elemente  ist  eine  Fläche  3^^  Ordnung,  (id. 

Ins  Besondere: 

Der  Ort  der  Kegelschnitte,  in  welchen  jede  Fläche  2'^^^  Ord 
nung  eines  Büschels  von  der  Polarebene  eines  Punkts  P  in  Be 
zug  auf  sich  selbst  geschnitten  ivird,  ist  eine  Fläche  3^^^  Ord 
nung.    (id.) 

Der  Ort  der  PunMe,  welche  dreien  sich  entsprechende'! 
Ebenen  dreier  projectiver  Netze  von  Ebenen  gemeinschaftlich  sim 
ist  eine  Fläche  5*®^  Ordnung.  Grassmann,  CreUe,  49;  Schröter 
Grelle,  62. 

Der  Ort  des  Pols  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Fläche 
^ten  Q^d^g  eines  Netzes  ist  eine  Fläche  3^^^  Ordnung.    Steine) 

Der  Ort  des  Schnittpunkts  dreier  Polarebenen  aller  Punkt 
einer  anderen  Ebene  in  Bezug  auf  drei  Flächen  2^^^  Grads,  d< 


Glicht   demselben   Büschel    angehören,    ist    eine    Fläche    3^'  On 
nung.    (id.) 

Man  habe  sechs  Ebenenbüschel  a,b,  c;  a^,b^,  c^  und  d: 
drei  Axen  der  drei  ersten,  ebenso  wie  diejenigen  der  drei  letzte] 
mögen  sich  nicht  schneiden;  man  stelle  eine  projective  Beziehur 
zwischen  a  und  a^,  b  und  &^,  c  und  c^  her  und  betrachte  eii 
Ebene  n  und  in  ihr  einen  Punkt  P,  durch  den  drei  Ebenen  d« 
ersten  drei  Büschel  gehen;  diesen  3  Ebenen  entsprechen  dr 
Ebenen  der  zweiten  drei  Büschel.  Der  Ort  des  Schnittpu/nk 
dieser  letzten  drei  Ebenen,  ivenn  sich  P  in  it  bewegt,  ist  eii 
Fläche  5*^^  Ordnung.  F.  August,  Dissert.,  Berlin,  1862;  Endo 
Sturm,  Fläch.  3.  Ordn.,  Leipzig   1867,  p.  44. 

Eine  Fläche  3*^^"  Ordnung  mit  einem  konischen  Punkt  wr 
auf  die  folgende  Art  erzeugt  (Salmon): 

Die  vier  Ebenen  eines  Tetraeders  rotiren  um  vier  Punld 
während  die  drei  Kanten  einer  Seitenfläche  sich  in  drei  fest' 
Ebenen  bewegen;  der  Ort  des  gegenüberliegenden  Eckpunkts  l 
schreibt  eine  cubische  Fläche,  für  welche  der  Schnittpunkt  d 
drei  festen  Ebenen  Doppelpunkt  ist.  Dieses  Theorem  ist  e 
specieller  Fall  des  Grassmann'schen. 
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Es    seien    Ä^,  Ä^^  ^3,  Ä^    vier    Punkte    einer    Ebene    und 

',  Ä2,  -Ag',  ^/  ihre  Projectionen  von   einem  Punkt  P  aus   auf 

r  gegebene   Ebenen;   der  Ort  des  Punkts  P,   für  welchen  die 

r  Punkte  Ä  in  derselben  Ebene  liegen,  ist  eine  cuhische  Fläche 

t  vier  Doppelpunkten,  welche  die  Eckpunkte  des  aus  den  vier 

i'henen  Ebenen  gebildeten   Tetraeders  sind.     R.  Sturm,  1.  c, 

381. 

Diese  Fläche  mit  vier  konischen  Punkten  (4*®^  Classe)  wurde 

uerst  von  Cayley,   1844,  Journ.  de  lAouville,  9  studirt;   man 

ennt   sie  desshalb  wohl  auch   die    Cayley' sehe  Fläche.     Sie    ist 

on  besonderem  Interesse,  iveil  sie  die  reciproke  Polare  der  Steiner'- 

chen  Fläche  ist.     Siehe   Kap.  12,  §  8.     Sie    wurde   auch   von 

jckhardt  in  der  weiter  unten  citirten  Arbeit  und  von  Anderen 

mtersucht. 

Fällt  man  von  einem  Punkt  der  Cayley' sehen  Fläche  Lothe 
Ulf  die  vier  Seitenflächen  des  von  den  Doppelpunkten  bestimmten 
Tetraeders,  so  liegen  die  Fusspunkte  dieser  Lothe  in  einer  Ebene. 

Diese  Eigenschaft  gab  Veranlassung  zu  einer  Construction, 
lie  ein  specieller  Fall  der  oben  angegebenen  ist. 

Beltrami  kam  bei  dem  Studium  einiger  stereometrischer 
Eigenschaften  zu  den  folgenden  einfachen  Sätzen  über  die  in  Rede 
stehende  Fläche  {Giorn.  di  Batt.,   l): 

Die  Mittelpunkte  der  28  Strecken,  die  durch  die  Centren 
der  8  in  ein  Tetraeder  eingeschriebenen  Kugeln  bestimmt  tve^'den, 
liegen  auf  einer  Fläche  3^^^  Ordnung,  welche  die  sechs  Kanten 
dieses  Tetraeders  vollständig  enthält.  Diese  Fläche  ist  die  Cayley'- 
sche  und  ihre  vier  konischen  Punkte  sind  die  Eckpunkte  des 
Tetraeders. 

Die  vier  der  Fläche  3^^^  Ordnung  umschriebenen  Kegel, 
deren  Spitzen  in  den  Eckpunkten  des  Tetraeders  liegen,  sind 
Kegel  2^^  Ordnung  und  schneiden  sich  zu  je  zweien  in  sechs 
ebenen  Kegelschnitten.  Die  Ebene  des  Schnitts  der  beiden  Kegel, 
deren  Spitzen  in  den  Endpunkten  einer  Kante  liegen,  geht  durch 
die  gegenüberliegende  Kante  und  ist  der  Berührungsebene  an 
die  Fläche  längs  dieser  Kante  harmonisch  conjugirt  in  Bezug 
auf  die  beiden  Seitenflächen  des  Tetraeders,  die  sich  in  dieser 
Kante  schneiden.  Ferner  gehen  die  6  Ebenen  der  6  Kegel- 
schnitte durch  einen  und  denselben  Punkt. 
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Von  den  ältesten  Studien  über  die  Fläche  3*®'*  Ordnung  sind 
speeiell  die  von  Cayley  und  Salmon,  Cambr.  math.  Journ.,  4. 
1849;  Sylvester,  ib.,  6,  1851;  Steiner,  1.  c;  Grassmann. 
1.  c.  und  F.  August,  Disscrt.,  Berlin  1862  hervorzuheben. 

Besonders  wichtig  waren  die  späteren  Arbeiten  von  Cre- 
mona,  CreWe,  68  und  von  R.  Sturm,  die  von  der  Berliner  Akademie 
1866  prämiirt  wurden.  Von  R.  Sturm  sind  auch  die  syntheüschch 
Untersuchungen  über  Flächen  3^^^  Ordnung,  Leipzig  1867;  femei 
ist  ein  grosser  Theil  der  deutschen  Uebersetzung  der  Teoria  delh 
super  fiele  von  Cremona,  die  Curtze,  Berlin  1870  besorgt  hat 
diesen  Flächen  gewidmet. 

Mit  speciellen  cubischen  Flächen  oder  solchen  mit  singulärei 
Punkten  beschäftigten  sich  unter  Anderen:  Cayley,  Phil.  Trans. 
1869;  Schläfli,  ib.,  1863;  Clebsch,  Math.  Ann.,  4;  Gott 
Nachr.,  1872;  Eckardt,  Math.  Ann.,  5,  10;  Kohn,  Wien.  B er. 
96,   1887;  etc. 

Die  Regelflächen  S*®'^  Ordnung  studirten  Cayley,  Fhil.  Ma</. 
1862,  1864;  Phil.  Trans.,  1864;  Cremona,  Ist.  Loml.,  1860 
Cr  eile,  60;  Em.  Weyr,  Geom.  d.  räumt.  Er0cugn.,  Leipzig  1870 
Pittarelli,  Giorn.  di  Batt.,  32. 

Auch  in  der  Geom.  d.  Baumes,  2  von  Salmon-Fiedle 
und  in  der  Geom.  der  Lage  von  Reye  wird  die  Theorie  de 
cubischen  Flächen  ausführlich  behandelt. 

Eine  reiche  Sammlung  von  Gypsmodellen  der  verschiedene] 
Formen  der  Flächen  S*^'^  Ordnung  hat  der  Verlag  von  L.  Bril 
in  Darmstadt  (jetzt  im  Besitze  von  Schilling  in  Halle)  heraus 
gegeben;   siehe  seinen    Catalog  math.  Modelle,  Darmstadt  1892 

§  2,    Das  Sylvester'sche  Pentaeder.     Die  Hesse'sch.e  ode 
Kemfläche  der  Fläche  3*^^^  Ordnung. 

Der  Gleichung  einer  allgemeinen  Fläche  3^^^  Ordnung  oht 
singulare  Punkte  kann  man  die  Form 

a,X,'  +  a,X,'  +  a,X,'  +  a,X/  +  a,X,^  =  0 

geben,  worin  X^  =  0,  X2  ==  0,  •••,  X^  =  0  die  Gleichuny. 
von  fünf  Ebenen  sind,  die  ein  sogenanntes  Sylvester'sches  Pefi 
taeder  bilden.  Wie  man  weiss,  besteht  zwischen  den  fünf 
immer  eine  homogene  lineare  identische  Relation;  man  kann  nu 
selbstverständlich  immer  voraussetzen,  die  Constanten,  welche  i 
die  Gleichungen  der  Ebenen  X  eintreten,  seien  derart  gewäbl 
dass  die  homogene  lineare  Relation,  welche  zwischen  den  linke 
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1  en  der  Gleichungen  der  fünf  Ebenen  besteht,  sich  auf  die  ein- 
che  Form 

ix,. = 0 

1 

■ducirt. 

Man  kann  den  Satz  also  auch  so  aussprechen: 

Der  GleicJiung  der  cuhischen  Fläche  lässt  sich  die   Gestalt 

5 

^a-X-^=  0     (Pentaedergleichung) 
1 

■hen,  wobei  ztvischen  den  X  die  identische  Relation 

~  5 

^X.  =  0     besteht. 
1 

Dieser    sehr    wichtige    Satz    wurde    zuerst    von   Sylvester 

hne  Beweis  aufgestellt,  Cambr.  math.  Journ.,  6,  1851,-  p.  198, 

päter  von  C  leb  seh,   Cr  eile,  59  streng  bewiesen;  darauf  folgten 

ann    die    Arbeiten    von    Gordan,    Math.  Ann.,   5    und    Reye, 

rdle,  78. 

I^ft  Die    Gleichung    der   Hesse'schen    Fläche    (Kernfläche)    der- 

^^mgen  cubischen  Fläche,  deren  Gleichung  die  vorstehende  Gestalt 

ai.  lautet: 


I 


tti  Xi    '    ttj  Xj  ~  a^  Xg  ^  «4  X^    '    a,  Xg 


Die  Hesse'sche  und  Steinersche  Fläche  einer  Fläche  3*^^ 
yrdnung  sind  identisch  (siehe  Kap.  9,  §  5)  und  von  der  4^^ 
Jrdnwng. 

Die  Punlcte  der  Hesse'schen  Fläche  entsprechen  sich  daher 
je  zweien  derart,  dass  die  polare  Fläche  ^*®^  Grads  eines 
fimkts  der  Hesse'schen  Fläche  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche 
in  Kegel  ist,  dessen  Spitze  in  einem  anderen  Fu/nM  der  Hesse'- 
schen Fläche  liegt. 

Biese  Zuordnung  ist  reciprok. 

Bie  Gerade,  tv eiche  zwei  sich  entsprechende  PunMe  der  Hesse'- 
schen Fläche  verbindet,  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Folarebenen 
ihrer  Funkte  durch  eine  feste  Gerade  gehen,  welche  Boppeltangente 
ier  Hesse'schen  Fläche  ist,  d.  h.  sie  in  zwei  Punkten  berührt. 

Bie  Hesse'sche  Fläche  besitzt  10  Boppelpunkte  und  10  Gerade; 
die  ersten  sind  zu  je  dreien  auf  10  Geraden  vertheilt  und  diese 
gehen  zu  je  dreien  durch  die  zehn  Punkte. 
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Diese  10  Punkte  und  10  Geraden  sind  die  Ecken  und 
Kanten  des  Sylvester' sehen  Pentaeders  in  Bezug  auf  die  gegeben' 
Fläche  3^^^  Ordnung. 

Die  Polarflüche  2^^  Grads  (in  Bezug  auf  die  Fläche  3^' 
Ordnung)  eines  der  10  Doppelpunkte  der  Hesse'schen  Fläche  zer 
fällt  in  zwei  Ebenen,  deren  Schnitt  auf  der  Hesse'schen  Fläche  lieg 
und  eine  der  erwähnten  10  Geraden  ist;  die  beiden  Ebenen  sim 
in  Bezug  auf  die  beiden  durch  diese  Geraden  gehenden  Seitenfläche) 
des  Pentaeders  harmonisch  conjugirt. 

Durch  dieses  Theorem  wird  eine  Zuordnung  zwischen  dei 
10  Punkten  und   10  Geraden  hergestellt. 

Der  Schnitt  (12^^^^  Ordnung)  der  cubischen  Fläche  mit  ihre 
Hesse'schen  Fläche  ist  für  beide  Flächen  eine  parabolische  Ourvi 
R.  Sturm. 

Die  der  Fläche  5*®^  Ordnung  längs  der  parabolischen  Curv 
umschriebene  Developpabele  ist  auch  der  Hesse'schen  Fläche  un> 
schrieben. 

Jede  Gerade  der  Fläche  3^^^  Ordnung  berührt  die  Hesse' sei 
Fläche  doppelt. 

Die  Bestimmung  der  10  Doppelpunkte  der  Hesse'schen  Fläcl 
hängt  von  der  Auflösung  einer  Gleichung  10^^^  Grads  ab,  d 
ihrerseits  ivieder  von  der  Lösung  einer  Gleichung  5^^^  Grads  a? 
hängig  ist.  Siehe  Clebsch,  Grelle,  49;  Salmon-Fiedler,  1.  i 
§§  298,  299. 

lieber  die  Configuration  der  Ebenenpaare,  welche  die  polart 
Flächen  2*®^  Grads  der  10  Doppelpunkte  der  Hesse'schen  Fläcl 
darstellen,  und  der  Geraden,  in  welchen  diese  Paare  sich  schneide 
etc.  gibt  es  ein  Clebsch'sches  Theorem  (1.  c),  das  von  R.  Stur 
und  Salmon-Fiedler  reproducirt  und  vervollständigt  wurde. 

Wenn  man  in  der  Pentaedergleichung  der  Fläche  3*®'  Or 
nung  annimmt,  alle  a  seien  gleich  1,  so  ergibt  sich  die  Gleichui 

während  zwischen  den  X.  die  Relation 

^Xi  =  0     besteht. 

Die  durch  die  vorstehende  Gleichung  dargestellte  Fläc 
wurde  von  Clebsch  Diagonal  fläche  genannt.    Math.  Ann.,  4. 

Betrachtet  man  in  jeder  der  fünf  Seitenflächen  des  Peni 
eders  das  durch  die  übrigen  vier  Seitenflächen  bestimmte  Viers 
und  von  diesem  die  drei  Diagonalen,   so  liegen  die  15  sich 
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lebenden  Diagonalen  auf  der  Clebsch' scIicn  Fläche.  Daher 
)mmt  der  Name  Diagonalfläche. 

Die  Fläche  hat  mithin  15  Gerade,  die  zu  je  dreien  10  mal 
irch  einen  PunJct  gehen  und  5  mal  in  einer  Ebene  liegen. 

Alle  PunJcte  der  Diagonal  fläche  sind  hyperbolisch  (siehe 
ap.  9,  §  l)  mit  Ausnahme  der  10  Eckpunkte  des  Pentaeders, 
'IcJic  der  Fläche  angehören  und  parabolische  Punkte  für  sie 
nd.     Klein,  Math.  Ann.,  6. 

Der  reelle  Theil  der  parabolischen  Curve  reducirt  sich  auf 
»e  10  isolirten  Punkte  allein. 

Die  übrigen  12  Geraden  der  Clebsch' sehen  Fläche  (ausser 
n  15  Diagonalen)  bilden  eine  Doppelsechs.     Siehe  §  3, 

Eine  Fläche,  die  zwischen  der  allgemeinen  Fläche  S*®'^  Ord- 
img  und  der  Diagonalfläche  ihre  Stellung  hat,  ist  die  Cayley'sche, 
M.  Mag.,  1,  1864: 

a,X,'  +  a,X,'  +  b(X,'  +  X/  +  X./)  =  0. 

Sie  hat  drei  dreifache  Tangentialebenen,  die  durch  eine 
'er ade  gehen  und  drei  Gerade,  die  durch  einen  Punkt  gehen. 

Studien  über  das  Pentaeder  hat  auch  Rodenberg,  Math, 
inn.,  14;  Dissert.,  Göttingen,  1874  gemacht.  Sonstige  ünter- 
uchungen  findet  man  bei  Cremona  und  Anderen;  siehe  weiter 
iiten  §  3. 

Als  Erweiterung  eines  Satzes  über  die  cubischen  Plancurven 
ässt  sich  das  folgende  von  Clebsch  gefundene  Theorem  an- 
ehen,  Grelle,  63: 

Die  Polarebene  eines  Punktes  P  einer  Fläche  5*^^^  Ordnung 
n  Bezug  auf  ihre  Hesse'sche  Fläche  schneidet  die  in  P  die 
Mhische  Fläche  berührende  Ebene  in  einer  Geraden,  ivelche  die 
Tnflexionsgerade  des  Schnitts  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  3^^^ 
Ordnung  ist. 

Die  Enveloppe  der  Ebenen,  welche  die  cubische  Fläche  in 
harmonischen  Curven  3^^^  Ordnung"^)  schneiden,  ist  eine  Fläche 
'>  ^^  Classe,  u/nd  die  Enveloppe  der  Ebenen,   iv eiche  sie   in  äqui- 

*)  Unter  harmonischen  Curven  3*^^"  Ordnung  versteht  man  die- 
jenigen, für  welche  das  anharmonische  Verhältniss  (d.  h.,  das  con- 
stante  anharmonische  Yerhältniss  der  vier  Tangenten,  die  sich  von 
einem  beliebigen  Punkt  der  Curve  3*®"^  Ordnung  an  diese  Curve  ziehen 
lassen),  vergl.  Kap.  7,  §  1,  gleich  —  1  ist.  Ebenso  sind  äquianhar- 
monische  Curven  S^"""  Ordnung  diejenigen,  bei  welchen  dieses  Verhält- 
niss den  Werth  —  s  (der  Cubikwurzel  aus  —  1)  hat.  Siehe  auch 
Kap.  7,  §3. 
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anharmonischen  Curven  3^^^  Ordnimg  treffen,  eine  Fläche  4^ 
Classe.  Biese  beiden  Flächen  sind  in  die  Developpalelen  de 
stationären  Ebenen  eingeschrieben,  d.  h.  in  die  der  Fläche  3*' 
Ordnung  längs  der  parabolischen  Curve  umschriebene  Developpabel 

Unter  den  Ebenen,  welche  die  cubische  Fläche  in  äqu 
anharmonischen  Curven  5*®^  Ordnung  schneiden,  gibt  es  10,  d\ 
durch  einen  Doppelpunkt  der  Hesse' sehen  Fläche  und  durch  d> 
ihm  entsprechende  Gerade  gehen. 

Ueber    andere    Eigenschaften    der   Hesse'schen    Fläche    d( 
Fläche  3^^^  Ordnung  siehe  speciell  Cremona  und  R.  Sturm,  1. 
Die  Hesse'sche  Fläche  der  Hesse'schen  Fläche  einer  Fläche  3.  ( 
behandelt  G.  Bauer,  Äbh.  der  Münch.  Äkad.,  1883. 


§  3.    Die    Geraden    der    Fläche    3^^^  Ordnung.     Die    dre 
fachen  Tangentialebenen.     Die   Polsechsflache  Cremona' 

Wie  wir  schon  gesagt  haben,  besitzt  eine  allgemeine  FläCi 
3^^^  Ordnwng  27  Gerade. 

Jede  Ebene,  welche  durch  eine  dieser  Geraden  geht,  ist  eii 
Doppeltangentialebene  der  Fläche;  ihre  Berührungspunkte  sind  ä 
beiden  Punkte,  in  denen  die  Gerade  den  Kegelschnitt  schneid< 
welcher  der  Bestschnitt  der  Ebene  mit  der  Fläche  ist. 

In  jedem  dieser  Ebenenbüschel  gibt  es  5  Ebenen,  für  welc 
ein  solcher  Kegelschnitt  in  zwei  Gerade  zerfällt;  diese  Eben 
sind  dann  dreifache  Tangentialebenen  der  Fläche;  die  Anzahl  d 

5  •  27 
letzteren  beträgt  daher  — - —  =  45. 

Durch  jede  Gerade  gehen  5  der  45  dreifachen  Tangentu 
ebenen  und  jede  dreimal  berührende  Ebene  geht  selbstverständli 
durch  drei  Gerade. 

Jede  Gerade  der  Fläche  berührt  die  parabolische  Curve 
Fläche  in  zwei  Punkten. 

Die  Pumkte,  in  denen  die  durch  eine  feste  Gerade  c 
Fläche  gehenden  Doppeltangentialebenen  die  Fläche  berühren,  bild 
auf  der  Geraden  eine  Involution,  deren  Doppelpunkte  die  beiä 
Punkte  sind,  in  ivelchen  die  Gerade  die  parabolische  Curve  beriifi 

Aus  einem  der  vorstehenden  Theoreme  folgt  auch: 

Jede  Gerade  schneidet  10  andere  Gerade  der  Fläche  w 
die  übrigen  16  nicht.  Es  gibt  135  Schnittpunkte  der  Gerao 
der  Fläche. 

Zwei  Gerade  a,  b,  welche  sich  nicht  treffen,  ivcrden  von  d> 
selben  fünf  Geraden  geschnitten;  von  den  übrigen  20  gibt  es  fü 
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IcJie  nur  a,  und  fünf,  welche  nur  h,  und  zehn,  tvelche  weder  a 
^ch  1)  treffen. 

Es  existiren  216  windschiefe  Ger  adenpaare  (tvelche  sich  nicht 
ifen). 

Brei  Gerade,  welche  sich  nicht  schneiden,  iv erden  von  drei 
ideren  Geraden  getroffen,  die  einander  ebenfalls  nicht  schneiden 
'4  es  gibt  sechs  tveitere  Gerade,  die  keine  der  drei  gegebenen 
raden  treffen. 

Die  drei  windschiefen  Geraden  und  die  anderen  drei  wind- 
hiefen,  welche  die  ersteren  schneiden,  bilden  eine  sogenannte 
oppeldrei  (Sturm). 

Es  gibt  360  Doppeldreie. 

■  Vier  Gerade,  die  sich  nicht  schneiden,  werden  von  zwei 
raden  getroffen  und  von  drei  anderen  nicht  getroffen. 

Es  gibt  zwei  Arten  von  Systemen  von  fünf  Geraden,  die 
rh  nicht  schneiden  (tvindschiefe  Quintupel),  die  Quintupel  erster 
ri  tverden  dadurch  chardkterisirt ,  dass  eine  sechste  Gerade 
"'stirt,  welche  'keine  der  Geraden  des  Quintupels  schneidet;  für 

der  zweiten  Art  gibt  es  dagegen  eine  solche  sechste  Gerade 
icht    Es  existiren  432  Quintupel  1^^"^  Art  und  216  2"^^"^  Art. 

Es  gibt  72  u'indschiefe  Sextupel  d.  h.  Systeme  von  sechs 
-craden,  tvelche  sich  zu  je  ziveien  nicht  schneiden;  tvindschiefe 
ysteme  von  mehr  als  sechs  Geraden  existiren  nicht. 

Die  72  windschiefen  Sextupel  lassen  sich  in  Paare  ver- 
inigen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass,  wenn 

b^,  h^,  b^,   b^,  b^,  &6 

ae  Geraden  der  beiden  Sextupel  bezeichnen,  jede  Gerade  a^  die 
rerade  b^  nicht  trifft,  dagegen  jede  andere  Gerade  b  trifft  und 
ungekehrt.  Ein  solches  Paar  hat  Schläfli  eine  Doppelsechs 
'^nannt.     Es  gibt  mithin  36  Doppelsechse. 

Zwei  Doppelsechse  haben  4  oder  6  Gerade  gemeinschaftlich. 

Ztvei  dreifache  Tangentialebenen,  welche  keine  Geraden  der 
^'läche  gemeinsam  haben,  bestimmen  eine  dritte  Ebene,  tvelche  mit 
Imen  in  demselben  VerhäUniss  steht  derart,  dass  die  9  in  den 
irci  Ebenen  enthaltenen  Geraden  sich  noch  auf  eine  andere  ein- 
zige Art  in  drei  anderen  Ebenen  vereinigen  lassen;  von  diesen 
oeiden  Tripeln  von  Ebenen  sagt  man,  sie  bilden  ein  Faar  con- 
lugirter  (St  ein  er 'scher)  Trieder. 

Es  gibt  120  Paare  conjugirter  Trieder. 
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Die  15  Geraden,  welche  von  den  27  übrig  hleiben,  wen, 
man  die  12  Geraden  einer  Doppelseehs  tvegnimmt,  liegen  zu  j 
dreien  in  15  Ebenen,  iv eiche  zu  je  sechs  10  Paare  conjugirte 
Trieder  bilden. 

Es  leuchtet  ein,  dass  zwei  conjugirte  Trieder,  da  sie  sie 
in  neun  Geraden  der  Fläche  schneiden  und  jedes  von  ihnen  ein 
degenerirte  Fläche  3*®^  Ordnung  darstellt,  einen  Büschel  cubische 
Flächen  bestimmen,  denen  die  gegebene  angehört. 

Wenn 

A  =0,  B  =0,  C  =  0-, 

A'=0,  B'=0,  O'=0 

die  Gleichungen   der  Ebenen  zweier  conjugirter  Trieder  sind,  i 
hat  die  Gleichung  der  Fläche  den  Typus 

ABC  +  kA'B'C'=0. 

Jedem  Paar  conjugirter  Trieder  entsprechen  ztvei  andere  de 
art,  dass  der  Compjlex  der  drei  Paare  alle  27  Geraden  d 
Fläche  enthält.  Es  giht  40  solche  Complexe  von  drei  Paart 
conjugirter  Trieder. 

Die  geometrische  Construction  der  27  Geraden  der  Fläcl 
wird  auf  die  folgende  Art  (Salmon,  Sturm)  ausgeführt: 

Man  nimmt  vier  Gerade  b^,  b^,  b^,  b^  an,  welche  sich  nie 
schneiden  und  nicht  demselben  Hyperboloid  angehören,  zieht  (1 
beiden  Geraden  a^,  a^,  die  sich  nicht  treffen,  dagegen  die  vi 
ersteren  schneiden;  b^  sei  eine  Gerade,  welche  nur  a^  und  nie 
«2  trifft  und  mit  keiner  Gruppe  von  drei  unter  den  vier  b  \. 
wählten  Geraden  auf  demselben  Hyperboloid  liegt;  b^  femer  ? 
eine  ähnliche  andere  Gerade,  die  aber  nur  a^  und  nicht 
schneidet.  Auf  a^  wählt  man  nun  vier  Punkte  willkürlich  u 
drei  Punkte  auf  jeder  der  fünf  Geraden  b^,  b^,  b^,  b^,bQ.  1 
Fläche  3^^^  Ordnung,  welche  durch  diese  19  Punkte  geht,  enth 
alle  construirten  Geraden  a,b,  sie  enthält  ferner  auch  die  Gera 
a^,  die  mit  a^  das  Paar  von  Geraden  bildet,  welche  das  Quadruj 
\>  &4,  &5,  &6  schneiden,  und  die  überdies  mit  a^  das  Paar  i 
Geraden  bildet,  tvelche  das  Quadrupel  bj^,  b^,  b^,  feg  schneid^ 
Construirt  man  auf  ähnliche  Art  die  Geraden  a^,  %,  «g,  weh 
bez.  die  Geraden  der  Quadrupel 

h'  h'  h>  \''>  h'  h'  h'  h'->  h'  h>  h'  h 

treffen,  so  ergeben  sich  im  Ganzen  12  auf  der  Fläche  3^^'  0, 
nung  liegende  Gerade,  welche  eine  Doppelsechs  bilden. 
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Die  ührigen  15  Geraden  erhält  man  als  die  15  Schnittlinien 
r  Ebenen 

{afi^     und     {aj\), 

■nhei  i  und  j  von  einander  verschieden  sind). 


Die  Siihstitutionengruppe  der  27  Geraden  der  Fläche  5*®' 
rdnung  ist  von  der  Ordnimg  6!  72. 

Die  Bestimmung  dieser  27  Geraden  hängt  von  der  Auf- 
•swng  einer  Gleichung  ab,  iv eiche  Iceine  Besolventen  niedrigeren 
rads  hat;  kennt  man  jedoch  eine  der  Wurzeln  dieser  Gleichung, 
.  h.  eine  der  27  Geraden,  so  trennen  sich  die  übrigen  Wurzeln 
i  10  -{-  16  und  die  Gleichung  der  zweiten  16  hat  zur  Besolr 
ente  die  Gleichung  der  ersten  10,  iv eiche  ihrerseits  durch  die 
luflösung  einer  allgemeinen  Gleichung  5*®^  Grads  in  fünf  quadra- 
sche  Factoren  zerfällt. 

Kennt  man  noch  eine  Wurzel  von  den  16,  d.  h.  sind  im 
ranzen  zwei  Gerade  bekarmt,  die  sich  nicht  schneiden,  so  hängt 
'ie  Kenntniss  der  übrigen  wieder  von  einer  allgemeinen  Gleichung 
•*^  Grads  afe  (Jordan). 

Die  Gleichung  der  27  Geraden  wurde  studirt  von:  C  leb  seh, 
iött.  Abh.,  14,  1868,  1869;  Jordan,  Traite  des  Substit.,  Paris 
.870,  p.  310,  368;  Sylvester,  JProc.  London  math.  Soc,  2, 
).  155;  Klein,  Journ.  de  Liouville,  4,  1887,  p.  169;  Burkhardt, 
'Ott.  Nachr.,  1892. 

Wir  wollen  nun  dazu  übergehen,  eine  gewisse  von  Cre- 
nona,  Math.  Ann.,  13  gefundene  Beziehung  zwischen  den 
'Windschiefen  Doppelsechsen  und  dem  Sylvester 'sehen  Pentaeder 
larzulegen.  Wir  denken  uns,  der  Gleichung  der  Fläche  3^^^ 
Ordnung  sei  die  Form 

Y,'  +  r/  +  r/  +  r/  +  r/  +y,'  =  o 

-regeben,  worin  die    Y.  =  0  sechs  Ebenen  darstellen  und  es  sei 

Man  kann  zeigen,  dass  sich  die  Gleichung  der  Fläche  als- 
dann in  die  Form 

{Y,+  Y,){Y,+  Y,XY,+  Y,)+{Y,+  Y,)(Y,+  Y,)iY,+  Y,)=0 

bringen  lässt  und  selbstverständlich  auch  in   alle  anderen  dieser 
Form   analogen,   die   aus   ihr   durch   beliebige  Vertausehung  der 
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Indices  abgeleitet  werden  können.  Man  erhält  daher  so  vielt 
Gleichungen,  als  es  Arten  gibt,  sechs  Elemente  in  zwei  Grupper 
von  je  3  Elementen  zu  vertheilen,  d.  h.  also   10. 

Die  15  Ebenen  Y^  +  Yj  =  0  sind  dreifache  Tangential 
ebenen  der  Fläche  imd  sind  m  je  sechsen  die  Ebenen  zweier  bez 
derselben  Fläche  conjugirter  Trieder. 

Die  sechs  Ebenen  Y^  ==  0  bilden  ein  sogenanntes  Fdlsecl< 
flach  oder  polares  Hexaeder  (Cremona). 

Die  10  Paare  der  gegenüberliegenden  Ecken  des  Polsechs 
flacJis;  d.  h.  z.  B.  die  Punkte 

Y^  ==0,   Y^  =  0,   Tg  =  0     und     Y^  =  0,   Y^  =  0,   Y^ 


:=   ( 


sind  Paare  sich  auf  der  Hesse'schen  Kernfläche  (vergl.  §  2)  ent 
sprechender  Punkte.  Daher  führt  das  Hexaeder  den  Name 
polar',  denn  die  correspondirenden  Punkte  der  Kemfläche  sin 
derart,  dass  der  Polarkegel  des  einen  Punkts  in  Bezug  auf  di 
Fläche  S*®'^  Ordnung  seine  Spitze  in  dem  anderen  Punkt  hat. 

Die  gegenüberliegenden  Ecken  des  Polsechsflachs  sind  auc 
die  Ecken  zweier  conjugirter,  aus  den  dreifachen  Tangentialebene 
der  Fläche  5*®''  Ordnung  gebildeter  Trieder. 

Offenbar  schneiden  sich  die  drei  dreifachen  Tangentialebene 

y,+  Y,  =  0, 

Y,  +  Y,=  0, 

worin  h,  k,  i,j,  l,  '^  eine  Permutation  der  Zahlen   1,  2,3,4,5, 
darstellen,  in  derselben  Geraden  der  Fläche.     Daraus  folgt: 

Die  15  dreifachen  Tangentialebenen  Y^ -\-  Yj  =  0  geh 
durch  15  Gerade  der  Fläche.     Mithin: 

Die  übrigen  12  Geraden  der  Fläche  bilden  eine  Doppelsec. 
(siehe  oben);  daraus   ergibt   sich,   dass  jedem  Polsechsflach  ei''  • 
Doppelsechs  entspricht  und  umgekehrt. 

Es  gibt  36  Polsechsflache. 

Bemerkenswerth  ist  das  folgende  Theorem: 

Zwei   Polsechsflache    bestimmen    zwei   ihnen    eingeschriehe 
developpabele   Flächen    3^^^  Classe;    diese    letzteren    haben    fü  \ 
Tangentialebenen  gemeinschaftlich ,  ivelche  ein  Sylvester' sches  Pe  l 
taeder  bilden.  « 

Weitere  Untersuchungen  über  die  Beziehungen  zwiseh  i 
dem  Pentaeder  und  den  Hexaedern  findet  man  bei  Beltran  j 
Bend.  Ist.  Lomb.,  1879  und  Franz  Meyer,  Apolarität,  et  [ 
Tübingen   1883.  _______  \ 

\ 
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Jede  Fläche  3^^  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  enthält  6 
irch  diesen  Doppelpunkt  gehende  Gerade  und  15  andere  Gerade; 
de  der  ersten  6  ist  als  die  Vereinigung  von  ztvei  Geraden  an- 
isehen;  mithin  gibt  es  auch  15  dreifach  berühr  ende,  du/rch  den 
Doppelpunkt  gehende  Ebenen  und  15  andere  Ebenen,  tvelche  durch 
'e  übrigen  15  Geraden  gehen. 

Die  Configuration  dieser  letzten  15  Ebenen  und  15  Geraden 
f  der  Configuration  der  15  Geraden  (und  der  von  ihnen  ge- 
Ideten  Ebenen)  ähnlich,  tvelche  übrig  bleiben^  wenn  man  von  den 
7  Geraden  die  12  einer  Doppelsechs  hinwegnimmt. 

Mit  dieser  Configuration  in  Verbindung  mit  den  Configu- 
itionen  der  Pascal'schen  Sechsecke  (siehe  Kap.  3,  §  2)  hat  sich 
remona,  Mem.  Lincei,  1876,  1877  beschäftigt. 

Die  Fläche  3^^  Ordnung  mit  ztvei  Doppelpunkten  besitzt 
ne  Gerade,  ivelche  die  beiden  Doppelpunkte  verbindet,  8  Gerade., 
'6  durch  einen  von  ihnen  gehen,  und  7  andere  Gerade. 

Jede  Fläche  3'^^  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  enthält 
i  Gerade,  welche  die  drei  Doppelpunkte  zu  je  ziveien  ver- 
öden, 6  durch  einen  von  ihnen  gehende  Gerade  und  drei  andere 
er  ade. 

Jede  cubische  Fläche  mit  4  Doppelpunkten  enthält  6  Gerade, 
le  durch  zivei  von  ihnen  gehen  und  drei  andere  Gerade,  die 
arch  keinen  der  Doppelpunkte  gehen. 


Mit  den  Geraden  der  Fläche  3*®^  Ordnung  haben  sich  zuerst 
ayley  und  Salmon,  Cambr.  math.  Journ.j  4  und  Steiner, 
'reite,  53  beschäftigt.  Auf  sie  folgten:  Schläfli,  Quart.  Journ., 
;  R.  Sturm,  Flächen  5*^^"  Ordn.,  Leipzig  1867;  Math.  Ann.,  23 
"d  Affolter,  Grunert's  Archiv,  56,  welche  speciell  die  wind- 
lefen  Systeme  von  Geraden  studirten,  dann  Schröter,  Grelle, 
2  und  Cremona,  Ist.  Lomb.,   1870,  1871;   Grelle,  68. 

Neuere  Arbeiten  über  die  Configuration  der  Geraden  und  der 
benen,  wie  über  die  Polyeder,  die  sich  aus  ihnen  bilden  lass^en, 
Tid  von  Bertini,    Ann.  di  mat.,    12;    Pascal,    Ann.  di  mat, 

21;  Ist.  Lomb.,  1892,  1893. 

Die  sogenannte  Schlaejli'sche  Bezeichnung  für  die  27  Geraden 
^t  die  folgende: 

Die  Symbole 

%7  ^2?  ^Z'  ^^>  ^&'  ^e'i 

\>  h>  h,  h'  h>  h 

Pascal,  Eepertorium.  II.  19 
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werden  für  die  Geraden  einer  Doppelseehs  benutzt,  wobei  je( 
Gerade  a^,  wie  man  weiss,  keine  andere  a,  dagegen  alle  h  m 
Ausnahme  von  h^  trifft. 

Bezeichnet  man  ferner  mit  c-j  die  Schnittgerade  der  Eben( 

so  sind  diese  c-j  die  übrigen  15  Geraden.  Zwei  Gerade  c,  d 
einen  Index  gemeinschaftlich  haben,  schneiden  sich  nicht]  zwei 
die  keinen  Index  gemeinschaftlich  haben,  schneiden  sicJr^  je 
Gerade  a  (oder  h)  schneidet  eine  f,  wenn  der  Index  von  a  bez. 
einer  der  beiden  Indices  von  c  ist. 

Eine  andere  Darstellung  der  27  Geraden,  die  man  ; 
Wesentlichen  auch  aus  der  vorstehenden  ableiten  kann,  bestf 
darin,  sie  einzeln  den  Geraden  entsprechen  zu  lassen,  welche 
je  zweien  acht  Fundamentalpunkte  1,2,...,  8  verbinden,  we 
man  von  diesen  Verbindungslinien  eine,  z.  B.  (l2),  weglas 
Man  betrachtet  dann  zwei  Gerade  als  sich  schneidend  oder  nie 
je  nachdem  sie  in  Verbindung  mit  (12)  ein  Theil  zweier  Fun* 
mentalfiguren  (Quadrupel,  quaterne-zero)  sein  können  oder  nie 
die  entweder  aus  vier  Geraden  wie  (12),  (34),  (56),  (78)  o< 
aus  vier  anderen  wie  (12),  (23),  (34),  (41)  bestehen. 

Man  beachte,  dass  die  Configuration  der  Geraden  ei 
Fläche  mit  Doppelpunkten  studirt  werden  kann,  indem  n 
zwei  der  Punkte  dieser  Figur  sich  einander  nähern  lässt,  so  d 
gewissermassen  auch  diese  Figur  Doppelpunkte  erhält. 

Um  ferner  die  Configuration  der  reellen  einer  reellen  Flä 
angehörigen   Geraden   zu   untersuchen,    genügt    es,    in   dersel  i 
Figur  zwei  der  Punkte  oder  vier  etc.  als  conjugirt  imaginär  ^ 
auszusetzen   und   daraus    die   nöthigen   Consequenzen    zu   ziel 
Vergl.  §  4. 

Das  Studium  der  Configuration  der  27  Geraden  mitt 
dieser  Figur  ist  verwandt  mit  dem  der  28  Doppeltangenten 
Plancurve  4*^^^  Ordnung.  Siehe  darüber  auch  Geiser,  M 
Ann.,  1. 

§  4.    Classification  der  reellen  allgemeinen  FlächeD 

ßter  Ordnung. 

Die  reellen  Flächen  3*®^  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  la 
sich  in  Bezug  auf  die  Realität  oder  Nichtrealität  der  auf  il 
gelegenen  Geraden  classificiren. 
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Man  erhält  fünf  Arten  solcher  Flächen,  nämlich: 

a)  Alle  Geraden  sind  reell;  auch  die  dreifach  berührenden 
i  iien  sind  dann  sämmtlich  reell;  das  Pentaeder  ist  reell. 

b)  15  Gerade  und  15  Ebenen,  die  zu  je  dreien  durch  eine 
r  le  Gerade  gehen,  sind  reell.  Diese  15  Geraden  sind  die- 
j'  gen,  die  übrig  bleiben,  wenn  man  von  den  27  Geraden  die 
1   einer  Doppelsechs  hinwegnimmt. 

e)  7  Gerade   und    5  Ebenen   sind   reell   und  die   5  Ebenen 

11    sämmtlich    durch    dieselbe    reelle    Gerade.      Vier    andere 

ide   sind    imaginär,  jede   von   ihnen   geJit   aber   durch   einen 

n  Punkt.     Solche  Gerade  heissen  punJctirt  (nach  August, 

)i.,  Berlin  1862;  auch  R.  Sturm,  Fläch.  3.  0.,  p.  242   ge- 

cht  diesen  Ausdruck). 

d)  3  Gerade  und  7  Ebenen   sind  reell;    die   drei   Geraden 
u  in  derselben  Ebene;    durch  jede   von   ihnen  gehen  ausser 

;  ser  Ebene  noch  andere  2  reelle  Ebenen.     Zwölf  Gerade  sind 
L'^inär  und  punktirt. 

e)  3  Gerade  und  13  Ebenen  sind  reell;  die  drei  Geraden 
:en  in  derselben  Ebene;  durch  jede  von  ihnen  gehen  ausser 
ser  Ebene  noch  4  andere  reelle  Ebenen.  Die  übrigen  24 
aden  sind  punktirt. 

Diese  Classification  rührt  von  Schläfli  her,  Quart.  Joiirn., 

'  p.  55   und   110;    Phil.  Trans.,    153,  p.   193,    der    auch    die 

x'hen  mit  singulären  Punkten  studirte.     Mit  demselben  Gegen- 

iid  befassten  sich  auch  Cremona;   E.  Sturm,   1.   c;   Klein, 

ith.  Ann.,  6  i^nd  Schläfli,  Ann.  di  mat,  5.    Analytisch  wurde 

Classification  auch  von  August,  1.  c.  durchgeführt. 

In  Zusammenhang  mit  den  Betrachtungen  in  diesem  Para- 

I  iphen  steht  das  Studium  der  Eigenschaften  der  Lage  und  der 

nn  der  cubischen  Flächen  der  verschiedenen  Arten.     Zeuthen, 

'fl>.  Ann.,    8    benutzte    den    Satz,    dass    der    Umfang    einer 

le  S*^'"  Ordnung,  die  von  einem  ihrer  Punkte  auf  eine 
«üe  projicirt  wird,  eine  Curve  4*^''  Ordnung  ist,  um  eine  Art 
reographischer  Projection  der  Fläche  auf  eine  Doppelebene, 
li.  auf  zwei  superponirte  längs  des  Umfangs  der  Curve  4*^'" 
dnung  vereinigte  Ebenen,  auszuführen  und  auf  diese  Art  die 
'""    der  verschiedenen    reellen   Schalen  der  cubischen  Flächen 

mtersuchen.  Siehe  auch  seinen  Aufsatz  in  den  Math.  Ann., 
p.  428  u.  ff. 


19' 


292  Kapitel  XI.    Die  Flächen  3.  0. 


§  5.    Ebene  Abbildungen  der  Flächen  S*^'"  Ordnung. 

Es  lassen  sich  verschiedene  ebene  Abbildungen  der  cubiscl 
Fläche  denken. 

Man  stelle  sich   eine   projective   (ein- eindeutige)   Zuordni 
zwischen  drei  linearen  Systemen  3*^^  Stufe  von  Ebenen  und  c  | 
Punktesystem   des   gewöhnlichen   Raums  derart    vor,   dass   je  ^ 
Ebene  eines  Systems    eine  Ebene   in   jedem   der   beiden  andt  i 
und   auch    ein  Punkt  P  des  Raums    entspricht    und    umgekt  i 
jedem  Punkt  P  des  Raums  drei  Ebenen,  in  jedem  der  3  Syst 
eine,  entsprechen;  wenn  P  eine  Ebene  E  hesclireiht,  so  heschre 
die   entsprechenden  Ebenen  drei  Netze  und  ihr  Schnittpunkt 
allgemeine  Fläche  3^^^  Ordnimg  (Grassmann,  siehe  §  l),  d 
Punlcte  also  auf  diese  Art  auf  der  Ebene  E  abgebildet  wer 

Alle  cubischen  Flächen,   welche  in  der  vorstehenden  TT 
allen  Ebenen  des  Baums  entsprechen,  gehen  durch  eine  und 
selbe  Baumcurve  6^^^  Ordnung;    den  Punkten   dieser   Curve    f 
sprechen  in  der  Bildebene  nicht  Punkte,  sondern  Gerade. 

Die  sechs  Punkte,  in  denen  die  Curve  6^^  Ordnung  4 
Bildebene  schneidet,  entsprechen  6  Geraden  (a^ ,  . . .,  a^  der  Fi  « 
3^^^  Ordnung;  sie  wurden  von  Cremona,  Fundamcntdlpi  k 
der  ebenen  Abbildung  der  Fläche  S^  genannt,  und  mit  « 
Ziffern  1,2,...,  6  bezeichnet. 

Die  6  Kegelschnitte,  welche  durch  fünf  der  Fundami  h 
punkte  gehen,  entsprechen  anderen  sechs  Geraden  (b^^,  . .  .,b^  ii 
cubischen  Fläche,  und  die  15  Geraden,  welche  die  6  Ft*  9^ 
mentalpunkte  zu  je  ziveien  verbinden^  entsprechen  den  üb  p[ 
15  Geraden  von  S^,  (c^J.  ; 

Die  Geraden  (b^^,  . .  .,bß),  welche  den  6  Kegelschnittet •  p^ 
geordnet  sind,  und  die  Geraden  {a^,  . . .,  a^),  welche  den  6  Pu  B 
entsprechen,  bilden  eine  Schläfli'sche  Doppelsechs.  P 

Einer  ebenen  auf  S^^  liegenden  Curve  3^^^  Ordnung  i  p 
der  Ebene  eine  durch  die  sechs  Fundamentalpimkte  gehende  (  jll 
3^^^  Ordnung  zugeordnet. 

Dem  Kegelschnitt,  tvelcher  in  einer  durch  eine  Gert 
gehenden  Ebene  enthalten  ist,  entspricht  eine  durch  die  6  F 
mentalpunkte  gehende  Curve  5*^  Ordnung,  die  einen  von  < 
Punkten  zum  Doppelpunkt  hat. 

Dem  Kegelschnitt,  tvelcher  in  einer  durch  eine  Gerade  b  < 
den  Ebene  liegt,  ist  eine  durch  einen  Fundamcntalpunkt  gi 
Gerade  zugeordnet. 
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Dem  Kegelschnitt,  der  in  einer  durch  eine  Gerade  c^^  gehen- 
E'bene  gelegen   ist,   entspricht  ein  durch  vier  Fundamcntäl- 
te  mit  Ausnahme  von  r  und  s  gehender  Kegelschnitt. 
Der  geivundenen  Curve   von   der  Ordnung   3w,   welche   der 
tt  von  Sq  mit  einer  Fläche  n^^^  Ordnung  ist,  entspricht  eine 

ml  durch  jeden  Fundamentalpunkt  gehende  ebene  Curve. 
Einer  Geraden  der  Ebene  ist  auf  S^  ein  Kegelschnitt  oder 
Baumcurve  5*^^  Ordnung  zugeordnet,  je  nachdem  die  Gerade 

rch  einen  FundamentalpunJct  geht  oder  nicht. 

Einem  Kegelschnitt  der  Ebene  entspricht  auf  S^  eine  Baum- 
(   vom  Geschlecht  0  und  der  Ordnung  4,  5  oder  6,  je  nach- 

K  der  Kegelschniit  durch  2,  1  oder  0  Fundamentalpunkte  geht 
Diese  Abbildung  rührt  von  C  leb  seh,.  Grelle,  65  und  Cre- 

3 na,   1.  c.  her.     Eine    andere    ebene  Abbildung   der   cubischen 

äche  hat  C  leb  seh,  Math.  Ann.,  1  mitgetheilt;  es  ist  dieselbe, 

n  der  am  Ende  des  §   7,  Kap.  9   die  Eede  war.     Siehe  auch 

lyley,  London  math.  Soc,  3. 


Kapitel  XII 
Die  Flächen  4*«^  Ordnung. 

§  1.    Allgemeines.     Flächen  mit  Doppelpunkten  und 

Doppellinien. 

Die  allgemeine  Fläche  4*®^  Ordnung  ist  von  der  36^^  Clas 
die  Ordnung  des  ihr  umschriebenen  Kegels,  dessen  Spike  in  ew 
'beliebigen  PunM  des  Baums  liegt,  ist  die  12'^^ ;  es  gibt  24  Bi 
Tielir  er  zeug  ende  dieses  Kegels;  zwölf  von  ihnen  sind  doppelt. 

Die  Ordnung  der  parabolischen  Curve  ist  die  32^^. 

Die  allgemeine  Gleichu/ng  der  Fläche  4^^^  Ordnung  hö 
von  34  nicht  homogenen  Coefficienten  ab. 

Die  Fläche  4*®"*  Ordnung  hann  nicht  mehr  als  16  Dop 
punkte  haben. 

Die  Fläche  Jcann^  ohne  eine  Begelfläche  zu  sein,  eine  Dop 
gerade,  einen  Doppelkegelschnitt,  einen  Cuspidalkegelschnitt  (ve 
Kap.  9,  §  4)  und  drei  Doppelgerade  besitzen,  die  sich  in  eii 
Punkt  schneiden  und  nicht  in  derselben  Ebene  liegen. 

Eine  Fläche  4'^^^  Ordnung,  welche  zur  Doppellinie  eine  / 
ebene  Linie  hat  (die  aber  nicht  die  Gesammtheit  von  drei  nich 
einer  Ebene  liegenden  und  sich  in  einem  Funkt  treffenden  Gero 
sein,  darf),  ist  immer  eine  Begelfläche. 

Die  höchste  Singularität,  die  eine  Fläche  4'®^  Ordnung  Ju 
kann,  ist  eine  dreifache  Gerade:  die  Fläche  ist  dann  nothwendi 
weise  eine  Begelfläche. 

Wenn  die  Fläche  16  Doppelpunkte  hat,  so  ist  der  ihr 
schriebene  Kegel,  dessen  Spitze  in  einem  der  Doppelpunkte  l 
von  der  6'*®^  Ordnung  und  zerfällt  in  6  Ebenen. 

Die  allgemeinen  Flächen  4*®'"  Ordnung  sind  noch  nich 
eingehend  untersucht  worden,  wie  die  entsprechenden  cubis< 
Flächen.  Man  hat  sich  mehr  mit  den  speciellen  Flächen 
Ordnung,  die  durch  die  Eigenschaft  charakterisirt  sind,  das: 
Doppelpunkte  oder  Doppellinien  enthalten,  und  mit  den 
flächen  4*®^  Ordnung  beschäftigt. 
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Am  bemerkenswerthesten  von  den  bis  jetzt  studirten  Flächen 
■^^  Ordnung  sind  die  folgenden: 

Die  Kummer 'sehe  Fläche,  welche  16  Doppelpunkte  enthält, 
le  eine  merkwürdige  Configuration  bilden;  femer  eine  andere 
attung  von  Flächen,  die  auch  zuerst  von  Kummer  untersucht 
urden,  und  die  durch  die  Eigenschaft  ausgezeichnet  sind,  unend- 
ch  viele  Kegelschnitte  zu  besitzen;  unter  ihnen  sind  hervor- 
iheben:  die  Fläche  4*^^  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  und  die 
^ömerfläche  Steiner's;  schliesslich  dieEegelflächen,von  denenCre- 
lona  und  C  leb  seh  eine  vollständige  Classification  gegeben  haben. 

In  den  folgenden  Paragraphen  werden  wir  diese  verschie- 
enen  Flächen,  jede  für  sich,  behandeln. 

Wir  geben  zunächst  hier  eine  Tabelle  der  charakteristischen 

Wahlen  der    allgemeinen   Fläche   4*®^  Ordnung,  der   Flächen  mit 

)oppelkegelschnitten,    mit    Cuspidalkegelschnitten    und    mit    12 

I  Ooppel-   oder   Knotenpunkten.     Vergl.   Salmon-Fiedler,  Anal. 

'  reom.  d.  Baumes,  2,  §§  512 — 516. 


Allgemeine  Fläche 
4ter  Ordnung 

Fläche  mit 
12  Knotenpunkten 

Fläche  mit 
Doppelkegelschnitt 

Fläche  mit  Cus- 
pidalkegelschnitt 

a  =  a 

12 

12 

8 

6 

8 

12 

24 

4 

0 

V. 

24 

24 

12 

8 

n 

36 

12 

12 

6 

v! 

24 

24 

12 

8 

h' 

480 

24 

26 

0 

k' 

102400 

196 

320 

0 

t' 

3200 

0 

40 

0 

Q 

320 

32 

36 

0 

*c' 

9ß 

24 

24 

8 

h' 

4016 

200 

180 

24 

)■' 

128 

56 

36 

8 

#"' 

32 

32 

16 

8 

? 

320 

32 

52 

0 
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§  2.    Die  Flächen  4*^''  Ordnung  mit  Doppelpunkten. 

Die  Existenz  eines  Doppelpunktes  ist  für  eine  Fläche  4*^ 
Ordnung  vier  einfachen  Bedingungen  gleichwerthig;  es  könnt' 
daher,  weil  eine  solche  Fläche  von  34  Coefficienten  abhängt 
scheinen,  als  ob  sie  höchstens  acht  willkürlich  festgesetzte  Doppel 
punkte  enthalten  könnte;  man  erkennt  aber,  dass  dieses  nicL 
möglich  ist,  und  dass,  ivenn  eine  Fläche  4*®^  Ordnung  nich 
degenerirt  ist  und  acht  DoppelpimJcte  besitzt,  diese  in  einer  speciellt. 
Conßguration  zu  einander  stehen  müssen  und  dass  nur  sieben  vo'. 
ihnen  wilTkürlich  sind.  Cayley,  Proc.  Lond.  math.  Soc,  3  =  Cöl 
math.  papers,  7,  p.  133;  ferner  7,  p.  256  und  7,  p.  264. 

Von  den  Flächen  4*®^  Ordnung  mit  Doppelpunkten  ist,  wi 
wir  sclxon  gesagt  haben,  die  Kummer 'sehe  Fläche  mit  1 
solchen  Punkten  von  besonderer  Bedeutung;  Cayley,  1.  c,  ha 
auch  die  Flächen  mit  einer  geringeren  Anzahl  von  Doppe- 
punkten studirt,  während  Kummer  schon  vorher  auf  die  m: 
11,  12,  13,  14,  15  Doppelpunkten  bei  Gelegenheit  seiner  Unte] 
suchungen  über  die  Strahlensysteme  oder  Congruenzen  2*®^  Ordnun 
(vergl.  Kap.  14)  aufmerksam  gemacht  hatte,  Berl.  Äbh.,  186( 
Die  Untersuchung  der  von  Kummer  behandelten  Flächengattunge 
ist  dann  von  Cayley  1.  c.  wieder  aufgenommen  worden. 

Um  die  Gleichung  einer  Fläche  4*®^  Ordnung  mit  4  g< 
gebenen  Doppelpunkten  zu  erhalten,  legt  man  6  Flächen  2* 
Ordnung  X^  ==  0,  ....  Xg  =  0  durch  diese  Doppelpunkte;  m 
homogene  Function  2'^^^  Grads  der  X,  gleich  Null  gesetzt,  stel 
dann  eine  Fläche  4^^^  Ordnung  der  verlangten  Art  dar.  S 
enthält  18  unabhängige  Constante. 

Beträgt  die  Anzahl  der  gegebenen  Punkte  5,  so  legt  ma 
fünf  Flächen  2*^^^  Ordnung  X.  =  0  durch  diese  Punkte;  eine  Fort 
die  in  den  X  vom  2^^  Grad  ist,  gleich  Null  gesetzt,  tvird  dar, 
die  Fläche  4^^^  Ordnung  mit  den  fünf  Doppelpunkten  darstelle) 
sie  hat  14  Constanten. 

Wenn  sechs  Punkte  gegeben  sind,    so   lautet  die  Gleichw 
der  allgemeinen  Fläche  4^^^  Ordnung,  welche  diese  sechs  Punkte 
Doppelpunkten  hat: 

\^i>  ^2'  ^3'  -^i)    ~r  ^«^(Xj,  X^,  Xj,  X^j  =0; 

sie  enthält  genau  10  Constante;  die  X^  ==  0  sind  die  QU 
diungen  von  vier  durch  die  gegebenen  sechs  Punkte  gehend* 
Flächen  2^^""  Ordnung;   {X^,  X^,  X^,  X^y  stellt    eine  Form  2^ 
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tads  in  den  X  dar  und  J  die  Jacohische  Fläche  des  Systems 
r  vier  Flächen  ^*®^  Ordnung. 

Von  den  Flächen  mit  sechs  Doppelpunkten  ist  diejenige 
'Sonders  bemerkenswerth,  deren  Gleichung 

J\X^,  X^,  X^,  X^  =  0 

utet,  die  also  die  Jacobi'sche  Fläche  des  Systems  der  vier  Flächen 
^^^  Ordnung  ist. 

Sie  wird  die  Wed die' sehe  Fläche  genannt,  weil  sie  dieser 
utor  zuerst  untersucht  hat,  Cambr.  Journ.,  5,  1850,  und  ist 
r  Ort  der  Spitzen  der  Kegel  2^^^  Ordnung,  welche  durch  sechs 
unkte  des  Baums  gehen. 

Die  Wed  die' sehe  Fläche  enthält  25  Gerade,  welche  die  sechs 
'Ue  zu  je  zweien  verbinden,  und  die  10  Geraden,  in  tvelchen 
durch  drei  der  Punkte  gehende  Fhene  die  Ebene    schneidet, 
eiche  durch  die  drei  übrigen  Punkte  gelegt  wird. 

Der  Berührungskegel,    dessen  Spitze  in   einem  Doppelpunkt 

egt,  schneidet  die  Fläche  in  den  fünf  Geraden,  welche  diesen  Punkt 

lit  den  übrigen  fünf  verbinden  und  in  der  Baumcurve  5*®^  Ord- 

wng,  welche  durch  die  sechs  Punkte  des  Baums  individualisirt  wird. 

Die  Weddle'sche  Fläche  wurde  auch  von  Cayley,   Compt. 

iend.,  52,   1861;   Hierholzer,   Math.  Ann.,   2,  4;   Hunyady, 

IreUe,  92;  Caspary,  Compt.  Bend.,  1891;  etc.  studirt.     Sie  ist 

ine  Fläche,    deren  Punkte   Coordinaten    haben,    die    sich    durch 

.yperelliptische  FunJctionen  zweier  Parameter   ausdrücken    lassen. 

Cayley,  Proc.  Lond.  math.  Soc,  4  untersuchte  auch  andere 

'^lachen,  deren  geometrische  Definition  analog  ist,  die  aber  nicht 

aehr  von  der  4*®"^  Ordnung  sind. 

Um  die  allgemeinste  Gleichung  der  Fläche  4*®^  Ordnung 
nit  7  Doppelpunkten  aufzustellen,  legt  man  drei  Flächen  2*^^^ 
)rdiiung  Zj  =  0,  X^  =  0,  Xg  =  0  durch  diese  Doppelpunkte, 
>estimmt  dann  eine  Fläche  S*®''  Ordnung  r'=0,  welche  durch 
lie  sämmtlichen  7  Punkte  geht  und  vier  von  ihnen  zu  Doppel- 
)unkten  hat  und  legt  schliesslich  die  Ebene  Z  =  0  durch  die 
irei  übrigen.     Die  Gleichung 

{X^,X^,X;)'-  +  l'YZ=0 

mfhält  sechs  Constanten  und  stellt  die  verlangte  Fläche  dar. 

Um  die  Gleichung  der  Fläche  4*"  Ordnung  mit  acht  (nicht 
'vülkürlichen)  Doppelpunkten  zu  erhalten,  kann  man  auf  die 
folgende  Art  verfahren:  man  betrachtet  drei  Flächen  2*®''  Ordnung 

X,  =  0,  Xg  =  0,  X3  =  0, 


298  Kapitel  XH.   Die  Flächen  4.  0. 

welche  sich  in  acht  Punkten  schneiden,  bildet  dann  eine  quadratische 
homogene  Function  der  drei  X  und  setzt  diese  Function  gleich 
Null.  Man  erhält  so  eine  Fläche  4*®^  Ordnung  mit  acht  auj 
drei  Flächen  ^*^^  Ordnung  liegenden  Doppelpunkten.  Sie  isl 
übrigens  nicht  der  allgemeine  Typus  einer  Fläche  4***'"  Ordnung 
mit  8  Doppelpunkten;  es  existirt  nach  Cayley  noch  ein  änderet 
Typus. 

Studien  über  die  zuletzt  genannten  Flächen  sind  von  Cajley 
Quart.  Journ.,  10,  p.  34;  11,  p.  111;  Coli.  Math.  Pap.,  7,  p.  304 
8,  p.  25. 

Es  lassen  sich  dann  auch  Flächen  4*®'"  Ordnung  mit  9  un( 
10    Doppelpunkten    auffinden,     von    denen     7    willkürlich    ge- 
wählt sind. 

Bemerkenswerth  aber  ist  der  Satz: 

Eine  Fläche  4^^^  Ordnung  kann  nicht  mehr  als  10  Doppel 
punkte  haben,  von  denen  7  willkürlich  gewählt  sind. 

Eine  Fläche  4*®^  Ordnung  mit  10  Doppelpunkten  ist  da 
sogenannte  Symmetroid,  dessen  Gleichung  auf  die  folgende  Ar 
entsteht. 

Man  habe   10  lineare  Funktionen  der  Yariabelen 

mit  den  Bedingungen  fj-  "^  f-:.,  und  bilde  die  symmetriscl  - 
Determinante 

/ii'  fii'  iid>  /i4  I 

112'  122'  /23'  /24 
/13'  /23'  hS'  fsi 
fli'    /24>    /34>    /44 

Sie  liefert,  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichung  des  Symmetroid 

Die  Minoren  3^^^  Ot^dnumg  der  Determinante  ergehen,  gleit 
Null  gesetzt,  cuhische  Flächen,  die  10  Funkte  gemeinschaßii 
haben;  diese  Punkte  sind  die  Doppelpunkte  des  Symmetroids. 

Der  dem  Symmetroid  umschriebene  Kegel,   dessen  Spitze 
einem   Doppelpunkt    liegt,    zerfällt   in    zwei    Kegel   5*®^  Ordnim 
welche  sich  in  9  Geraden  schneiden,  die  diesen  Doppelpunkt  n 
den  übrigen  neun  verbinden. 

Wenn  in  einer  Fläche  4^^  Ordnung  mit  10  Doppelpunkte 
einer  von  diesen  die  im  vorigen  Theorem  angegebene  Eigenscho 
besitzt,  so  haben  auch  die  übrigen  diese  Eigenschaft. 

Ausser  dem  Symmetroid  gibt  es  noch  eine  andere  Fläe 
4*®'  Ordnung  mit  10  Doppelpunkten,  welche  jedoch  nicht  die  Eige  - 
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sdiaft  hat,  dass  der  der  Fläche  umschriebene  Kegel  6^^^  Ordnung, 
dessen  Spitze  in  einem  der  Doppelpunkte  liegt,  in  zwei  Kegel  5*®^ 
Ordnung  zerfällt. 

Die  Hesse'sche  Kernfläche  der  cubischen  Fläche  ist  ein 
Symmetroid;  in  der  That  sind  dann  die  f  die  zweiten  Derivirten 
der  linken  Seite  der  Gleichung  der  Fläche  3*®"^  Grads. 

Jst  f^^  =  0,  so  hat  das  Symmetroid  noch  einen  iP^^ 
Doppelpunkt,  ist  au^ch  /'22  =  0,  so  hat  es  noch  einen  12'^^^,  für 
/*gg  =  0  einen  13^^"^  und  schliesslich  für  f^  =  0  noch  einen  14^^"^ 
Doppelpunkt. 

Man  hat  die  Flächen  4*®''  Ordnung  mit  11,  12,  13,  14,  15 
Doppelpunkten  classificirt,  indem  man  die  ihnen  umschriebenen 
Kegel,  deren  Spitze  in  einem  Doppelpunkt  liegt,  in  Betracht 
zog;  je  nachdem  diese  Kegel  6*®^  Ordnung  auf  die  eine  oder 
andere  Weise  in  Kegel  niedrigerer  Ordnung  zerfallen ,  hat  man 
die  Flächen  4*®^  Ordnung  in  verschiedene  x^rten  getrennt.  Solche 
Studien  sind  von  Kummer,  Cayley,  1.  c.  und  spätere  von 
Eohn  in  einer  von  der  Jablonowski'schen  Ges.  zu  Leipzig  im 
Jahre  1886  preisgekrönten  Abhandlung;  siehe  auch  Math. 
Ann.,  29,  1887.  Cayley  und  die  englischen  Autoren  haben, 
wie  es  ihre  Gewohnheit  ist,  zahlreiche  und  complicirte  Be- 
nennungen für  einige  der  oben  genannten  Flächen,  speciell  für 
die  mit  8,  9,  10  Doppelpunkten  eingeführt;  es  scheint,  dass 
diese  Benennungen  eher  dazu  dienen,  die  Sache  zu  verwickeln, 
als  sie  einfacher  zu  machen. 

Ein  Theil  der  Flächen  mit  11,  12,...,  15  Doppelpunkten 
kann  auch  als  Brennfläche  einer  Congruenz  2*®"^  Ordnung  aufgefasst 
werden.     Siehe  weiter  unten  Kap.  14. 

§  3.    Die  Kummer'sclie  Fläche. 

Wie  schon  gesagt  wurde,  wird  die  Kummer'sclie  Fläche  als 
Fläche  4*®^  Ordnung  mit  16   isolirten  Doppelpunkten  definirt. 

Sie  ist  4^^^  Classe;  ihre  allgemeine  Gleichung  enthält  18  un- 
abhängige Constante. 

Der  die  Fläche  berührende  Kegel  6^^^  Ordnumg,  dessen  Spitze 
■  II  einem  Doppelpunkt  liegt,  zerfällt  in  6  Ebenen. 

Jede  dieser  6  Ebenen  berührt  die  Fläche  längs  eines  Kegel- 
schnitts, auf  welchem  noch  andere  5  Doppelpunkte  liegen. 

Es  gibt  16  solche  singidäre  Ebenen;  man  hat  also  16  sin- 
gulare Punkte  und  16  singulare  Ebenen,  die  sich  durch  die 
tvichtige  Eigenschaft  auszeichnen,   dass  jede  Ebene  durch  6  auf 
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einem   Kegelschnitt  liegende  Doppelpunlte  geht  und    dass   durch 
jeden  Punkt  6  Ebenen  gehen. 

Die  Kummer'sche  Fläche  wird  besonders  in  der  Linien- 
geometrie benutzt,  sie  kann  als  Brennfläche  einer  Congruem  2^^ 
Ordnung  und  2^^^  Classe  definirt  werden,  Kummer,  Berl.  Ähh., 
1866,  oder  auch  als  Singularitätenfläche  des  allgemeinen  quadra- 
tischen Complexes,  oder  als  Singularitäten  fläche  unendlich  vieler 
confocaler  quadratischer  Complexe,  Klein,  Math.  Ann.,  2.  Siehe 
weiter  unten  Kap.  14  über  die  Geometrie  der  Geraden. 

Eine  ivichtige  Eigenschaft  dieser  Fläche  besteht  darin,  dass 
sie  in  sechs  Polaritäten  reciproJc  zu  sich  selbst  ist. 

Der  Gleichung  der  Kuromer'schen  Fläche  haben  Kummer 
selbst,  Cayley  und  Andere  verschiedene  Formen  gegeben. 

Wenn  X^=  0,  X^=  0,  X^=  0,  X^=  0  die  Gleichungen 
von  4  singulären  Ebenen  sind.,  deren  4  Schnittpunkte  zugleich 
auch  Knotenpunkte  der  Fläche  sind,  so  lässt  sich  die  Gleichimg 
schreiben: 

0^=lQkX^X^XQX^, 

worin  k  eine  Constante  bezeichnet  umd  O  eine  in  den  X  quadra- 
tische Form  darstellt,  nämlich 

(P  =  X,^  +  X,'  +  X,'  +  Z/  +  2a{X,X,  +  X,X,)  + 
+  2b{X^X,  +  XgXj  +  2c{X^X^  +  X3X,), 

A;  =  a^  -f  52  _|_  ^2  _  2atc  —  1,         Kummer 

Eine  irrationale  Form  der  Gleichung  dieser  Fläche  ist  dit 
folgende,  Cayley,  Grelle,  73,  p.  292;  Coli  Math.  Pap.,  7,  p.  126; 


y^^i{y 


fx,  -  ß'ß-x,  -  ^)  + 


a  / 


+  yßx^{cta"x^  —  y'fXi  —  j)  + 

+  y^^s  (^'r^i  -  «'«"^2  -  7)  =  <^' 
mit  den  Bedingungen: 

«'  +  13'  +  /  =  0, 
a"  -j-  ß"  -\-  y"  =  0. 

Andere  Formen  erhält  man,  wenn  das  System  a,  ^, ; 
cyklisch  mit  dem  System  a,  ß\  y  oder  dem  System  a  .,  ß'\  y 
vertauscht  wird. 
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'''"Auf  rationale  Form  reducirt^  lautet  die  vorstehende  Gleichung 

^/K^  +  ^2^  +  ^3^  —  2iC2^3  —  2x^x^  —  2x^x^)  + 

-j-  2x^  [aaa\x^^XQ  —  x^^x^)  +  ßß'ß'^x^^x^  —  x^^x^)  + 

4-  yyfW^i  —  ^^2^0  +  Ox^x^x^j-j- 

-\-  (c(aa'x2X^  -\-  ßß'ß'^x^x-^^  -\-  yy  y' o^\'^%f'  =  0, 

worin  der  Kürze  wegen 

e  =  {ß  —  y)c/c/'  4-  (7  —  a)ß'ß''  +  (0;  —  ß)yf 

gesetzt  tvwrde. 

Man  beachte,  dass  auch  in  diesem  Ausdruck  für  0  die  er- 
wähnten cyklischen  Vertauschungen  gemacht  werden  können, 
ohne  dass  dadurch  der  Werth  von  6  verändert  wird. 

Die  16  simgulären  Ebenen  sind  durch  die  Gleichungen 
gegeben: 

X-i     ^^—~    K) ,      Xa    ^—~    \J  f      Xo    ~^~~    V/  f      Xi     \)  y 

T  +  7  +  7  ""   ' 

^  +  ^  +  -'  =  0, 

/y»  /y  ^ 

yy  ^2  — P^  ^3  — -f  =  0, 


tCj 


/>«,  -  r^a^s  -  77  =  ^' 


rr*2 


tCj 


^/3'«;3  —  -^  =  0, 


Xa 


aa  X^  —  yy  a^i  —  ^  =  0, 


«  aiCo 


aa  Xo 


y  y^i 
yy'H 


X 


-^  =  0 
ß'        ^' 


Xa 


0, 


OCi 


ß  ß"  X^  —  ci  a"  x,2 ^  ==  0, 


Xä 


ß"  ßx^  —  ci'  ax^ ^  =  0, 


ßß'x. 


cca  X.2 


^,  =  0. 

7 
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Eine  andere  Form  der  Gleichung  der  Kummer' sehen  Fläche 
ist  die  folgende  (Eohn,  1.  c.  und  Math.  Ann.,  18)*): 

^1       I     ^2     "1    ^3    "1     ^4    -\-  AX^  ^2  ^3  X^         2  -^3456  \^1   ^2       I     %   ^4  j 

^•^5612(%   ^3        I      ^2   ^4  )  ^-^1234(^1   ^4       I      ^2   ^3  )  "^^  ^> 

worin 

^  ^  {k,  -  Je,)  {Je,  -  \)  (k,  -  ^)ri^2Ä  +  ^4  —  ^5  —  h)  + 

+  ^3^4(^5  +  h  —  h  —  \)  +  hhih  +  h  —  h  —  hl 

{k.  -  k,)  {k.  -  k,)  +  {k,  -  k,)  {k.  -  k,^ 

^W  —  (Je.  -  kj)  {k,  -  k,)  ''^- 

Die  Coefficienten  dieser  Gleichung  hängen,  wie  man  sieht, 
von  den  sechs  Grössen  k  ab,  welche  sich  als  die  Wurzeln  einer 
binären  Form  6*®^  Ordnung  auffassen  lassen.  Daraus  erhellt  die 
Möglichkeit,  eine  Beziehung  zwischen  den  Kummer'schen  Flächen 
und  den  binären  Formen  6*®^  Ordnung  herzustellen;  es  ergibt 
sich  in  der  That,  dass  diese  Fläche  in  besonderer  Verbindung 
mit  den  hyperelliptischen  Functionen  vom  Geschlecht  2  in  Be- 
zug auf  eine  binäre  Form  6*®^  Ordnung  steht. 

Klein,  Math.  Ann.,  5  war  der  erste,  der  erkannte,  dass 
man  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Kummer'schen  Fläche 
durch  vier  specielle  hyperelliptische  Functionen  von  zwei  Argu- 
menten ausdrücken  könne;  auf  ihn  folgten  die  diesbezüglichen 
Arbeiten  von  Cayley,  CreJle,  83;  Borchardt,  ib.,  id.;  Weber, 
ib.,  84;  Rohn,  Math.  Ann.,  15,  18;  Reich ardt,  Nova  acta  der 
Leop.   Carol.  Ac.,  50,  Halle  1887;  etc. 

Wir  lassen  hier  einige  Angaben  darüber  folgen:  Es  gibt, 
wie  man  weiss,  16  '9- -  Functionen  vom  Geschlecht  2  (vergl. 
Bepert.,  1,  Kap.  17,  §  3);  jeder  von  ihnen  entspricht  eine  CJiarak- 
teristiJc]  solcher  Charakteristiken  sind  10  gerade  und  6  ungerade 
vorhanden  (ebenda  p.  455).  Durch  die  Art  der  Gruppii'ung  dieser 
Charakteristiken  unterscheiden  sich  die  sogenannten  Göpel'schen 
{Crelle.,  35)  und  Rosenhain'schen  (Mcm.  des  sav.  etr.,  11,*  Paris 
1846)  Quadrupel.  Ein  GöpePsches  Quadrupel  (es  existiren 
ihrer  60),  ist  ein  System  von  vier  Charakteristiken,  die  entweder 
alle  gerade,  oder  von  denen  2wei  gerade  und  zwei  ungerade  sind 
und  deren  Summe  Null  ist.  Ein  Rosenhai n'sches  Quadrupel 
(es  gibt  ihrer  80)   ist   dagegen   ein  System   von   vier  Charakte- 


*)  Man  beachte,  dass  auf  p.  142  der  citirten  Rohn'schen  Arbeit 
dem  Coefficienten  A  von  x^x^x^x^  die  Zahl  4  statt  8  zugeordnet  ist. 
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stiken,  deren  Summe  wieder  Null  ist,  von  denen  aber  entweder 
ne  ungerade  und  drei  gerade  oder  drei  ungerade  und  eine 
rade  sind.     Es  gilt  dann  der  Satz: 

Zivischen  den  Quadraten  der  vier  den  Charakteristilcen  eines 
öpeVschen  oder  Bosenhain' sehen  Quadrupels  entsprechenden  -O*- 
unctionen  besteht  immer  eine  rationale  homogene  Relation  4*®^ 
rads;  u/nd,  nimmt  man  diese  d'^  zu  homogenen  Coordinaten  eines 
'imkts  des  Baums,  so  stellt  eine  solche  Relation  eine  Kummer'sche 
'lache  dar.  Im  Fall  des  GöpeVschen  Quadrupels  sind  die  Ebenen 
CS  Fundamentaltetraeders  der  Coordinaten  vier  singulare  Ebenen 
rr  Fläche,  jedoch  ist  keine  Ecke  dieses  Tetraeders  ein  Knoten 
er  Fläche;  bei  dem  Rosenhain' sehen  Quadrupel  dagegen  sind  die 
ier  Ebenen  des  Tetraeders  der  Coordinaten  wieder  vier  singulare 
"Ibenen,  die  vier  Ecken  aber  vier  singulare  Punkte. 

^^^  Bei  dieser  Darstellung  entsprechen  die  übrigen  d'^  jeder  der 
l^fb^m  singulärcn  Ebenen. 

Zu  einer  weiteren  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläclie 
cann  man  auch  von  einem  anderen  Standpunkt  aus  gelangen. 
»Verden  nämlich  zu  homogenen  Coordinaten  eines  Punkts  des 
^aums  gewisse  vier  von  Klein  mit  Z  bezeichnete  hyperellip- 
ische  Functionen  gewählt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  der 
Fläche,  deren  Coefficienten  rationale  Invarianten  einer  binären 
Form  6*®^  Ordnung  sind,  welche  auf  die  oben  angegebene  Art 
der  Kummer'schen  Fläche  entspricht;  eine  solche  Gleichung  pflegt 
man  die  rationale  Gleichung  der  Fläche  zu  nennen.  Näheres 
darüber  findet  man  bei  Pascal,  Ann.  di  mat.,  18,  19. 


Die  Configuration  der  16  singulären  Punkte  und  Ebenen 
der  Kummer'schen  Fläche  ist  vielfach  untersucht  worden.  Wir 
citiren  Caporali,  Lineei,  1878;  Schröter,  Crelle,  100;  De 
Paolis,  Lineei,  1890. 

Die  16  zu  je  zweien  conjugirten  Fundamentalpunkte  er- 
zeugen ebenso,  wie  die  sich  zu  je  zweien  schneidenden  Funda- 
mentalebenen  120  Gerade,  die  Caporali  die  Geraden  R  nannte. 

Die  16  Fumdamentalpunkte  liegen  m  je  dreien  in  24,0  nicht 
fundamentalen  Ebenen  (den  Ebenen  II)  und  die  16  Fundamental- 
ebenen  liefern  zu  je  dreien  240  nicht  fundamentale  Funkte  (die 
Punkte  P). 

Die  Ebenen  FL  gehen  zu  je  6  durch  die  Geraden  R  und 
die  Punkte  P  liegen  zu  je  6  in  den  letzteren.     Umgekehrt  gehen 
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die  Geraden  R  zu  je  dreien  durch  die  Punkte  P  und  liegen  .- 
je  dreien  in  den  Ebenen  Tl. 

Die  Punkte  P  sind  zu  je  45  in  den  Fundamentalehem 
gelegen  und  die  Ebenen  TI  gehen  zu  je  45  durch  die  Fundi 
mentalpunkte. 

Es  gibt  80  Tetraeder,  deren  Ecken  und  Seitenflächen  Fundi 
mentalpunkte  und  -Ebenen  sind;  sie  entsprechen  den  80  Kosei 
hain 'sehen  Quadrupeln  von  Charakteristiken;  siehe  oben. 

Es  gibt  60  Tetraeder,  deren  Seitenflächen  Fundamente 
ebenen  und  deren  Ecken  Punkte  P  sind-^  sie  entsprechen  den  ( 
Göp einsehen  Quadrupeln. 

Aus  dem  letzten  Satz  folgt  dann  selbstverständlich  d 
duale  Eigenschaft. 

Die  240  Punkte  P  und  Ebenen  TI  bilden  15  neue  Kummer 
sehe  Conßgurationen. 

Schneidet  man  die  Kummer'sche  Fläche  mit  einer  Ebene, 
kann  man  eine   allgemeine   ebene  Curve  d*®'"  Ordnung   erhalte 
es  gelten  darüber  die  Sätze: 

Durch  jede  allgemeine  ebene  Curve  4*®'  Ordnung  gehen  o 
Kummer' sehe  Flächen. 

Die    16  Singular en   Ebenen   werden   von    der   schneidend 


Ebene  in  16  Doppeltang enten  der  Curve  4^^  Ordnung  getroff ( 
Diese  16  Doppeltangenten   sind   mit   denen   identisch,    die  üh  -\ 
bleiben,  wenn  von  den  28  die   zwölf  nicht  gemeinsamen  Dopp 
tangenten   zweier  Ar onhold' scher   Systeme   weggenommen   werd( 
welche  eine  einzige  Gerade  gemeinsam  haben;  mit  anderen  Worte  | 
diese   16  Doppcltangenten    bilden   unter   sich   eine  ähnliche   Co  ] 
föguration,   tvie  die  16  Doppeltang  enten   einer   ebenen  Curve  4  l 
Ordnung    mit   einem   Doppelpunkt,    wenn   man    die   6  von   dt 
Doppclpunkt    ausgehenden    Tangenten   nicht    in    Bechnung    zie 
Siehe  Kap.  8,  S.  198. 

Die  vier  Doppeltang  enten,  die  aus  dem  Schnitt  eines  Göpt 
sehen  Tetraeders  (siehe  oben)  hervorgehen ,  sind  vier  Doppeita 
genten,  durch  deren  8  Berührungspunkte  ein  Kegelschnitt  geht 

Auf  diese  Beziehungen  zwischen  den  Doppeltangenten  c 
Curve  4*^*^  Ordnung  und  den  singulären  Punkten  und  Eben 
der  Kummer'schen  Fläche  gründen  sich  einige  neuere  Arbeit 
von  Ciäni,  Ann.  di  mat,  (3),  2;  Betid.  Ist.  Lomb.,  1898. 


Es    lässt    sich    eine  Bezeichnungsart   für   die   16  singulär 
Ebenen    und   Punkte    der   Kummer'schen   Fläche    ermitteln:    { 


r 
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>raucht  man  für  eine  der  Ebenen  das  Symbol  0  und  für  die 
sechs  auf  ihi*  gelegenen  Punkte  die  Symbole  1,  2,  3,  4,  5,  6,  so 
'assen  sich  die  übrigen  15  Ebenen  durch  die  Boppelsymbdle 
12,  13,  14,  ...,  56  und  die  übrigen  10  Fundamentalpimkte  durch 
■Jic  dreimhligen  Symbole 

'123\       /124' 
,456/'     \356, 
r  stellen. 

Arr^\  gehen  die  sechs  Ebenen  12,  23,  31, 

15,  56,  64  durch  den  Funkt  (l)  dagegen  die  sechs  Ebenen 
•  O,  (12),  (13),  (14),  (15),  (16). 

Eine  andere  Bezeichnungsart  für  die  16  singulären  Ebenen 
geht  aus  der  obenerwähnten  Beziehung  zwischen  ihnen  und  den 
Charakteristiken  vom  Geschlecht  2  hervor. 

Legt  man  nämlich  jeder  Ebene  das  Symbol  (ab cd)  bei, 
worin  a,  b,  c,  d  keine  anderen  Werthe  als  0  und  1  annehmen 
können  (und  der  grösseren  Einfachheit  wegen  die  Charakteristik 

mit  (ab cd)  statt   mit  (    ^  )  bezeichnet  wird),  so  werden  die  16 

Ebenen  durch  die  Symbole 


(0000),  (1000),  (0100),  (1100), 

(0010),  (1010),  (0110),  (1110), 

(0001),  (1001),  (ÖlOl),  (1101), 

(0011),  (1011),  (Olli),  (1111)     dargestellt. 


Die  sechs  sich  in  einem  Punkt  schneidenden  Ebenen  bestehen 

■'(s  den  drei  Ebenen,    ivelche  sich   in  dieser  Tabelle  mit  einem 

gegebenen  Element  in  derselben  Horizontalreihe  befinden,  und  den 

drei  anderen,  die  rmt  dem  nämlichen  Element  in  derselben  Verti- 

'nlreihe  liegen. 

Sechs    sich    in    einem    Punkt    Schneidende    Ebenen    tverden 
daher  mit 

(a,  b,  c,  d  -\-  1), 

{a,b,  c  -\-  1,  d), 

(a,  b,  c  -\-  1,  d  +  1), 

(a  -\-  1,  b,  c,  d), 

(a,  b  -{-  1,  c,  d), 

(a  -\-  1,  b  -\-  1,  c,  d)     bezeichnet. 

I'aacal,  Eepertorium.  II.  20 
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Die  Anzahl  der  Substitutionen  der  Stuhstitutionengruppe 
welche  die  Configuration  u/nver ändert  lassen,  beträgt  6!  16. 

Die  Gleichung  16^^^  Grads,  von  welcher  die  Bestimmung  de 
16  Singular en  Ebenen  oder  Funkte  der  Kummer' sehen  Fläche  ab 
hängt,  wird  nach  Auflösung  einer  Gleichung  6^^^  Grads  an 
Abel' sehe  Gleichung  und  lässt  sich,  nachdem  dies  geschehen,  durc. 
Auflösung  von  vier  Gleichungen  ^*®^  Grads  lösen.     Jordan. 

Mit  diesen  Problemen  hat  sich  Jordan  beschäftigt,  Crelh 
70;  siehe  auch  seinen  Traite  des  subst.,  Paris  1870. 


Die  Haupttang entencurven  (Asymptotenlinien)*)  auf  dt 
Kummer^ sehen  Fläche  sind  im  Allgemeinen  Curven  16^^^  Orc 
nung  und  16^^^  Classe. 

Sie  haben  16  Spitzen  in  den  16  singulären  Pmikten  di 
Fläche,  16  stationäre  Ebenen,  ivelche  die  singulären  Ebenen  df 
Fläche  sind,  und  96  stationäre  Tangenten.     Siehe  Kap.  9,  § 

Ihr  Bang  r  ist  der  48^^,  die  Anzahl  ihrer  scheinhan 
Doppelpunkte  beträgt  72,  die  Ordnung  der  Doppelcurve  der  det' 
loppabelen  Fläche  ist  die  952^^;  sie  sind  vom  Geschlecht  17. 

Es  gibt  6  ausgezeichnete  Haupttang entencurven,  deren  Ordnung 
und  Classenzahl  sich  auf  die  Hälfte,  also  auf  8,  reduciren;  jede  vc 
ihnen  ist  doppelt  zu  rechnen.  Sie  haben  keine  Spitzen  und  stuti 
nären  Ebenen  und  besitzen  40  stationäre  Tangenten;  ihr  Bai 
ist  der  24^^,  die  Anzahl  ihrer  scheinbaren  Doppelpunkte  16^  d 
Ordnung  der  Doppelcurve  der  Developpabelen  die  200^^;  sie  sii 
vom  Geschlecht  5. 

Durch  die  Haupttang  entencurven  einer  Kummer'schen  Fläc 
geht  ein  Büschel  von  Flächen  4^^  Ordnung.     Reye. 

Die  parabolische  Curve  der  Kummer'schen  Fläche  ist  ä 
Curve  32^^^  Ordnung  und  zerfällt  in  16  Kegelschnitte,  weU 
identisch  mit  den  in  den  16  singulären  Ebenen  liegenden  Keg 
schnitten  sind. 

Mit  den  Haupttangentencurven  der  Kummer'schen  Fläc 
haben  sich  speciell  Klein  und  Lie,  Math.  Ann.,  23;  Rey 
Grelle,  98  und  Segre  an  demselben  Ort  beschäftigt. 


*)  Die  Haupttangentencurven  sind   Linien,    bei   denen   die   ( 
culationsebene  in  jedem  ihrer  Punkte  mit   der  Berührungsebene 
die   Fläche    zusammenfällt    (siehe   weiter   unten  Kap.  16).    Die  Ti 
genten  an  die  Haupttangentencurve  sind  Gerade,  welche  die  Fläc 
osculiren. 
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Ueber    die    Classification    der    Kummer'schen    Flächen    auf 
rund   der  Realität    oder  Nicht  -  Realität   der   singulären  Punkte 
tid  Ebenen    ist    eine  Arbeit   von   Rohn,   Math.  Ann.^   18    vor- 
luden.    Weiler,  Math.  Ann.,  6    dagegen    classificirt   sie    nach 
n  besonderen  Eigenschaften,    die    sie    annehmen,    wenn   einige 
r  16  singulären  Punkte  sich  vereinigen.     Beide  gehen  von  der 
trachtung  der  6   Werthe  \^  . . . ,  Zjg ,  den  Wui-zeln  einer  Form 
Ordnung,  aus,  die,  wie  wir  oben  gesagt  haben,  in  Beziehung 
IV  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche  stehen;  wenn  man  an- 
immt,    diese    6  Werthe    specialisiren    sich    in   Bezug   auf    ihre 
Realität  oder  Nicht-Realität  und   in  Bezug   auf  ihre  Grösse,   so 
rgeben  sich  alle  Fälle,  die  möglich  sind. 

Wir  creben  hier,  einige  der  Rohn 'sehen  Resultate  an: 

o  o 

I.  Die  sechs  Grössen  h  sind  reell. 

a)  Die  Kummer'sche  Fläche  hat  16  reelle  singulare 
Punkte  und   16  reelle  singulare  Ebenen. 

b)  Die  Fläche  ist  reell,  aber  alle  ihre  singulären  Punkte 
und  Ebenen  sind  imaginär.  Betrachtet  man  in  einer 
Berührungsebene  an  die  Fläche  die  Schnittcurve 
4ter  Ordnung,  so  sind  die  sechs  von  dem  Doppel- 
punkt an  diese  Curve  gezogenen  Tangenten  sämmt- 
lich  reell. 

c)  Die  Fläche  ist  imaginär  und  ihre  sämmtlichen  sin- 
gulären Punkte  und  Ebenen  sind  imaginär. 

n.  Zwei   der  Grössen  li   sind   conjugirt   imaginär   und   die 
übrigen  reell. 

a)  Die  Fläche  hat  8  reelle  singulare  Punkte  und  eben- 
soviele  reelle  singulare  Ebenen. 

b)  Die  Fläche  ist  reell,  aber  ihre  sämmtKchen  singu- 
lären Punkte  und  Ebenen  sind  imaginär.  Sie  ist 
jedoch  mit  der  unter  I,  b  aufgeführten  nicht  iden- 
tisch, weil  von  den  sechs  in  I,  b  definirten  Tan- 
genten vier  reell  und  zwei  imaginär  sind. 

in.  Zwei  Paare  der  Grössen  ?c  sind  conjugirt  imaginär,  die 
übrigen  beiden  li  reell. 

Die  Fläche  hat  4  reelle  singulare  Punkte  und  4 
reelle  singulare  Ebenen;  jede  der  letzteren  geht  durch 
2  reelle  Punkte  und  speciell  gehen  zwei  Ebenen  durch 
die  nämlichen  beiden  Punkte  und  die  übrigen  2  durch 
die  beiden  anderen  Punkte. 

20* 


308 


Kapitel  XII.    Die  Flächen  4.  0. 


lY.  Die  sechs  Grössen  h  sind  zu   je   zweien  conjugirt  imi 
ginär. 

a)  Die  Fläche  ist  reell  und  hat  4  reelle  singulä] 
Punkte  und  4  ebensolche  Ebenen.  Sie  ist  jedoc 
anders  gestaltet,  wie  die  Fläche  in  dem  Fall  II 
weil  keine  reelle  Ebene  durch  einen  reellen  Punl 
geht. 

b)  Die  Fläche  ist  imaginär,  besitzt  aber  4  reelle  sii 
guläre  Punkte  und  4  reelle  singulare  Ebenen. 

Wir  verweisen  hierbei  auf  die  interessanten  von  L.  Bri 
in  Darmstadt  (siehe  dessen  C atalog ,  etc.)  besorgten  Gyp 
modelle. 


§  4.    Das   Cayley'sche    Tetraedroid   und   die 
Wellenfläche. 

Ein  specieller  Fall  der  Kummer'schen  Fläche  ist  die  v< 
Cayley  Tetraedroid  genannte  Fläche,  von  welcher  dann  ihre 
seits  wieder  die  FresneTsche  Wellenfläche  als  besonderer  Yi 
sich  abzweigt. 

Das  Tetraedroid  ist  eine  Kummer'sche  Fläche,  deren 
singulare  Ebenen  sich  derart  in  4  Gruppen  zu  je  vieren  vt 
theilen,  dass  die  Ebenen  der  nämlichen  Gruppe  durch  ein 
und  denselben  Punkt  gehen;  man  erhält  so  die  4  Eckpunl 
eines  Fundamentaltetraeders,  von  welchem  die  Fläche  ihr 
Namen  hat. 

Die  Fläche  ist  eine  homographische  Transformation  • 
Wellenfläche,  von  der  weiter  unten  die  Rede  sein  wird;  dit 
letztere  ist  daher  nur  ein  metrisch  specialisirtes  Tetraedi'oid. 

Die  auf  das  Fundamentaltetraedcr  bezogene  Gleichung  < 
Tetraedroids  lautet: 


0,    X 


X 


1  ' 


3  ' 


1  > 


JÜ\ 


2  > 


3  ' 


X, 


0,      «12,     «13,     0^14 
XJ^,     a?2,      0,      «28,     «24 


0^13,     «23,      0,      «34 

x^,    ah,   aii,   «34,    0 


=  0 


Die  Gleichungen   der  16  singulären  Ebenen  sind  dann 
folgenden: 
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"34 


^34*^1 
^34% 


^2  ^24*^3      \      ^23*^4  ^5 

=  0, 


%2'^3 


^24*^1   "1      ^ 
I  ^23^1   "1      ** 


^14 ''^2  1~  ^12*^4  ^^ 

"T~  ^14*^3  "1  ^S'^l  ^^^^^^  '-^^ 

"I  ^14*^3      1"  ^3*^4  ^^^^  ^^ 

•^2  ^24*^3      l~  ^23 "^4  ^^^^  ^^ 


14^2 


13^2 


^24*^1 
%4% 


^23*^1 
«23  i^i 


%4^1 

«24^1 


^34 

0.^^X2  ~J~  ^2*^4  ^^^^^  ^' 

%4"^2   "T~  %4*^3  "T    ^23*^4  ^""^^  ^^ 

1  *?     2      1  1  "^     1  ^^^       5 

%3^2  ^12*^3  ^^^  ^' 

^34*^2  ^24*^3  %3'^4  ^^^  ^^ 


-f-  a 


14^3 


Ü^^X^ 


^13*^4  ^^ 


ne  weiter  oben  angegebene  Gleichung  des  Tetraedroids  ergibt 
icJi  aus  Cayley's  allgemeiner  Gleichung  der  Kummer' sehen  Fläche 
j^^e  §  3),  ivenn  man 


1 

y 

«24             ^'               «34             ß" 
«34'          7'               «14'          «" 

Cid  a    = 

=  — 

"14                                                     '^*^24 

woraus 

"24 


77  7 


ci  ß"y  ==  a' ßy      folgt. 

''an  jeder  der  vier  Seitenflächen   des  Fundamentaltetraeders 

ird   das    Tetraedroid    in    einem    Paar    von    Kegelschnitten    ge- 

hmUen\  bez.  eines  jeden  dieser  Kegelschnitte  ist  das  in  der  ent- 

prechenden   Seitenfläche    des   Tetraeders    enthaltene   Dreieck    sich 

elbst  conjugirt     Siehe  Kap.  3,  §  2,  S.  78. 

Man  erhält  so  4  Paare  von  Kegelschnitten  in  den  vier 
eitenflächen  des  Tetraeders;  die  16  Schnittpimkte  dieser  4  Paare 
on  Kegelschnitten  sind  die  16  singulären  Punkte  der  Fläche,  die 
ich  also  zu  je   vieren   auf  den  Seitenflächen  des  Fundamental- 

tedcrs  befinden.     Diese  letztere  Eigenschaft  ergibt  sich  offen- 
,  wenn  man  sich  daran  erinnert,  dass  die  Kummer'sche  Fläche 
jm)rok  zu  sich  selbst  ist.     Siehe  §   3. 
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Die  vier  singulären  Punkte  auf  jeder  Seitenfläche  des  Tetra 
eders  liegen  zu  je  zweien  auf  6  Geraden,  die  ihrerseits  zu  j 
zweien  durch  die  drei  Ecken  des  Dreiecks  gehen,  welches  die  Seiteti 
fläche  des  Tetraeders  bildet. 

Die  16  singulären  Ebenen  berühren  die  Fläche  längs  Kege] 
schnitten. 

In  dem  Fall  des  Tetraedroids  lässt  sich  die  Gleichung  6^^ 
Grads,  von  welcher,  wie  in  §  3  ausgeführt  ivurde,  nach  Jorda 
die  Bestimmung  der  1 6  singulären  Funkte  der  allgemeinen  Kummer 
sehen  Fläche  abhängt,  algebraisch  auflösen. 

Vergl.  bez.  des  Tetraedroids  auch  H.  E.  Timerding,  Veh 
die  quadratische  Transformation,  durch  tv eiche  die  Ebenen  dt 
Baums  in  ein  System  von  Flächen  2'^^^  Ordnung  mit  gemeinsamci 
Poltetraeder  übergeführt  werden,  Ann.  di  mat.,  (3),  1,   1898. 


Die  Wellen  fläche  ist  ein  specielles  Tetraedroid  und  läsf 
sich  auf  die  folgende  Art  definiren: 

Sie  ist  der  Ort  der  Endpunkte  der  von  dem  Centrum  eine 
EUipsoids  ausgehenden  Strahlen,  deren  Längen  den  beide 
Haupthalbmessem  des  Schnitts  des  EUipsoids  mit  einer  at 
diesem  Strahl  senkrechten  Ebene  gleich  sind;  auf  jedem  Stra) 
liegen  daher  vier  Punkte  der  Fläche,  zwei  auf  der  einen  und  zW' 
auf  der  anderen  Seite.     Fresnel. 

Die  Fläche  besteht  aus  zivei  Schalen,  von  denen  die  ei) 
innerhalb  der  anderen  liegt,  und  die  sich  in  Doppelpunkten  d 
Fläche  berühren. 

Legt  man  das  Ellipsoid 


fF  +  |5-  +  ^=l,  a>h>c 
zu  Grund,  so  lautet  die  Gleichung  der  Wellenfläche 

ivorin 

■^'  =  ^'  +  y'  +  ^^ 

Fresn« 

Diese  Gleichung  ergibt  sich  aus  der  des  Tetraedroids, 
man  zwischen  den  Coefficienten  «1^2,  «ä,  •••  specielle  Relation 
festsetzt.  Siehe  Salmon-Fiedler,  Geom.d.  Baum.,  2,  p.  473,47 


§  4.   Die  Wellenfläche.  311 

Der  Fr esneV sehen  Gleichimg  kann  man  die  beiden  fölgen- 
Formen  geben: 


r 


|2  _  ^2  -r  |2  _  52  -r  |2  _  ^2  -L, 

^.J^ I ^1—  -j i! =  0 

7j2   —    feägS        I       ^2   ^2^2       I       ^2    _    ^2(>2 


Das  Fundamentaltetraeder  der  als  Tetraedroid  betrachteten 
Wellentlüche  hat  zu  Seitenflächen  die  drei  Hauptebenen  des  Ellip- 
'ids  und  die  unendlich  ferne  Ebene. 

Der  Schnitt  der  Wellenfläche  mit  einer  der  drei  Hauptebenen 
'  ^  Ellipsoids  besteht  aus  einer  Ellipse  und  einem  Kreis. 

Von  den  16  singulären  Furnkten  der  Fläche  liegen  4  imaginäre 
Hl  Unendlichen,  4  reelle  auf  einer  der  Hauptebenen  und  die 
ihrigen  4  -\-  4  imaginäre  sind  auf  den  beiden  anderen  Haupt- 
benen  vertheilt. 

Die  vier  singulären   Tangentialebenen  berühren  die  Fläche 

IS  Kreisen. 
— 
Das  Tetraedroid  hat  zuerst  Cayley  studirt,  Journ.  de 
Wille,  11,  1846;  Coli.  Math.  Pap.,  1,  S.  302;  Grelle,  65,  87. 
Mit  der  Untersuchung  der  Wellenfläche  machte  den  Anfang: 
Fresnel,  Mem.  de  VAc.  de  Paris,  7, 1827  in  einer  Abhandlung  über 
die  doppelte  Lichtbrechung,  in  welcher  er  das  Problem  der  Physik 
über  den  Durchgang  des  Lichts  durch  lichtbrechende  Körper  studirte. 
Auf  ihn  folgten  dann  kurz  nachher:  Ampere,  Ann.  de  Ghim.  et 
Pkys.,  39,  1828;  Cauchy,  Exerc.  de  math.,  5,  Paris  1830; 
Campt.  Mend.,  11,  12,  18;  Plücker,  Grelle,  19,  1839  und 
Andere.  Ein  ausführliches  Verzeichniss  von  Arbeiten  über  die 
Wellenfläche  findet  man  in  dem  oben  S.  125  citirten  Werk  von 
Loria,  II  passato  e  il  presente  delle  principali  teorie  gemn., 
Torino  1896,  p.  114,  115.  (In  der  deutschen  üebers.  von  1888 
p.  42  ist  nur  Mannheim  erwähnt). 

Eine  andere  Erzeugungsart  der  Fläche  hat  Böklen,  Schlö- 
milch's  Zeitschr.,  24,  25,  27,  1879 — 82  angegeben  und  eine 
weitere  mit  Hülfe  zweier  developpabeler  Flächen  Cayley,  Quart. 
Journ.  of  math.,  3,  1860;  Coli  Math.  Pap.,  4,  p.  420,  432; 
Ann.  di  mnt.,  20,   1892. 

Man  kann  sich  einen  noch  specielleren  Fall  der  Kummer'- 
schen  Fläche  denken,  wenn  sie  nämlich  nicht  nur  in  einer,  son- 
dern in  mehreren  Arten  sich  als    ein  Tetraedroid  ansehen  lässt. 


312  Kapitel  XII.    Die  Flächen  4.  0. 

Mit  solchen  speciellen  Flächen  beschäftigten  sich  Rohn,  Ldp^ 
Ber.,  1884;  Segre,  ib.,  id.  und  neuerdings  Bertini,  Is\ 
Lomh.,  ISdS. 

Gypsmodelle  von    Wellenflächen    sind  in  der    von  L.  Bril 
besorgten  Sammlung  enthalten. 


§  5.    Flächen   4*^^  Ordnung,    die    unendlich   viele   Kegel 

schnitte  enthalten. 

Kummer,  Berl.  Monatsher.,  1863  =  Grelle,  64  untersucht 
die  Flächen  4*^^  Ordnung,  die  unendlich  viele  Kegelschnitte  ent 
halten.  Wir  geben  in  diesem  Paragraphen  die  Hauptresultat 
an,  zu  denen  er  gekommen  ist. 

Es  gibt  keine  Flächen  4^^^  Ordnung,  deren  Schnitte  m> 
allen  Ebenen  des  Baums  oder  eines  Bündels.^  jeder  für  sich^  an 
zwei  Kegelschnitten  zusammengesetzt  sind. 

Es  gibt  Flächen  4^^^  Ordnung,  deren  Schnitte  mit  geivisse 
unendlich  vielen  Ebenen,  die  keine  Berührungsebenen  sind,  au 
zivei  Kegelschnitten  bestehen;  sie  sind: 

1.  Die  Flächen  4*®^  Ordnung  mit  einem  Boppelkegelschm 
und  zwei  Doppelpunkten,  deren  Verbindungsgerade  den  Doppelkegel 
schnitt  nicht  trifft;  j-ede  Ebene  des  Büschels,  dessen  Äxe  dies 
Verbindungslinie  ist,  schneidet  die  Fläche  in  zwei  Kegelschnitter 
deren  Schnittpunkte  natürlich  Doppelpunkte  der  Fläche  sind  un 
mithin  auf  dem  Doppelkegelschnitt  liegen.  Die  Gleichung  ein< 
derartigen  Fläche  lautet: 

cp^  =  A^p'^qr, 

worin  cp  eine  Form  2^^^  Grads  und  p,  q,  r  vom  i*®"  Grad  sim 

2.  Die  Fläche  4*®^  Ordnung  mit  einer  Doppelgeraden;  jed 
durch  diese  gehende  Ebene  schneidet  die  Fläche  ausserdem  i 
einem  Kegelschnitt.     Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist 

p'S+2pqS,  +  q'S,  =  0', 

dabei  sind  p,  q  Formen  1^^"^  Grads  und  S,  S^,  S^  vom  2^^  Grax 

3.  Die  Fläche  4*®^  Ordnung  mit  zwei  Selbstherührungspunktei 
d.  h.  Punkten,  in  denen  sich  zwei  Schalen  der  Fläche  berühren 
jede  Ebene,  ivelche  durch  die  Gerade  gelegt  tvird,  die  diese  zw* 
Punkte  verbindet,  schneidet  die  Fläche  in  zwei  Kegelschnitten,  d 
sich  in  diesen  Punkten  berühren.     Ihre  Gleichung  lautet: 

9^^  ==  (p,  #; 
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irin  ist  cp  eine  quadratische  Form,  p,  q  sind  zwei  lineare 
ormen  und  (^p,  qY  stellt  eine  Form  4*®°  Grads  in  p,  q  dar. 

In  allen  diesen  Fällen  bilden  die  Ebenen,  iv eiche  die  Fläche 
'if  die  verlangte  Art  schneiden,  ein  Büschel. 

Es  gibt  Flächen  4^^^  Ordnung,  deren  Schnitte  mit  (allen 
hr  einigen)  Berührungsebenen  aus  zivei  Kegelschnitten  bestehen. 
i''  sind: 

1.  Die  Fläche,  welche  drei  sich  in  einem  PunJct  schneidende 
)oppelgerade  hat  (die  Römer  fläche  Steiner^  s);  die  von  irgend 
mer  Berührungsebene  erzeugten  Schnitte  sind  aus  zwei  Kegel- 
chnitten  zusammengesetzt. 

2.  Die  Fläche  mit  einem  Doppelkegelschnitt  und  einem  Doppel- 
unJct;  jede  durch  den  Doppelpunkt  gehende  Berührungsebene 
ifft  die  Fläche  in  zwei  Kegelschnitten.  Die  Gleichung  einer 
olchen  Fläche  lautet: 

larin  sind  cp,  ip  quadratische  Formen  und  p  eine  lineare  Form; 
nshesondere  stellt  ijj  =  0  einen  Kegel  2^^  Ordnung  dar,  dessen 
Spitze  auf  der  Fläche  2^^^  Grads  (p  =  0  liegt. 

Es   gibt   Flächen  4^^^  Ordnung,    die    von  jeder  sie  doppelt 
nihr enden    Ebene    in    zwei    Kegelschnitten    geschnitten    werden, 
sind  dies: 

1)  Die  Flächen  mit  einem  Doppelkegelschnitt  und 

2)  die  Megelflächen. 

In  den  folgenden  Paragraphen  werden  wir  die  Hauptarten 
ier  hier  aufgezählten  Flächen  gesondert  behandeln,  nämlich: 

a)  die  Flächen  mit  Doppelkegelschnitt; 

b)  die  Flächen  mit  Doppelgerade; 

c)  die  Steiner'sche  Fläche; 

d)  die  Regelflächen. 

Die  Flächen  mit  zwei  SelbstberührungspunJcten  sind  bisher 
noch  nicht  eingehend  studirt  worden. 


'O' 


§  6.    Die  Flächen  4*^^  Ordnung  mit  Doppel-  oder 
Cuspidalkegelschnitt. 

Die  charakteristischen  Zahlen  für  diese  Fläche  findet  man 
weiter  oben  in  §   1   dieses  Kapitels. 

Jede  Ebene  des  Baums  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Curve  i*®^  Ordnung  mit  ztvei  Doppelpunkten,  jede  Berührungs- 
ebene in  einer  Curve  4*®^  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten,  jede 
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ztveifach  berührende  Ebene  in  zwei  Kegelselmitten  und  jede  Eben 
die  dreifach  berührt,  in  einem  Kegelschnitt  und  zwei  Geraden. 

Durch  jeden  beliebigen  Punkt  können  10  Ebenen  gelegt  werden 
welche  die  Fläche  in  Paaren  von  Kegelschnitten  schneiden. 

Auf  dem  Doppelkegelschnitt  gibt  es  vier  uniplanare  odi 
Cuspidalpunkte;  die  Berüh'ungsebenen  in  diesen  Punkten  ge1>* 
durch  denselben  Punkt. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche  lautet: 

darin  stellen  cp  =  0,  i/^  =  0  zwei  Flächen  2^^^  Ordnung  %m 
i?  =  0  eine  Ebene  dar ,  deren  Schnitt  mit  cp  =  0  der  Doppe 
kegelschnitt  der  Fläche  ist. 

Die  parabolische  Curve  der  Fläche  (von  der  32^^^  Ordnum, 
setzt  sich  aus  dem  8-mal  gezählten  Doppelkegelschnitt,  dem  2-mi 
gerechneten  Schnitt  von  gp  =  0  mit  t/;  ==  0  und  einer  andere 
Curve  8*®'"  Ordnung  zusammen. 

Die  Fläche  enthält  16  Gerade  (die  selbstverständlich  de 
Doppelkegelschnitt  treffen);  jede  von  ihnen  wird  von  fünf  andere 
geschnitten.  Die  Configuration  dieser  16  Geraden  ist  dieselh 
ivie  die  der  16  Geraden,  iv eiche  übrig  bleiben,  wenn  man  vo 
den  27  Geraden  einer  Fläche  5*®^  Ordnung  (Kap.  11,  §  3)  ein 
Gerade  und  die  sämmtlichen  10,  welche  diese  Gerade  schneide 
weglässt. 

Jede  durch  eine  der  16  Geraden  gelegte  Ebene  schneidi 
die  Fläche  ausserdem  in  einer  Curve  3^^^  Ordnung  mit  einet 
Doppelpunkt. 

Es  gibt  40  die  Fläche  dreimal  berührende  Ebenen,  vo 
denen  jede  2  Gerade  enthält. 

Die  Doppeltangentialebenen  der  Fläche  hüllen  fünf  Kegi 
2^^^  Ordnung  ein,  welche  die  fünf  Kummer 'sehen  Kegel  genanr 
tverden.  Diese  fünf  Kegel  bilden  daher  die  doppelt  berührend 
Developpabele  der  Fläche  (von  der  10^^^  Ordnung). 

Die  40  dreifach  berührenden  Ebenen  der  Fläche  haben  unte 
sich  dieselbe  Configuration ,  wie  die  40  Ebenen,  welche  von  de 
45  einer  Fläche  3^^"^  Ordnung  (Kap.  11,  §  3)  übrig  bleiben,  wen 
man  die  5  durch  eine  feste  Gerade  gehenden  Ebenen  wegnimm 

Ein  jeder  der  Kummer' sehen  Kegel  tvird  von  den  16  Gerade 
der  Fläche  berührt;  diese  vertheilen  sich  zu  je  ztveien  in  8  B( 
rührungsebenen  an  einen  Kummer'schen  Kegel.  Mithin  lassen  sie, 
die  16  Geraden  in  Bezug  auf  jeden  der  5  Kegel  auf  verschieden 
Art  in  8  Paare  ordnen:  diese  Anordnung  ist  die  nämliche,  wie  di 
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rselhen  Geraden,  tvenn  man  sie  als  eine?'  cubisclien  Fläche 
ngehörig  hetrachtet,  in  Bezug  auf  eine  jede  der  5  iveg gelassenen 
henen.  Kennt  man  insbesondere  z.  B.  a,h  die  beiden  Geraden 
'ler  2ceggelassenen  Ebene,  so  vertheilen  sicli  die  16  Geraden 
rart  in  8  Faare,  dass  die  beiden  Geraden  eines  jeden  Paares 
ander  und  ausserdem  entweder  die  Gerade  a  oder  die  Gerade  b 
'/neiden. 

Es    wird    auf    diese    Art    eine    Zuordnung    zwischen    den 

)  Kegeln  in  Bezug  auf  S^  und  den  5  weggelassenen  Ebenen  in 

kzug  auf  Sg  hergestellt. 

Die  Tangente  in  einem  Punkt  P  des  DoppeTkegelsclmitts  von 
^,  und  die  Geraden,  welche  P  mit  den  Spitzen  der  5  Kegel  ver- 
öden, sind  Erzeugende  eines  Kegels  2^^^  Ordnung. 

Die  Kummer' sehen  Kegel  gehen  durch  die  auf  der  Doppel- 
linie liegenden  Cuspidalpmikte ;  die  Ebenen,  welche  die  Kegel  in 
diesen  Punkten  berühren^  schneiden  die  Fläche  in  zwei  sich  be- 
rührenden Kegelschnitten. 

Aus  den  16  Geraden  der  Fläche  lassen  sich  zwei  ver- 
schiedene Arten  windschiefer  Gruppirungen  von  4  Geraden  bilden, 
d.  h.  Gruppirungen  von  4  Geraden^  ivelche  sich  zu  je  zweien 
nicht  schneiden;  eine  Gruppe  1^^  Art  ist  so  beschaffen,  dass  jede 
andere  der  übrig  bleibenden  12  Geraden  immer  tvenigstens  eine 
der  vier  Geraden  der  Gruppe  schneidet,  eine  Gruppe  2^^^  Art 
dagegen  so,  dass  unter  den  12  übrig  bleibenden  Geraden  immer 
eine  und  nur  eine  vorhanden  ist,  welche  keine  der  4  Geraden 
trifft.  Diese  Gruppen  heissen  Quadrupel  1^^^  bez.  2^^^  Art.  Es 
gibt  40  von  der  1^^"^  und  80  von  der  2^^"^  Art. 

Jedem  Quadrupel  entspricht  ein  anderes  derselben  Art,  tvelches 
so  beschaffen  ist,  dass  jede  seiner  vier  Geraden  eine  und  nur  eine 
der  Geraden  des  ersten  Quadrupels  trifft. 

Diese  beiden  Quadrupel  heissen  coyijugirt  und  bilden  eine 
Doppelvier  (C 1  e  b  s  c  h) . 

Jeder  Doppelvier  2'^^^  Art  entsprechen  4  andere  derart,  dass 
die  in  der  ersteren  und  einer  der  letzteren  enthaltenen  Geraden 
die  sämmtlichen  16  Geraden  der  Fläche  sind. 

Aus  den  16  Geraden  lassen  sich  16  windschiefe  Quintupel 
bilden,  d.  h.  Gesammtheiten  von  5  Geraden,  welche  sich  zu  je 
zweien  nicht  schneiden;  windschiefe  Gesammtheiten  mit  einer 
grösseren  Anzahl  von  Geraden  gibt  es  nicht. 

Die  Substitutionengruppe  der  16  Geraden  hat  die  Ordnung 
5!  16. 
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Die  Wurzeln  der  Gleichung  16^^'^  Grads,  von  welcher  di 
Bestimmung  der  16  Geraden  der  Fläche  4*®^  Ordnung  mit  Doppei 
kegelschnitt  abhängt,  sind  rationale  Functionen  der  Wurzeln  eine ' 
gewissen  Gleichung  10^^^  Grads,  tvelche  ihrerseits  nach  Auf 
lösung  einer  Gleichung  5^^  Grads  in  5  quadratische  Factore 
zerfällt. 

Man  hat  dann  auch  eingehend  die  Polyeder  studirt,  di 
sich  aus  den  40  dreifach  berührenden  Ebenen  bilden  lasser 
Siehe  die  Citate  weiter  unten. 

Aus  dem  Obigen  geht  hervor,  dass  die  Ebenen  der  Kegel 
schnitte  der  Fläche  die  Kununer'schen  Kegel  berühren;  natürlicl 
liegen  in  jeder  Ebene  zwei  Kegelschnitte.  Man  hat  also  1< 
Systeme  von  der  Fläche  angehörigen  Kegelschnitten  und  jeden 
System  entspricht  ein  anderes,  das  man  ihm  conjugirt  nenne: 
kann,  weil  ein  Kegelschnitt  des  ersten  immer  in  derselben  Eben 
mit  einem  bestimmten  Kegelschnitt  des  zweiten  liegt. 

Durch  jeden  (nicht  auf  der  DoppeJcurve)  liegenden  Funk 
der  Fläche  geht  ein  Kegelschnitt  eines  jeden  der  10  Systeme. 

Sieht  man  von  den  Schnitten  ab,  die  durch  Punkte  dei 
Doppelcurve  geführt  werden  können,  so  gelten  die  Sätze:  Di 
zu  demselben  System  gehörenden  Kegelschnitte  schneiden  sich  nicht 
zivei  beliebige  zu  zwei  conjugirten  Systemen  gehörende  Kegelschnitt^ 
schneiden  sich  in  zwei  Punkten;  die  beiden  zu  zwei  verschiedenem 
(nicht  conjugirten)  Systemen  gehörenden  Kegelschnitte  treffen  sid 
in  einem  Punkt. 

Schneidet  man  den  Kegel,  dessen  Spitze  in  einem  Punkt  1 
der  Doppelcurve  liegt,  und  welcher  die  Fläche  berührt,  mit  eine) 
beliebigen  Ebene,  so  erhält  man  ausser  den  Spuren  der  beide) 
Berührungsebenen  eine  ebene  allgemeine  Curve  4^^^  Ordnung 
Zeuthen,   1879;  siehe  Ann.  di  mat.,   14,  p.  34. 

Diese  Curve  4*®^  Ordnung  hat  zu  Doppeltangenten:  du 
Spuren  der  beiden  Berührungsebenen  an  die  Fläche,  die  Spureh 
der  10  Ebenen,  welche  durch  P  gehen  und  die  Fläche  in  einen» 
Paar  von  Kegelschnitten  treffen  (siehe  oben),  und  die  Spuren  de) 
16  Ebenen,  die  durch  P  und  die  16  Geraden  der  Fläche  gelegi 
werden  können. 

Die  Kegelschnitte  der  Fläche  iv erden  in  Kegelschnitte  projivi^'^ 
tvelche  die  Curve  4^^^  Ordnung  vierfach  berühren. 

Wenn  P  einer  der  4  auf  der  Doppelcurve  liegenden  Cus- 
pidalpunkte  ist  (siehe  oben),  so  hat  die  Projection  des  Umfangs 
der  Fläche  einen  Doppelpunkt  auf*der  Spur  der  in  P  berühr Ot- 
den  Ebene. 
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Projicirt  man  dagegen  die  Fläche  von  der  Spitze   eines  der 
nnmer'sclien  Kegel  aus,  so  ist  die  Projectmi  ihres  Umfang s  die 
jjur  des  doppelt  gezählten  Kegels  und   eine  Curve  4^^^  Ordnung 
mt  zwei  Doppelpunkten,   welche  sowohl  von  dieser  Spur  als  von 
Projection  des  DoppelJcegelschnitts  in  4  Punkten  herührt  icird. 
iithen,  1.  c. 
Zeuthen  bediente  sich  der  vorstehenden  Theoreme,  um  die 
'lachen  4*^^^  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt   nach   der  Realität 
hrer  Geraden  und  der  Kummer'schen  Kegel  zu  classificiren. 
Er  kam  zu  den  folgenden  Hauptresultaten: 
Von  reellen  Flächen  4^^^  Ordnung  mit  reellem  Doppelkegel- 
ilnntt  gibt  es  die  nachstehend  aufgeführten  6  Typen. 

A.  Die  16  Geraden  sind  reell  und  die  5  Kegel  sind  reell, 
ine  10  Kegelschnittsysteme  sind  reell  und  jedes  hat  4  Paare 
-eeller  Geraden. 

B.  8  Gerade  sind  reell  und  ebenso  3  Kegel;  die  übrigen 
8  Geraden  sind  imaginär  ohne  reelle  Punkte;  6  Kegelschnitt- 
systeme aber  kein  Paar  conjugirter  Geraden  sind  reell. 

C.  4  Gerade  und  ein  Kegel  sind  reell.  Zwei  Kegelschnitt- 
systeme sind  reell,  jedes  mit  2  Paaren  reeller  Geraden  und 
2  Paaren  conjugirter  Geraden.  Von  den  12  imaginären  Geraden 
haben  4  einen  reellen  Punkt,  die  anderen  keinen. 

D.  Keine  Gerade  ist  reell;  die  5  Kegel  sind  es  dagegen 
sämmtlich.  6  Kegelschnittsysteme  sind  reell  und  enthalten  kein 
Paar  reeller  oder  conjugirter  Geraden.  Alle  16  Geraden  sind 
imaginär  ohne  reelle  Punkte. 

E.  Keine  Gerade  ist  reell  und  die  5  Kegel  sind  es  sämmt- 
lich. Alle  16  Geraden  sind  imaginär  aber  mit  einem  reellen 
Punkt,  Zwei  Kegelschnittsysteme  sind  reell;  zu  jedem  von  ihnen 
gehören  4  Paare  conjugirter  imaginärer  Geraden. 

F.  Keine  Gerade  ist  reell  und  nur  3  Kegel  sind  reell.  Von 
den  16  Geraden  haben  8  einen  einzigen  reellen  Punkt  und  8 
keinen.  Zwei  Kegelschnittsysteme  sind  reell  und  jedes  hat 
2  Paare  conjugirter  Geraden. 


Die  Fläche  aS'^,  von  der  hier  die  Rede  ist,  wurde  zuerst 
von  C  leb  seh  mit  Hülfe  ihrer  ebenen  Abbildung  studirt.  Vergl. 
Kap.  9,  §  7. 

Bei  dieser  Abbildung  entspricht  einer  Geraden  von  S^  in  der 
Ebene  ein  dtircli  5  Fundamentalpunkte  gehender  Kegelschnitt ;  den 
5  Geraden,  iv eiche  die  Gerade  schneiden,  entsx^reclien  die  5  Funda- 


318  Kapitel  Xn.    Die  Flächen  4.  0. 

mentalpunJcte ,  und  den  übrigen  10  Geraden  diejenigen,  welch 
diese  5  Punkte  zu  je  ziveien  verbinden. 

Jedem  Paar  conjugirter  Kegelschnittsysteme  von  S^  sind  dl 
durch  i  der  5  Fundamentalpunkte  gehenden  Kegelschnitte  und  di 
durch  den  5^^^  Punkt  gehenden  Geraden  zugeordnet. 

Die  Bilder  der  ebenen  Schnitte  von  8^  sind  oo^  Curven  3^ 
Ordnung  eines  linearen  Systems  von  Curven  3^^^  Ordnung,  welch 
die  5  Fu/ndamentalpunkte  enthalten. 

Bas  Bild  des  Doppelkegelschnitts  von  S^  ist  eine  Curve  5** 
Ordnu/ng  desselben  Systems. 

Für  das  Studium  der  Fläche  wichtig  ist  auch  die  Eigen 
Schaft,  dass  sie  mittelst  einer  birationalen  Transformation  de; 
Raums  (Kap.  9,  §  7)  mit  einer  allgemeinen  Fläche  S*®*"  Ordnun* 
in  Beziehung  gebracht  werden  kann.  Untersuchungen  dieser  Ar 
haben  Geiser,  Grelle,  70  und  Cremona,  Bend.  Ist.  Lomb.,  187] 
angestellt. 

Durch  die  Transformation 

x^: x^' x^'' x^  =  y^  '-y^y^' y\ y% •  2/2 ^4      y% 

oder 

wird  einer  allgemeinen  Fläche  3^^^  Ordnung  S^,  welche  durch  def 
Kegelschnitt  iCg  =  0?  x^x^  -{-  x^^  =  0  des  Baums  (x)  geht,  abei 
in  x^  =  X2  =  x^  =  0  von  der  Ebene  Xj^  =  0  nicht  berührt  wird 
in  dem  Baum  (y)  eine  Fläche  S^  von  der  4*®^  Ordnung  mit  Doppel 
kegelschnitt  zugeordnet.     Cremona. 

Die  Gleichungen  des  Doppelkegelschnitts  lauten 

Vi  =  0,  ij^y^  —  2/3^  =  0. 

Den  27  Geraden  von  S^  entsprechen  l)  die  16  Geraden  vof> 
S^,  2)  10  Kegelschnitte  von  S^,  die  durch 

^1  =  «/2  =  2/3  ==  0 

gehen,  wnd  in  diesem  Punkt  von  der  Ebene  ^2  =  ^  berührt  werden, 
3)  der  Punkt  y^  =  y^  =  y^z=  0, 

Mit  Hülfe  dieser  Sätze  lässt  sich  auch  die  ebene  Abbildimg 
von  S^  aus  der  ebenen  Abbildung  von  /S'g  ableiten. 


Ein  specieller  Fall  der  hier  betrachteten  Fläche  ist  der- 
jenige, in  welchem  der  Doppelkegelschnitt  in  zwei  sich  schneidende 
Gerade  zerfällt. 
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Die  Gleichtmg  der  Fläche  lässt  sich  alsdann  auf  die  Gestalt 
x^x^  -f-  ^mx^x^x^x^  -\-  x^(p  =  ^ 

räckführen,  ivorin  cp  eine  quadratische  Form  ist.  Die  beiden 
ppelgeraden  liegen  in  der  Ebene  x^  =  0  und  sind  die  Schnitte 
.^er  Ebene  mit  den  beiden  Ebenen 

J(^.  .     yj         Jj^  yjm 

In  diesem  Fall  hat  die  Fläche  ivieder  16  Gerade,  von  denen 
die  eine  der  Doppelgeraden  treffen,  und  8  die  andere;  jede 
}■  ersten  8  Geraden  tvird  von  4  Geraden  des  anderen  Systems 
-«Imitten. 

Auf  jeder  der  beiden  Doppelgeraden  gibt  es  sivei  uniplanare 
In-  CuspidalpunJcte. 

Die  Ku/mmer' sehen  Kegel  speciell  reduciren  sich  auf  4;  der 
'■^  besteht  aus  der   Gesammtheit  der  beiden  Doppelgeraden,    als 
^^kloppe  von  Ebenen  betrachtet. 

Bemerkenswerth  ist  ferner  der  Fall,  in  welchem  der  Kegel- 
jhnitt  nicht  doppelt,  sondern  cuspidal,  d.  h.  jeder  seiner  Punkte 
niplanar  ist. 

Die  charakteristischen  Zahlen  für  diesen  Fall  sind  in  der 
'abelle  §  1   angegeben. 

Alsdann  gehen  die  Berührungsebenen  an  die  Fläche  in  den 
'unkten  des  Cuspidalkegelschnitts  sämmtlich  durch  einen  und  den- 
elben  Punkt. 

Es  existirt  dann  eine  Tangentialebene,  iv eiche  die  Fläche 
ängs  eines  Kegelschnitts  berührt,  der  den  Cuspidalkegelschnitt  in 
■wei  Funkten  trifft. 

Eine  beliebige  durch  einen  dieser  Punkte  gehende  Ebene 
schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve,  welche  diesen  Punkt  zum 
SelbsthcriÄhi'migspu/nkt  (dem  Punkt,  in  dem  sich  zivei  Aeste  be- 
rühren, tacnodo,  close-point)  hat. 

Die  Fläche  besitzt  zivei  Quadrupel  von  Geraden;  die  vier 
Geraden  eines  Quadrupels  gehen  sämmtlich  durch  einen  der  beiden 
Selbstherührungspunkte  und  liegen  in  der  Ebene  der  Geraden., 
icelche  die  beiden  Kegelschnitte,  den  Cuspidalkegelschnitt  und  den 
anderen  in  diesem  Punkt  berühren.  Nennt  man  die  beiden 
Ebenen  der  zwei  Quadrupel  tt,  tt',  so  gilt  der  Satz: 

Die  Fläche  hat  nur  drei  Kummer' sehe  Kegel,  deren  Spitzen 
in  der  Geraden  liegen,  in  welcher  sich  die  beiden  Ebenen  n,  it' 
seimeiden;  diese  drei  Kegel  gehen  durch  den  Cuspidalkegelschnitt. 
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Man  hat  dann  auch  die  Fälle  untersucht,  in  welchen  < 
Fläche  ausser  dem  Doppel-  oder  dem  Cuspidalkegelschnitt  no 
isolirte  Doppelpunkte  hat. 

Eine  Fläche  4*®'"  Ordmmg  mit  Boppelkegelsclmitt  kann  nit  '■ 
mehr  als  vier  solcher  isoUrter  Doppelpunkte  hahen. 

Diese  Flächen  wurden  ebenso  wie  viele  andere  specie 
Flächen  besonders  von  Korndörfer,  Math.  Ann.,  1,  2  u 
später  von  Segre,  ib.,  24  studirt. 

Wenn  ein  isolirter  Doppelpunkt  auf  den  Doppelkegelschn 
zu    liegen    kommt,    so    erhält    man    eine    Fläche,    welche   si< 
wie   Cremona,    Bend.  Ist.  Lomb.,   1871   gezeigt  hat,    aus  eir 
Fläche   2*®'"  Ordnung  mit  Hülfe  der  birationalen  Transformatic " 
von  der  oben  die  Eede  war,  ableiten  lässt. 

Andere  analoge  Fälle  hat  Segre,  1.  c.  betrachtet. 

Wird  angenommen,  der  Kegelschnitt  sei  doppelt  und  n^^ 
degenerirt,  so  lassen  sich  in  Bezug  auf  die  übrigen  Doppelpunl 
welche  die  Fläche  noch  haben  kann,  18  verschiedene  Arten  v 
Flächen  unterscheiden. 

Mit  dem  Studium  der  Flächen  4*^^^  Ordnung  mit  Dopp 
kegelschnitt  hat  Kummer  1863,  Grelle,  64  den  Anfang  ^ 
macht.  Später  beschäftigten  sich,  von  einem  anderen  StandpuD 
ausgehend,  Moutard,  Darboux  und  Casey  eingehend  n 
einem  speciellen  und  sehr  beachten swerthen  Fall  solcher  Fläch« 
mit  den  Cycliden,  von  denen  im  folgenden  Paragraphen  die  Re 
sein  wird;  bei  diesen  ist  der  Doppelkegelschnitt  der  unendli 
ferne  imaginäre  Kreis.  Die  speciellen  Fälle  des  Torus  (ein 
durch  die  Umdrehung  eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ehe 
gelegene  Axe  erzeugten  Ringfläche)  und  der  Dupin'schen  Cycli 
waren  schon  seit  langer  Zeit  bekannt. 

Im  Jahr  1868  hat  Clebsch,  Grelle,  69  bei  Gelegenh« 
seiner  Untersuchungen  über  die  ebene  Abbildung  der  Flächt 
die  Studien  über  die  Flächen  4*^^  Ordnung  mit  allgemeim 
Doppelkegelschnitt  wieder  aufgenommen.  Auf  ihn  folgten  Cr 
mona,  Korndörfer,  1.  c,  Cayley,  Quart.  Journ.,  10,  1 
1870,  1871. 

Wii'  wollen  hier  die  Arbeiten  über  die  Cycliden  nie 
citii'en,  die  in  dem  nächsten  Paragi'aphen  besprochen  werd 
sollen,  und  geben  nur  noch  als  besonders  wichtig  die  Zeuthen'sc 
Festschiift  vom  Jahi-  1879,  Om  Flader  af  fjerde  Orden  m 
Dobbeltkeglesnit ,  Kopenhagen  an,  die  in  dänischer  Sprache  vt 
fasst,   von  Loria,   Ann.  di  mat.,  14   ins   Italienische   überset 
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:    in    ihr    hat    sich    der  Verfasser   ins    Besondere    die    Classi- 
rion  dieser  Flächen  in  der  oben   angegebenen  Art   angelegen 
.11  lassen. 

Im  Jahr  1884  unternahm  es  Segre,  die  ganze  Theorie  der- 
tiger  Flächen  in  einer  umfangreichen  in  Bd.  24  der  Math. 
iL  enthaltenen  Arbeit  von  einem  neuen  Gesichtspunkt  aus 
i  behandeln,  indem  er  diese  Flächen  als  Projectionen  des  Schnitts 
veier  in  dem  Raum  von  vier  Dimensionen  gelegener  quadra- 
'  scher  Mannigfaltigkeiten  von  drei  Dimensionen  in  den  drei- 
inensionalen  Raum  betrachtete. 

Die  Segre'sche  Arbeit  ist  reich  an  Resultaten,  von  denen 
n  Theil  schon  bekannt  war,  andere  neu  sind,  und  enthält 
n  Schluss  eine  detaillirte  Classification  aller  verschiedenen  Arten 
)n  Flächen  mit  Doppel-  oder  Cuspidalkegelschnitt,  die  degenerirt 
nd  oder  nicht,  und  entweder  ausserdem  isolirte  Dpppelpunkte 
1er  keine  solche  Punkte  haben. 

I^K  ^ie  Flächen  mit  Cuspidalkegelschnitt   hatte  vor  ihm  schon 
I^B^o^ä;  -^^c-  Bologna,  1872  und  Tötössy,  Math.  Ann.,   19 
ntersucht. 

Eingehende  Studien  über  die  Configuration  der  16  Geraden 
ud  der  40  dreifach  berührenden  Ebenen  der  Fläche  findet 
lan  in  den  Arbeiten  von  Berzolari,  Ann.  di  mat.,  13  und 
'ereno,  ib.,  21;  wir  verweisen  auf  die  Einleitung  der  citii'ten 
'egre 'sehen  Arbeit  und  das  wiederholt  erwähnte  Buch  Loria's, 
l  passato  e  ü  presente  delle  pr'mcipali  teorie  geometricJte,  Torino 
896,  in  dem  ausführliche  historische  und  literarische  Angaben 
üthalten  sind. 
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Die  Cycliden  sind  Flächen  4*^^^  Ordnung,  die  zum  Doppel- 
egelschnitt den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis  haben.  Der 
\ame  Cyclide  stammt  von  Casey  und  Darboux,  während 
ayley  diese  Flächen  hicgclische  oder  Mcirculäre  Flächen  nannte. 

Die  Cyclide  ist  die  Enveloppe  einer  Kugel,  die  eine  feste 
yiiijel  orthogonal  schneidet,  während  ihr  Centrum  eine  feste  Fläche 
^^""^  Grads  beschreibt.    Casey,  Biil.  Trans.,  161,  1871. 

Die  Gleichung  der  Cyclide  lässt  sich  auf  verschiedene  Art 
chreiben: 

1)  Es  seien  X^  =  0,  X,  =  0,  X^  =  0,  X^  =  0  die 
jleichungen  von  vier  Kugeln;  sie  lautet  dann: 

Pascal,  Repertorium.  II.  21 
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cp2{X^,  Xg,  X3,  X4)  =  0, 

worin  (p^  eine  allgemeine  Form  <5*®^  Grads  darstellt. 

Die  hei  der  Erzeugung  der  Cyclide  feste  Kugel  ist  d 
Jacohi'sche  Fläche  dieser  4  Kugeln;  jede  der  letzteren  stellt  eit 
Lage  der  heivegliclien  auf  der  festen  Kugel  senkrecht  stehende 
Kugel  dar. 

2)  Die  Gleichung  der  Cyclide  kann  ferner  auf  die  Form 

(x^  -\-  y^  -\-  z^y  -\-  S^==  0     (in  Cartesischen  Coordinaten) 

reducirt  werden;    darin    ist   8^  =  0  die  Gleichumg  einer  Fläcl 
/2*®^  Ordnung. 

3)  Sie    lässt   sich    auch    durch    die   Gleichungen    von   für 
Kugeln 

Zi  =  0,  .  .  .,  X5  =  0, 

die  einander  orthogonal  schneiden,  mittelst  einer  der  Formeln 
a,X,'  +  a,X,'  +  a,X,'  +  a,X/  =  0, 

ausdrücken.,  in  welchen  die  a  constante  Coefficienten  hcdeutei 
diese  Formehl  sind  sämmtlich  einander  äquivalent,  weil  zwischt 
den  Quadraten  der  fünf  X  eine  identische  lineare  Kelation  l 
steht,  welche  den  Bedingungen  der  Orthogonalität  der  fünf  Kuge 
zu  je  zweien  entspricht. 
Diese  Relation  lautet 

v2  -v-2  ya  -y-g  -ya 

,.2      n^..    2         l^^2         \^     ^2         I..    2  ^? 

'1  '2  '3  '4  '6 

worin  r^,  .  .  .,  r^  die  Badien  der  fünf  Kugeln  bezeichnen. 

In  den  obigen  5  Gleichungen  ist  X5  =  0  in  der  erste 
X^  =  0  in  der  zweiten,  .  .  .,  X^  =  0  in  der  letzten  Gleichui 
die  bei  der  Erzeugung  der  Cyclide  feste  Kugel  und  die  übrig 
4  Kugeln  stellen  verschiedene  Lagen  der  betvegUchen  Kugel  de 
Dieselbe  Fläche  tvird  daher  auf  5  verschiedene  Arten  erzeugt. 


Eine  wichtige  Eigenschaft  der  Cycliden  besteht  darin,  da 
sie  anallagmatische  Flächen  sind.,  d.  h.,  dass  sie  mittelst  (■'> 
Transformation  durch  rcciproke  Badicnvectoren  (Inversion)  in 
selbst  verwandelt  iverden. 
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Die  anallagmatischen  Flächen  4^^^  Ordnung  sind  die  Cycliden. 
outard. 

Die  der  Inversion  zu  Grund  liegende  Kugel  ist  die  feste  Kugel, 
f  welcher  die  hetvegliche,  welche  die  Cyclide  auf  die  oben  an- 
'lehenc  Art  erzeugt,  orthogonal  ist.  Das  Gentrum  dieser  Kugel 
f  die  Spitze  eines  der  5  Kummer' sehen  Kegel  der  Fläche  nach 
T  allgemeinen  Theorie  in  §  6. 

Die  Cyclide  ist  eine  anallagmatische  Fläche  in  Bezug  auf  5 
rschiedene  Inversionen,  selhstverständlich  den  5  Kummer'schen 
leln  entsprechend. 

Dieser  Satz  entspricht  dem  oben  angeführten  Theorem,  nach 
elchem  dieselbe  Cyclide  sich  auf  fünf  verschiedene  Arten  er- 
ugen  lässt. 

Charakteristisch  für  die  Cycliden  ist  die  Eigenschaft,   dass 

doppelt     berührenden    Ebenen    (die    Ebenen,     tvelche    die 

immer' sehen    Kegel     berühren)     die    Fläche,     statt    in    einem 

'iinr  von  Kegelschnitten,    tvie    in  dem  in  §  6   behandelten  Fall, 

«incm  Paar   von   Kreisen   schneiden.     Mithin   lässt    sich    auch 

üüaupten: 

Durch  jeden  Funkt  des  Raums  gehen  10  Ebenen,  tvelche  die 
lache  in  einem  Paar  von  Kreisen  schneiden.  Daher  stammt 
'1-  ihr  von  Cayley  gegebene  Name  bicirciääre  Fläche. 

Wir  wollen  annehmen,   es    liege  eine  Cyclide  vor,    die  auf 

ie  oben  angegebene  Art   von    einer   beweglichen  Kugel    erzeugt 

rorden  ist,  welche  eine  feste  Kugel  X^  =  0  orthogonal  schneidet, 

ährend    ihr    Centrum    eine    Fläche    2*^^^   Ordnung    S-  =  0    be- 

^'lu•eibt. 

Wir  ziehen  von  dem  Centrum.  der  Kugel  X^  =  0  aus  den 
vegel,  dessen  Berührungsebenen  senkrecht  auf  den  Erzeugenden 
es  Asymptotenkegels  der  Fläche  2*^^^  Ordnung  8^  =  0  stehen; 
'ieser  Kegel  ist  einer  der  5  Kummer'schen  Kegel. 

Jedem  Kummer'schen  Kegel  entspricht  auf  diese  Art  eine 
'lache  2*^^^  Ordnung  S-  =  0. 

Die  5  Flächen  2^^^  Ordnung  S-  =  0  sind  confocal. 
IP    Der  Schnitt  der  Fläche  2*^^  Ordnung  S-  =  0  mit  der  ent- 
■■ßreehenden  Kugel  X.-  =  0  heisst    eine  Focalcurve   der  Cyclide; 
s  gibt  mithin  5  Focalcurven. 

Wir  bemerken  dabei,  dass  die  Definition  der  Focalcurven 
Kap.  4,  §  3),  welche  Dupin,  Chasles  und  Andere  für  Flächen 
-  "  Ordnung  gegeben  haben,  von  Darboux,  Compt.  Rend.,  1864 
tuf  eine  beliebige  Fläche  ausgedehnt  worden  ist. 

21* 
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Man  betrachte  die  der  Fläche  umschriebene  Developpabl 
deren  Tane^entialebenen  auch  den  unendlich  fernen  imacänärt 
Kreis  berühren;  die  Doppelcurve  dieser  Beveloppablen  wird  a 
Foccücurve  der  FläeJie  genannt.  Durch  jede  Tangente  an'i 
Focalcurve  lassen  sich  zwei  Ebenen  legen,  welche  zugleicli 
Fläche  und  den  unendlich  fernen  Kreis  berühr en^. 

Gehört   nun   der   unendlich   ferne  Kreis    der  Fläche   an, 
lassen   sich   ausser   den    gewöhnlichen   Focalcurven   auch   die  s 
genannten  singulärcn  Focalcurven  betrachten  (Laguerre),  weit 
die  Doppellinien   der  DevcJoppahlen   sind,   die   der  Fläche  län 
der  PunJite  des  unendlich  fernen  imaginären  Kreises  umschriehen  i 

Wichtig  ist  das  folgende  Theorem  über  die  singulare 
Focalcurven  der  Cyclide  (Laguerre,  De  la  Gournerie): 

Die  singulären  Focalcurven  der  Cyclide  sind  die  gewöh 
liehen  Focalcurven  einer  jeden  der  5  Flächen  ^*®^  Grads,  welc 
auf  die  oben  angegebene  Art  zur  Erzeugung  der  Cyclide  dime 
diese  5  Flächen  2^^^  Grads  als  confocale  Flächen  haben  dai 
dieselben  Focallinien. 

In  einem  Kugelbüschel  gibt  es  12  Kugeln,  welche  eine  ( 
gebene  Cyclide  berühren;  in  einem  Ebenenbüschel  existiren  12  i 
Cyclide  berührende  Ebenen  und  in  einem  Strahlenbündel  12  a 
der  Cyclide  senJcr echte  Strahlen. 

Die  durch  die  Gleichung 

"V2  VS  "VS  "VS  "V2 


X  —  a^     '    X  —  «2     '    X  —  ßg     '    X  —  «4     '    X  —  a^ 

in  welcher  l  einen  variabelen  Parameter  bezeichnet,  dargesielli 
Cycliden  sind  sämmtlich  confocal;  sie  schneiden  einander  orthogot* 
und  durch  einen  PunJd  des  Baums  gdien  drei  Cycliden  eii 
solchen  Systems;  sie  bilden  mithin  ein  sogenanntes  dreifaches  ortl 
gonales  System.     Siehe  Kap.  16,  §  14. 

Man  kann  die  drei  entsprechenden  Werte  von  X  zu  Cot 
dinaten  eines  PunMs  des  Baums  wählen. 

Zwei  Cycliden  des  Systems  schneiden  sich  längs  ih 
Krümmungslinien;  diese  sind  daher  algebraische  Curven.  Ver 
Kap.  16,  §  9. 

Die  Krümmungslinien  der  Cycliden  bilden  ein  orthogonal 
isothermes  System.     Siehe  Kap.  16,  §  8. 

Setzt  man  specielle  metrische  Eigenschaften  der  Fläche  : 
Ordnung,  welche  zur  Construction  der  Cyclide  dient,  voraus, 
ergeben  sich  Cycliden  von  besonderen  Formen. 
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Ist  diese  Fläche  2^^^  Grads  eine  Kugel.,  so  ivird  die  Cyclide 
e  Botationsfläche,  welcJie  ein  Cartesisclies  Oval  (Kap.  17,  §  11) 
i  der  Drehung  um  seine  Focalaxe  beschreibt.  Alsdann  ist  der 
I endlich  ferne  imaginäre  -  Kreis  für  die  Fläche  cuspidal. 

Wenn  die  Fläche  2^^^  Grads  eine   TJmdrehungs fläche  ist,  so 

rührt  die  gewöhnliche  Focalcurve  der  Cyclide  den  unendlich  fernen 

reis  doppelt.     Darboux  nannte  diese  Cycliden  Cartesische. 

Ist  schliesslich   die   quadratische  Fläche    keine  MittdpunMS' 

■he,  also   ein  Faraholoid,   so  liegt  eine  der  singulären  Focal- 

ren   im    Unendlichen  und  die   Cyclide  zerfällt  in  eine  Fläche 

'  Ordnung ,   die   durch  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis 

•ht  und  in  die  Ebene  im   Unendlich  fernen  selbst. 

Man  erhält  alsdann  die  sogenannte  parabolische  Cyclide  oder 
'ifclide  3^^^  Ordnung. 

Sie  enthält  offenbar  eine  in  der  unendlich  fernen  Ebene  ge- 

gene  Gerade,  durch  die  fünf  die  Fläche  dreifach  berülirende  Ebenen 

'Cken;   die  Berührung spunMe  dieser  Ebenen   sind  die  5  Spitzen 

k5  Kummer' sehen  Kegel.,  von  welchen  sich   ein  jeder  auf  ein 
'  in  der  Fläche  liegender  Geraden  reducirt;  jede  durch  eine 
so  gebildeten  10  Geraden  gehende  Ebene  schneidet  die  Fläche 
ätürlich  in  Kreisen. 

Aus  einer  allgemeinen  Cyclide  ergibt  sich  eine  Cyclide  5*®' 
)rdnung,  wenn  man  die  erstere  durch  reciproJce  Badienvectoren 
rcmsformirt  (Kap.  17,  §  l)  und  das  Inversionscentrum  auf  die 
'^h'iche  selbst  legt. 

Nimmt  man  nim  an,  die  Fläche  2*^"^  Grads  S  und  die 
^eitkugel  X  haben  eine  specielle  Lage  zueinander,  sie  berühren 
'ich  z.  B.,  so  erhält  man  Cycliden  mit  DoppclpiinMen. 

Wie  die  in  dem  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Flächen, 
50  können  auch  die  Cycliden  einen  bis  vier  isolirte  Doppel- 
punkte besitzen. 

Bie  Cycliden  mit  Doppelpunkten  lassen  sich  immer   als  In- 
'^e  (durch  eine  Inversion  transformirte  Flächen,  Kap.  17,  §  1^ 
ton  Flächen  2^^^  Ordnung  ansehen. 

Die  Inverse  der  allgemeinen  Fläche  2^^  Grads  ist  eine 
Cyclide  mit  einem  Doppelpunkt,  die  des  allgemeinen  Kegels  2^^^ 
Grads  eine  solche  mit  zwei,  die  der  Botationsfläche  2^^^  Grads 
eine  solche  mit  drei  und  schliesslich  die  Inverse  des  Botations- 
kegels  eine  Cyclide  mit  vier  isolirten  Doppelpunkten  (die  Dupin'sche 
Cyclide). 
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Die  Cfßclide  mit  nur  einem  Doppelpunkt  ergibt  sich,  tven 
die  Fläche  2^^^  Grads  S-  hei  der  oben  beschriebenen  Erzcugun 
der  Cyclide  die  Kugel  X.,  die  Leithugel,  in  nur  einem  Puni 
berührt  oder  diese  letztere  sich  auf  einen  Punkt  reducirt. 

Eine  solche  Cyclide  lässt  sich  auch  als  die  sogenannt 
Fusspunktfläche  (Kap.  17,  §  2)  einer  Fläche  2*'^''  Ordnung  i 
Bezug  auf  einen  Punkt  0  der  letzteren  definiren,  d.  h.  als  d( 
Ort  der  Fusspunkte  der  von  0  aus  auf  die  Berührung scbenen  a 
die  Fläche  2^^^  Ordnung  gefällten  Lothe. 

Wenn  die  Fläche  2*^""  Grads  S  die  Kugel  X  doppelt  h< 
rührt,  so  ergibt  sich  die  Cyclide  mit  zivei  Doppelpunkten;  sie  is 
wie  gesagt,  die  Inverse  eines  allgemeinen  Kegels   2*®^  Grads. 

Den  Fall,  in  welchem  diese  beiden  Doppelpunkte  auf  de 
unendlich  fernen  imaginären  Kreis  fallen,  studirten  De  la  Goui 
nerie,  Journ.  de  VEc.  pol.,  23,  1863;  Journ.  de  Liouville,  (2 
10,   1865  und  Cayley,  Quart.  Journ.,   10,   11,   1870. 

Die  Fläche,  welche  von  einem  Kegelschnitt  erzeugt  wird,  d( 
um  eine  nicht  in  seiner  Ebene  liegende  Gerade  rotirt,  ist  im  AI 
gemeinen  eine  Oyclide  mit  nur  zwei  auf  dem  unendlich  ferne 
imaginären  Kreis  liegenden  Doppelpunkten,  welche  die  beidt 
Kreispunkte  in  der  auf  der  Botationsaxe  senkrecht  stehendf 
Ebene  sind. 

Wir  gehen  schliesslich  zu  der  Dupin'schen  Cyclide  (m 
vier  Doppelpunkten)  über. 

Bei  der  Dup in' sehen  Oyclide  sind  tvenigstens  zwei  der  Doppi 
punkte  imaginär,  die  16  Geraden  sind  es  im  Allgemeinen  sämm 
lieh  und  von  den  6  Verbindungsgeraden  der  Doppelpunkte  sii 
tvenigstens  4  imaginär. 

Von  den  fünf  Kummer' sehen  Kegeln  ist  nur  einer  nie. 
degenerirt;  seine  Berührungsebenen  schneiden  mithin  die  Fläci 
in  Kreisen;  die  übrigen  vier  degener iren  in  vier  singtdäre  Tai 
gcntialebenen,  welche  die  Fläche  längs  einer  ganzen  Curve  h 
rühren,  und  von  denen  tvenigstens  zivei  stets  imaginär  sind. 

Die  Krümmungslinien  (Kap.  16,  §  9)  der  Dupin'sch 
Cyclide  sind  Kreise. 

Die  Dupin'sche  Cyclide  lässt  sich  als  die  Enveloppe  (Kap.  1 
§  6)  einer  Kugel  definiren,  deren  Centrum  sich  in  einer  Ebene  h 
tvegt,  und  die  zwei  gegebene  Kugeln  berührt;  oder:  als  die  Em 
loppe  einer  Kugel,  deren  Centrum  sich  auf  einem  Kegelschnitt  h 
wegt,   und   die  eine  andere  gegebene  Kugel  berührt,  oder  aut 
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die  Enveloppe  einer  Kugel,  deren  Centrum  auf  einem  Kegel- 

Jinitt  fortrückt,  und   die  eine  andere  Kugel  senkrecht  schneidet. 

Die  von  Dupin  gegebene  Definition,  nach  welcher  sie  die 

jiveloppe  von  Kugeln  ist,  ivelche  drei  gegebene  Kugeln  berühren, 

idividualisirt  nicht  eine  einzige  Cyclide,  sondern  deren  vier. 

Es   leuchtet   ferner   ein,    dass   der  Tonis,    d.  h.  die  Fläche, 

eiche   von    einem   Kreis    erzeugt    wird,    der   um    eine   in  seiner 

;]jene  liegende  Gerade  rotirt,  eine  specielle  Dupin'sche  Cyclide  ist. 

Wenn   die  4  Doppelpunkte   imaginär   sind,    so    erhält   man 

ie  Ringcyclide,  von  welcher  der  Torus  ein  besonderer  Fall  ist. 

Sind  nur   zwei    der  Doppelpunkte   reell  (andere  Fälle   sind 

icht   möglich,    siehe  oben),    so    ergeben    sich    zwei    Arten    von 

•liden:  l)  die  Horncyclide,  welche  aus  zwei  Schalen  besteht,  von 

Liien  die  eine  ausserhalb  der  anderen  liegt;  die  Schalen  endigen  in 

pitzen,  und  sind  durch  die  beiden  Doppelpunkte  verbunden;  und 

.' )  die  Spindelcyclide ,  die    aus  zwei  in  zwei  Punkten  vereinigten 

khalen  besteht,  von  denen  die  eine  sich  innerhalb  der  anderen 

•efindet. 

Wie  bei  den  allgemeinen  Cycliden,  so  kann  man  sich  auch 
>ei  den  Dupin'schen  denken,  der  Kegelschnitt,  der  die  Centren 
ler  beweglichen  Kugeln  enthält,  deren  Enveloppe  die  Cyclide 
st,  sei  eine  Parabel,  also  eine  ähnliche  Voraussetzung  machen, 
rvie  die,  aus  welcher  bei  den  allgemeinen  Cycliden  die  para- 
)olischen  oder  Cycliden  3*^^^  Grads  hervorgingen. 

Man  erhält  so  die  parabolischen  Diipin' selten  Cycliden,  welche 
Flächen  mir  5*®^  Ordnung  sind,  weil  die  unendlich  ferne  Ebene 
wegfällt. 

Von  solchen  Cycliden  lassen  sich  die  folgenden  Typen  con- 
struiren:  l)  die  parabolische  Horncyclide,  bei  der  zwei  Doppel- 
punkte reell  sind,  und  2)  die  parabolische  Bingcyclide,  bei  der 
die  4  Doppelpunkte  sämmtlich  imaginär  sind. 

Biese  Flächen  haben  Schalen,  tvelche  sich  ins  Unendliche 
erstrecken;  ihnen  gehören  eine  unendlich  ferne  Gerade  und  einige 
nndere  reelle  Geraden  an. 

Von  diesen  sämmtlichen  Cycliden  hat  man  Gipsmodelle  an- 
gefertigt; siehe  den  Catalog  mathematischer  Modelle  von  Brill 
in   Darmstadt.  

Die  Classification  der  Cycliden  führte  zuerst  Loria,  Acc. 
Torino,  1884  vollständig  durch,  ivelcher  18  verschiedene  Species 
von  Cycliden  je  nach  den  übrigen  Singularitäten,  u' eiche  die 
Fläche  besitzen  kann,  unterschied;   diese  18  Species   entsprechen 
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natürlich  den  18  Arten  von  Flächen  4*^^  Ordnung  mit  allgemeine] 
Doppelkegelschnitt,  die  kurz  nachher  zugleich  mit  anderen  Fläche 
Segre  studirt  hat;  siehe  oben  §  6.  Dieser  letztere  Autor  wv 
dann  auch  nach,  dass  von  den  18  Arten  von  Cycliden  nur  J 
reellen  Cycliden  entsprechen  (Gleichungen  mit  reellen  CoefficienU 
haben).     Siehe  Math.  Ann.,  24,  p.  439. 

Die  älteste  Cyclide,  die  untersucht  wurde,  war  die  m 
4  Doppelpunkten  (Dupin,  Applic.  de  Gcom.,  1822),  von  welch« 
der  Torus  ein  specieller  Fall  ist.  Mannheim,  Nouv.  Am 
1860  zeigte,  dass  jede  Dupin'sche  Cyclide  sich  durch  eine  h 
Version  in  einen  Torus  überführen  lässt. 

Bald  nachher  fing  man  an,  die  Cycliden  in  Bezug  auf  ik 
anallagmatischen  Eigenschaften  (siehe  oben)  zu  studiren.  Dah; 
gehören  die  Arbeiten  von  Moutard,  Nouv.  Ann.  de  Math.,  (2 
3,  1864;  Darboux,  Ann.  de  VEc.  norm.,  1865  u.  ff.,  187t 
Maxwell,  Quart.  Journ.,  9,  1867,  der  eine  Classification  'i 
geben  versuchte,  und  später  eine  umfangreiche  Abhandlung  vc 
Casey,  Fhil.  Trans.,  161,  1871. 

lieber  die  Theorie  dieser  Flächen  hat  Darboux  eii 
separate  Monographie  veröffentlicht:  Sur  une  classe  remartpiah 
de  eourhes  et  surfaccs  algehriques ,  Paris  1873,  2.  ed.  189 
in  welcher  der  Leser  Näheres  findet.  Schliesslich  untemah 
Loria  im  Jahr  1884,  Mem.  Acc.  Torino,  36  das  Studium  d< 
Cycliden  von  einem  anderen  Gesichtspunkt  aus  und  bedien 
sich,  gestützt  auf  die  schon  vor  ihm  von  Lie,  Klein  ui 
Reye  eingeführten  Begriffe,  der  sogenannten  Kugelgeometri 
in  welcher  die  Kugel  als  Raumelement  betrachtet  wird,  sow 
der  Kugelcomplexe  und  -Congruenzen  zur  Classification  d* 
Cycliden  in  18  Species.  Siehe  weiter  unten  Kap.  14.  Ver^ 
auch  B 6 eher.  Die  Beihenentivicklungen  der  Potentialtheori 
Leipzig  1894. 

§  8.    Die  Flächen  4*®^  Ordnung  mit  einer  Doppelgeradei 

Die  Gleichung  dieser  Fläche  kann  auf  die  folgende  Art  g 
schrieben  werden  (Kummer): 

p'S+2pqS,  +  q'S,  =  0', 

darin  sind  p,  q  lineare  und  die  S  quadratische  Funktionen  d 
Coordinaten.  Der  Schnitt  der  Ebenen  p  =  0,  g  =  0  ist  d 
Boppelgerade  der  Fläche. 
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Dieser  Gleichung  lässt  sich  auch  die  Gestalt  gehen  (Cayley): 

94 K'  ^2)  +  9^3  (-^1'  ^2)-^'3   +  '^zi^l'  ^2)^4  + 

I      9^2(^1^  ^27 "^3"  "T"  '*l^2\^l^  ^2/^3^4  "1"  l2\^l'  ^2/^4"  ^^^  ^'t 

ibei   sind    die    g?^,  cp^,  ip^,  . . .  Functionen  von  x^,  x<^   vom  4'^^, 
^",  . . .  Grad. 

Der  Schnitt   der  Ebenen  x^  =  0,  ^2  =  C)   ist  die  Doppel- 
rade der  Fläche. 

Die  Flädie  ist  im  Allgemeinen  ton  der  20^^^  Klasse. 

Die  Fläche   enthält   16  Gerade  ausser  der  Doppclgeraden; 

rner  gibt  es  64  dreifach   berührende  Ebenen,    vmi   denen  jede 

Fläche  in  zwei  Kegelschnitten  sdmeidet;  einer  der  vier  Schnitt- 

anJde   dieser    letzteren    liegt    auf    der   Doppelgeraden   und    die 

brigen  drei    sind    die    drei  JSerührungspimhte    der  dreifach   be- 

'ihrendcn  Ebene. 

Die  16  Geraden  liegen  zu  je  zweien  mit  der  Doppelgeraden 
■i  einer  und  derselben  Ebene;  sie  gruppiren  sich  also  in  8  Paare, 
j||tt  denen  jedes  die  Doppelgerade  schneidet. 
^^^  Man  erhält  so  64  Kegelschnittpaare  und   8  Ger  adenpaar  e ; 
edes  Kegelschnittpaar   ist  in  Bezug   auf  jedes  Geradenpaar  so 
elegen,   dass    ein  Kegelschnitt   des  Paares  nur  eine  Gerade  des 
^T  er  adenpaar  es    trifft    und    der    andere   Kegelschnitt   die    andere 
'ude. 
Die  hauptsächlichsten  Specialfälle,  welche  bei  einer  solchen 
lache  auftreten  können,  sind  die  folgenden: 

Eine  der  Tangentialebenen  in  den  Punkten  der  Doppellinie 
iann  immer  dieselbe  sein;  dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  drei 
Functionen  cp^,  ip^,  ^^  der  obigen  Gleichung  einen  gemeinschaft- 
'^hen  Factor  haben. 

Hier  fällt   eine  der  16  Geraden  der  Fläche  mit  der  Doppel- 
nden zusammen. 
Die  beiden  Tangentialebenen   in   jedem  Punkt  der  Doppel- 
geraden können  immer  dieselben   sein;    dies  geschieht,   wenn  die 
'Irei  eben  genannten  Functionen   sich  nur  durch  einen  constanten 
Factor  unterscheiden. 

Die  Punkte  der  Doppelgeraden  können  ferner  säramtlich 
uniplanar  sein;  alsdann  ist  diese  Gerade  eine  Cuspidalgerade  der 
Fleiche;  die  Tangentialebene  in  jedem  Punkt  der  Cuspidalgeraden 
variirt  dann  yon  Punkt  zu  Punkt.  Dieser  Fall  tritt  ein,  icenn 
''"^  drei  letzten  Terme  sich  auf  die  Form 

[X^X^  T"  ^2^4)  (^3 9^1   "1      ^4'^!/ 

leduciren  lassen,  worin  cp^,  ipj  lineare  Functionen  in  x^,  x<^  sind. 
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Schliesslich  kann  es  vorkommen,  dass  die  Tangentialebene] 
in  den  Punkten  der  Cuspidalgeraden  immer  dieselben  sind;  die 
gcscliieht,  wenn  die  drei  letzten  Terme  auf  einen  der  beiden  Type, 

zurüchgefülirt  iverden  können. 

In  dem  Fall  der   CuspidaTkante  ist  die  Fläche  12^^^  Class( 

Eine  Fläche  4*®'*  Ordnung  mit  einer  Doppelgeraden  kan. 
ausserhalb  derselben  bis  8  isolirte  Doppelpunkte  haben. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  4*®^  Ordnung  mit  Doppeigerad 
und  vier  Doppelpunkten  kann  auf  die  folgende  Art  gefunde 
werden:  Es  mögen  drei  Flächen  2*^^  Grads  S=0,  S' =  0,  S'' =  Q , 
die  eine  Gerade  gemeinschaftlich  haben,  gegeben  sein;  sie  werde 
ausserdem  noch  vier  Punkte  gemeinsam  haben;  eine  quadratisch 
Form  von  S,  S',  S'',  gleich  Null  gesetzt,  ist  alsdann  die  Gleichun 
einer  Fläche  4*^^  Ordnung,  für  welche  diese  Gerade  und  dies 
Punkte  doppelt  sind. 

In  einem  solchen  Fall  gibt  es  vier  Ebenen,  die  durch  di 
Doppelgerade  und  jeden  der  Doppelpunkte  gehen  und  m  jede 
der  Ebenen  liegen  zwei  Gerade  der  Fläche,  tvelche  sich  in  det 
Doppelpunkt  schneiden. 

Die  Fläche  4^^^  Ordnung  mit  Doppelgerade  und  8  Doppe^ 
punkten  hat  zur  Gleichung 

j      1 }     ^13  >    ^23  >    ^33 


=  0, 


worin  a^^,  a^^,  a^^  quadratische  Formen  in  x^  und  x^,  ferni 
«23^  ^13  lineare  Formen  und  a^^  eine  Constante  sind. 

Es  gibt  4  Ebenen,  tvelche  durch  die  Doppelgerade  gehen  un 
die  Fläche  längs  je  einer  anderen  Geraden  berühren;  auf  jedi 
dieser  Geraden  liegen  zwei  Doppelpunkte. 

Die  acht  Doppelpunkte  sind  zu  je  vieren  in  8  Ebenen  g( 
legen  und  durch  jeden  von  ihnen  gehen  4  solche  Ebenen. 

Auf  diese  Fläche  kam  Julius  Plücker,  Neue  Geometr 
des  Raumes,  gegr.  auf  die  Betrachtung  der  geraden  Linie  a 
üaumelement,  mit  einem  Vorwort  von  Clebsch,  in  2  Abtb 
1*«  Abth.,  Leipzig  1868,  2*«  Abth.  von  Klein  herausg.,  ib.  1861 
1,  N".  213,  als  er  die  Theorie  der  Liniencomplexe  studiert« 
Siehe  Kap.   14. 
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Bezüglich  der  Theorie  der  Flächen,  von-  welchen  in  diesem 
'aragraphen  die  Rede  war,  verweisen  wir  auf  Salmon-Fiedler, 
imi.  des  Baumes,  2,  §  335  u.  ff.,  den  wir  bei  unserer  Darstellung 
>önders    benutzt    haben;    man    sehe    auch    die    in  §   5   citirten 
beiten  von   Kummer   und    Clebsch,  Math.  Ann.,    1,  p.  260 
ach.     Ein  Gipsmodell    einer  Fläche    4*®^  Ordnung   mit   Doppel- 
erade befindet  sich  auch  unter  den  von  L.  Brill  in  Darmstadt 
•esorgten  Modellen. 

§  9.    Die  Römerfläche  Steiner's. 

Die  Steiner'sche  Fläche  hat  die  Grundeigenschaft ^  dass  sie 
on  jeder  ihrer  Berührung sehenen  in  einem  Paar  Kegelschnitte 
leschnitten  wird. 

Sie  besitzt  drei  Doppelgerade,  die  sich  in  einem  PunM  treffen, 

Ifür  die  Fläche  natürlich  ein  dreifacher  PunM  ist. 
Von    den    vier  SchnittpunJcten    der    beiden  Kegelschnitte,    in 
n   die  Fläche    von    einer  ihrer  Berührung sebenen  geschnitten 
ivww,  ist  einer  der  Berührungspunkt  und  von   den   drei  übrigen 
'^nt  jeder  auf  einer  der  drei  Doppelgeraden. 

Die  Steiner'sche  Fläche  ist  3^^^  Classe  und  der  von  einem 
beUehigen  PunM  an  sie  gezogene  BerührungsJxegel  ist  6^^  Ordnimg. 

Diese  Fläche  gehört  zu  den  von  Kummer,  Berl.  Monats- 
her., 1862,  1866,  1872  studirten  Flächen,  die  sich  durch  die 
Eigenschaft  auszeichnen,  dass  sie  vier  singulare  Berührungs- 
ehenen  haben,  tv eiche  sie  längs  eines  Kegelschnitts  berühren;  ihre 
Gleichung  lautet: 

o "  —  X  X^  X2  -A  g  X^  =  0 , 
worin  S  =  0  eine  Fläche   2*®""  Grads  ist  und 

X,  =  0,  X,  =  0,  X3  =  0,  X,  =  0 

'bf"  Gleichungen  der  vier  singulären  Berührungsebenen  sind. 

Gibt  man  der  Form  S  eine  specielle  in  Bezug  auf  die  X 
geeignete  Gestalt,  so  erhält  man  verschiedene  Flächen  mit  ver- 
schiedenen Eigenschaften;  so  lässt  sich  aus  dieser  allgemeinen 
Gleichung  die  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche  mit  16  Knoten- 
punkten ableiten;  vergl.  §  3;  specialisii't  man  dagegen  auf  andere 
Art,  so  ergibt  sich  die  Steiner'sche  Fläche. 

Der  Gleichung  einer  solchen  Fläche  lässt  sich  ins  Besondere 
die  Form  geben: 
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—  2X,X^—2X,X^-  2X,X^}'^—  ß4:X,X,X,X^  =  0 
die  man  auch 

schreiben  Tcann  (Cayley). 

Sie  ist  die  recipröke  Folarfläche  der  Fläche  5*®^  Ordnung  mi 
4  Doppelpunkten  {die  ja  4*®^  Classe  ist,  vergl.  Kap.  11,  §  1 
d.  h.  der  sogenannten  Cayley'schen  Fläche. 

Wählt  man  zu  Coordinatenebenen  die  drei  Ebenen ,  vo, 
denen  jede  zwei  der  Doppelgeraden  enthält,  wnd  eine  andere,  S' 
lässt  sich   die  Gleichung  der  Steinefschen  Fläche  auf  die  Fan 

reduciren,  worin  die  drei  Doppelgeraden  die  Kanten  des  Dreiflacl 

sind.     Kummer. 

Eine  besonders  interessante  Eigenschaft  der  Steiner'sche 
Fläche,  welche  zu  ihrer  ebenen  Abbildung  dient,  wurde  von  Weier 
strass  gefunden,  dem  Steiner  die  Construction  seiner  Fläche  nüi 
getheilt  hatte;  sie  besteht  darin,  dass  die  homogenen  Coordinate 
ihrer  Punkte  sich  durch  ternäre  quadratische  Formen  ausdrücke 
lassen.    (Yergl.  die  Mittheilung  von  Kummer,  Grelle,  64,  p.  73. 

Cayley  und  C  leb  seh  zeigten  dann  (siehe  die  unten  citirt 
Arbeit),  dass  sie  überdies  die  allgemeinste  Fläche  vom  Geschled^ 
Null  ist,  deren  Goordinaten  sich  auf  diese  Art  darstellen  lasset 

Geht  man  von  der  ersten  der  oben  angegebenen  Formen  de 
Gleichung  aus,  so  lassen  sich  die  Formeln  für  diese  Darstellnn 
immer  auf  die  folgenden  reduciren: 

%  =  (^1  +  ?/2  +  ^3)^ 

^2  =  {vi  —  j/2 — 2/3)^ 

^4  =  {—yi  —  y2-\-  hY- 

Legt  man  dagegen  die  zweite  Form  der  Gleichung  / 
Grund,  so  ergiebt  sich: 

x^  =  2y^y^, 
^2^2«/3?/i, 

^4  =  Vi     +  ^2'  +  i/3^- 
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Mit  Hülfe  dieser  Formeln  lässt  sich  die  ebene  Abbildung 
er  Fläche  studiren,  wie  es  C leb  seh  und  später  Andere  gethan 
iben.  In  Bezug  auf  diese  ebene  Abbildung  hat  die  Fläche  die 
.1  genschaß,  dass  sie  sich  eindeutig  ohne  aussergeivöhnliche  Punkte 
hbilden  lässt.     C  leb  seh,  Math.  Ann.^  5. 


Der  Ort  der  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte  einer  Steiner'schen  Fläche  ist  wiederum  eine  Steiner'- 
•die  Fläche.     Lie. 

Durch  jeden  Punkt  der  Steiner'schen  Fläche  gehen  unendlich 

lele   Kegelschnitte.     Ausser   den    Flächen    ,2*®^  Grads    und    den 

Eegel flächen  3^^^  Ordnung  ist  die  Steiner' sehe  Fläche  die  einzige, 

reiche  diese  Eigensdiaft  besitzt.    Darboux,  Bull,  des  scienc.  math., 

2,  1880. 

Z'wei  Kegelschnitte  der  Steiner'schen  Fläche  schneiden  sich 
{nur  einem  Punkt  und  durch  ztvei  Punkte  geht  im  Allgemeinen 
'fr  ein  Kegelschnitt. 

In  jeder  Ebene  des  Baums  gibt  'es  6  die  Fläche  oscuUrende 
Gerade  und  4  sie  doppelt  berührende  Gerade.  Durch  jeden  Punkt 
des  Baums  gehen  9  sie  oscuUrende  Gerade. 

Jede  algebraische  auf  der  Fläche  liegende  Curve  ist  von 
<if>rader  Ordnung. 

Alle  ebenen  Schnitte  der  Fläche  sind  rationale  Curven;  die 
Bömerfläche  ist  die  einzige  Nicht -Begelfläche  von  solcher  Be- 
schaffenheit. Picard,  Traite  d'anatyse;  Grelle,  100;  siehe  auch 
Guccia,  Bend.  Palermo,  1. 

Eine  andere  wichtige  Eigenschaft  der  Steiner'schen  Fläche 
hat  Kronecker  formulirt  und  Castelnuovo  bewiesen  (Bend. 
Lincei,   1894): 

Ausser  den  Begelflächen  ist  die  Steiner'sche  die  einzige  irre- 
ducible  Fläche,  welche  von  jeder  Ebene  eines  gewissen  doppelt 
unendlichen  Systems  in  reduciblen  Curven  geschnitten  wird. 

Die  Paare  von  Berührungsebenen  an  die  Fläche  in  den 
Punkten  einer  Doppelgeraden  bilden  eine  Involution,  der  die 
Ebenen  angehören,  welche  durch  die  beiden  anderen  Doppel- 
geraden gehen. 

In  jeder  Doppelgeraden  gibt  es  zwei  Cuspidalpunkte. 

Die  vier  Berührungskegelschnitte  der  singulären  Ebenen 
schneiden  sich  zu  je  zweien  in  den  Cuspidalpunkten ;  dieselhen 
vier  Kegelschnitte  liegen  auf  einer  Fläche  2^^^  Grads,  ivelche  die 
Doppelgeraden  in  den  Cuspidalpunkten  schneidet. 
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Die  Haupttangentencurven  der  Steiner' scIien  Fläche  sm 
Baumcurven  4*^"^  Ordnung  2^^^  Species.     Clebsch,  Cremona. 

Die  4  singulären  JEhenen  der  Fläche  sind  die  vier  statio 
nären  Ebenen  für  alle  Haupttangentencurven. 

Alle  Haupttangentencurven  4^^^  Ordnung  haben  3  Sehnen  gc 
meinschaftlich ,  welche  sich  in  dem  dreifachen  Funkt  der  Fläch 
schneiden;  durch  jede  dieser  Sehnen  lassen  sich  an  jede  Gurr 
4*®^  Ordnung  zwei  oscuUrende  Ebenen  legen. 

Hie  Haupttangentencurven  werden  auf  der  Fläche  von  un 
endlich  vielen  Curven  4^^  Ordnung  geschnitten,  die  8  Punkte  gf 
meinsam  haben. 

Jeder  der  vier  Kegelschnitte,  längs  welchen  die  Fläche  vo 
den  4  singulären  Ebenen  berührt  ivird,  berührt  3  Kanten  dt 
Tetraeders  der  singulären  Ebenen;  zivei  von  ihnen  schneiden  sie 
auf  einer  Kante.     Beltrami. 

Es  existiren  c»^  Flächen  ^*^^  Grads,  tvelche  die  Fläche  i 
vier  Kegelschnitten  schneiden. 


Diese  sogenannte  Römerfläche  Steiners  wurde  etwa  im  Jali 
1838  von  Steiner  während  seines  Aufenthalts  in  Rom  entdeckt 
er  hinterliess  jedoch  nichts  Schriftliches  über  sie  und  es  wa 
Kummer,  der  1863  bei  Gelegenheit  seiner  Arbeit  über  di 
Flächen  4*^^  Ordnung,  die  unendlich  viele  Kegelschnitte  enthaltei 
sie  zuerst  behandelte  und  sie  in  Folge  von  Mittheilungen  vo 
Weierstrass  (vergl.  dazu  die  Note  von  Weierstrass  in  de 
Berl.  Monatsber.  1863  oder  Cr  eile,  64,  p.  77)  Steiner  zuschriel 

Spätere  Untersuchungen  sind  von  Schröter,  Berl.  Monatt 
ber.,  1863;  Cr  eile,  64;  Cremona,  Cr  eile,  63;  Bend.  Ist.  Lomb 
1867;  Lampe,  Hissert.,  Berlin,  1864;  Cayley,  Crelle,  64 
Proc.  London  math.  soc,  3,  5,  1873;  Clebsch,  Crelle,  67 
Reye,  Th.,  Geometrie  der  Lage,  Hannover,  1877,  1880,^ 
p.  246  und  Anderen.  ^ 

Sturm,  Math.  Ann.,  3  betrachtete  sie  bei  seinen  Forschurige 
als  specielle  Fläche  3*^^^  Classe  und  erzeugte  sie  daher  mit  Hüli 
eines  Büschels  von  Flächen  2*^^  Grads  und  einer  zu  diesei 
Büschel  projectiven  geraden  Punktreihe. 

In  Folge  ihrer  wichtigen  Eigenschaft,  die  Reciproke  de 
Fläche  3*®^  Ordnung  mit  4  conischen  Punkten  zu  sein  (verg 
Kap.  11,  §  l),  wurde  sie  oft  mit  dieser  zusammen  studirt  un 
die  Eigenschaften  der   einen    aus    denen   der   anderen  abgeleite 
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Einige  Sätze  über  diese  Fläche  3*^^  Ordnung  und  ihre  Reci- 
roke   fand  Beltrami,    dessen   bez.  Arbeiten   bis   1863    zurück- 

I  aichen,  Giorn.  dl  BaU.,   1;  Acc.  Bologna,   10,   1879. 

■  Neuer  ist  die  kleine  separat  erschienene  Schrift   von  Ger- 

aldi, La  super  fiele  di  Steiner  studiata  nella  sua  rappresentazione 
nalitica  mediante  le  forme  ternarie  quadratiche,  Torino  1881, 
er  sich  die  Aufgabe  stellte,  alle  Eigenschaften  der  Fläche  aus 
irer  allgemeinsten  ebenen  Abbildung  mit  Hülfe  der  ternären 
iiadratischen  Formen  zu  entwickeln. 

Man  beachte  jedoch,  dass  auch  der  allgemeinste  Fall  (siehe 

^ap.  4,  p.  41   u.  ff.  der  Gerbaldi'schen  Arbeit)  sich  immer  auf 

ie  specielle   von  C  leb  seh    angegebene  Abbildung   zurückführen 

isst.     Schliesslich  machen  wir  noch   auf   eine   neue  Arbeit  von 

ahlen,  Acta  math.,   19   aufmerksam. 

Cayley,  Proc.  London  math.  Soc,  3  untersuchte  die  Fälle, 
11  denen  zwei  oder  die  sämmtlichen  drei  Doppellinien  zusammen- 
allen und  fand,  dass  die  Fläche  alsdann  die  Reciproke  der 
peciellen  Flächen  3*"  Ordnung 

)der 

HB    ^i^^  eingehende  Betrachtung  der  Steiner'schen  Fläche  findet 

nan  in  der  S.  310  citirten  Schrift  Timerding's,  Ann.  di  mat., 

''\  1,  1898.     Vergl.  auch  Lacour,   Sur  la  surface  de  Steiner 

Re'duction  ä  la  forme  canoniqiie  des  formules   qui  donnent  en 

'ction  rationelle  de  deux  parametres  les  coordonnees  d'un  point 

la  surface  de  Steiner,  Nouv.  Annales  de  math.,  (3),  1,  1898. 

In  dem  wiederholt  citirten  Catalog  von  L.  Brill  sind  auch 

Modelle  Steiner'scher  Flächen  aufgeführt. 

§  10.    Die  Regelflächen  4^^'*  Ordnung. 

Die  Developpable  4*^^  Ordnung  hat  zur  RücJckehrkante  eine 
ßaimicurve  3*®^  Ordnung;  in  Folge  des  engen  Zusammenhangs, 
welcher  zwischen  den  Raumcurven  und  ihren  osculirenden  Deve- 
loppablen  besteht  (vergl.  Kap.  9),  reducirt  sich  mithin  die 
Theorie  der  Developpablen  4*^^  Ordnung  auf  die  der  Raum- 
eurven  3*^^^  Ordnung,  von  welcher  in  Kap.  10,  §  2  die  Rede  war. 

Wir  können  hier  nur  einige  wenige  Bemerkungen  hin- 
zufügen. 
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Die  Beveloppablen  4*^''  Ordnung  sind  vom  Geschlecht  Nn 
d.  h.  das  Geschlecht  eines  jeden  beliebigen  ebenen  Schnitts  d( 
selben  ist  Null. 

Bezeichnet  man  mit  X^  =  0,  Xg  =  0,  X^  =  0,  X^  = 
die  Gleichungen  von  vier  Ebenen,  so  lässt  sich  die  Gleichung  ü 
Ebene,  welche  die  Developpable  einhüllt. 

X^t^  +  3X2^2  _|_  ^x^t  -\-  X^=  0 
schreiben  und  die  Developpable  selbst  hat  zur  allgemeinen  GlelcMi 

(x,  X,  -  X,  x,y  -  4  (x,2  -  X,  X,)  (x/  -  X,  x,)  =  0. 

Die  Ebenen,  welche  zwei  in  verschiedenen  Ebenen  liegen 
Kegelschnitte  berühren,  die  eine  Tangente  gemeinschaftlich  habt 
hüllen  eine  Developpable  4*^'"  Ordnung  ein. 

Wenn  zivei  Flächen  3^^^  Grads  eine  Gerade  gemänsc 
haben,  so  ist  die  abwickelbare  ihnen  umschriebene  Fläche  von  0 
4*^"^  Ordnung. 

Die  Cooi'dinaten  eines  Durnkts  der  BückJcehrkante  werd 
durch  die  Formeln  ausgedrückt: 

X^  '.  X2  '  Xg  '.  X^  ==  1 ;  —  t  '.t" '.  —  i  . 


Wir  gehen  nun  zu  den  windschiefen  Eegelflächen  4*®'"  Oi 
nung  über. 

Die  tvindschiefe  Begelfläche  4*®''  Ordnung  ist  auch  4^^^  Clasi 
sie  ist  enttveder  vom  Geschlecht  Null  oder  vom  Geschlecht 
in  dem  ersten  Fall  besitzt  sie  eine  Doppelciirve  doppelter  Ktii 
mung  von  der  3^^^  Ordnung,  die  entivcder  degencrirt  ist  oc 
nicht  (^speciell  eine  dreifache  Gerade  sein  kann),  und  ihre  dopp 
berührende  Developpable  ist  von  der  5*®^  Classe;  in  dem  zweit 
Fall  hat  sie  eine  degenerirte  Doppelcurve  2'^^^  Ordnung,  und  il 
doppelt  be^'ührende  Developpable  ist  von  der  2^^^  Classe. 

Cremona  und  Cajley  haben  eine  Classification  die.^ 
Flächen  in  12  Arten  vorgenommen,  von  denen  10  vom  Geschl€< 
Null  und  2  vom  Geschlecht  1  sind.  Zu  diesen  12  Species  % 
Eohn,  Math.  Ann.,  24,  p.  147  später  eine  neue  mit  einer  dr 
fachen  Geraden  hinzu.  Wir  schliessen  auch  diese  neue  ein  u 
unterscheiden  daher  die  folgenden   13   Species: 

a)  Flächen  mit  dreifacher  Geraden.  «1 

Auf  der  dreifachen  Geraden  gibt  es  4  PuMe.   in   weh' 
zwei  der  Tangentialebenen  zusammenfallen. 
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Die    Gleichung    der   Fläche   lässt   sich    mit   Ausnahme    der 
'iUe  IV  und   V  (siehe  unten)  auf  die  Form 

Inciren,  tvorin  %  ==  0,  iCg  ==  0  die  dreifache   Gerade  ist,  die 
iiikte   x^  =  X2  =  x^  =  0    und    x^  =  x^  ==  x^  =  0    zwei    der 
arikte  sind,  in  denen  zwei  der  Berührungsebenen  zusammenfallen, 
i)d  x^  =  0,  X2  =  0  die   doppelten  Berührungsebenen  in  diesen 
itkten  darstellen. 
Durch  jeden  der  4  Punkte,  welche  die  eben  angegebene  Eigen- 
haft besitzen,  geht  eine  Gerade  (singulare  Erzeugende)  u/nd  die 
'erührungsebene    an    die  Fläche    bleibt   für    alle    Funkte    dieser 
raden  immer  dieselbe. 
Die  Fläche  ist  stets  vom  Geschlecht  Null. 
Es  lassen  sich  die  folgenden  4  Unterfälle  unterscheiden: 

I.  (Die  8*®  Species  Cremona's  und  die  P*®  Cayley's). 
Alle  Geraden  der  Fläche  schneiden  die  dreifache  Gerade  B. 
Die  drei   durch   einen  Punkt  von  B  gehenden  Erzeugenden 

len    nicht   in    derselben    Ebene:,    sie    bestimmen    drei    Ebenen., 
■en   Enveloppe    eine    besondere    Developpable    3^^^  Classe    und 
^'^^  Ordnung  ist  und  zwar  diejenige,  welche  die  Fläche  zweifach 
iihrt. 
Diese  Fläche  ist  der  Ort  einer  Geraden,  welche  sich  so  be- 
regt, dass  sie  eine  feste  Gerade  schneidet  und  eine  gegebene  Deve- 
oppdble  4^^  Ordnung  in  zwei  Punkten  berührt. 

Die  Gleichung    der   Fläche   ist   mit   der    oben    angegebenen 
dentisch;  jedoch  ist  k  seinem   Wesen  nach  von  Kuli  verschieden. 

II.  (Die  9^^  Species  Cremona's,  die  5*^  Caylei/s). 

Es  ist  eine   Gerade  B'  der  Fläche    vorhanden,    tv eiche   die 
h-eifache  Gerade  B  Glicht  schneidet. 

Jede  durch  B'  gelegte  Ebene  enthält  drei  Erzeugende,  die 
Hch  in  einem  Punkt  von  B  schneiden  und  in  jedem  Punkt  von 
R  treffen  sich  Erzeugende,  die  in  derselben  Ebene  mit  K  liegen ; 
om  jedem  Pwnkt  von  iT  geht  eine  einzige  Erzeugende  aus. 
^  Die  Fläche  lässt  sich  als  Ort  der  Geraden  auffassen, 
welche  die  entsprechenden  Punkte  einer  zivischen  den  Punkten 
einer  Geraden  B  und  den  Punkten  einer  ebenen  Curve  5*®^  Ord- 
nung mit  einem  Doppelpunkt  0  bestehenden  projectiven  Corre- 
spondenz  (l,  1)  verbinden;  diese  muss  jedoch  so  festgesetzt  werden, 
äass  dem  Schnittpunkt  A  von  B  mit  der  Ebene  der  Curve 
3^^  Ordnung  der  Schnittpunkt  der  Geraden  AO  mit  dieser  Curve 
entspricht. 

Vascal,  Eepertorium.  ü.  22 
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Die  Gleichung  der  Fläche  ist  mit  der  oben  angegebenen  iden 
tisch,  wenn  in  dieser  Je  =  0  gesetzt  ivird. 

Die  Gerade  B'  ist  die  Enveloppe  der  dreifach  berühren 
den  Ebenen  der  Fläche;  sie  tritt,  wenn  sie  dreimal  gerechm 
wird,  an  die  Stelle  der  doppelt  berührenden  Developpablen. 

ni.    (Die  5*®  Species  Cremona's,  die  12'^^  Cayley's). 

Wenn  durch  jeden  Funkt  von  B  drei  Erzeugende  gehei 
von  denen  eine  mit  B  zusammenfällt,  so  besteht  die  zu'eifacJi  bt 
rührende  Developpdble  aus  B  wid  einem  Kegel  2^^^  Grads. 

Die  Fläche  ist  der  Ort  der  Geraden,  tvelche  die  entsprechen 
den  Funkte  einer  Geraden  B  wnd  eines  Kegelschnitts  C  verbiMe'} 
die  in  solcher  Beziehung  (l,  2)  zueinander  stehen,  dass  jedet 
Funkt  von  B  zivei  Funkte  von  C  entsprechen,  jedem  Funkt  vo 
C  aber  nur  einer  von  B,  wobei  jedoch  die  Gerade  u/nd  de 
Kegelschnitt  einen  Fmikt  gemeinschaftlich  haben  müssen,  der  i 
dieser  Correspondenz  kein  Doppelpumkt  ist. 

Die  Gleichung  einer  solchen  Fläche  ergibt  sich  aus  der  al 
gemeinen  Gleichung,  wenn  ad  =  bc  gesetzt  wird,  so  dass  als 
die  beiden  Terme  auf  der  rechten  Seite  einen  Factor  ax^  -f-  bin 
gemeinschaftlich  haben. 

IV.  (Die  10^^  Species  Cremona's,  die  ^*®  Cayley's). 
Wenn    durch  jeden  Funkt   von  B    drei  Erzeugende  gehet 

von  denen  zwei  mit  B  zusammenfallen,  so  besteht  die  doppe 
berührende  Developpable  aus  dieser  dreimal  gerechneten  Gerade 
B  selbst. 

Auf  B  gibt  es  zwei  Funkte  von  der  Beschaffenheit,  dat 
alle  drei  durch  sie  gehenden  Erzeugenden  mit  B  zusammenfallet 

Die  Fläche  kann  auf  dieselbe  Art  wie  in  dem  Fall  II  ei 
zeugt  werden,  wenn  man  die  Funkte  A  und  0  zusammenfalle 
lässt. 

Die  Gleichung  der  Fläche  kann  auf  die  Form 

1         2       ^^^^    (aOC-i        "T        OOUiOOo        I         COCa      )    \X\Xn     "~j        ''^9X4  J 

zu/rückgeführt  werden. 

V.  (Die  von  Bohn  gefundene  Species). 

In  dem  Fall  IV  gibt  es   in  jedem  Funkt   der   dreifache 
Geraden  B  zwei  feste  und  eine  variahele  Berührungsebene;  nimn 
man   an,   die   beiden  festen  Ebenen  fallen  zusammen,  so   erhä 
man  den  von  Bohn,  Math.  Ann.,  24,  p.  147    entdeckten  Fol  \ 
Zwei  Schalen  der  Fläche  verzweigen  sich  längs  der  dreifacJie  | 
Geraden  und  haben  diese  zur  Bückkehrkante.    Auf  der  dreifache  \ 
Geraden    existirt    ein    einziger    singulärer   Funkt    von    der   B'  \ 
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li Offenheit,  dass  auch  die  dritte  Erzeugende,  die  durch  ihn  geht, 
>U  R  msammenfällt.  Nimmt  man  diesen  Punkt  mm  Punkt 
^  =  ifg  =  iCg  =  0,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  der  Fläche 
uf  die  Form: 


b)  Flächen,  die  zur  Doppelcurve  eine  nicht  degene- 
irte  cuhische  Baumcurve  haben.  Wenn  eine  Fläche  4*®^ 
h'dnung  als  Doppelcurve  eine  Baumcurve  enthält,  so  ist  sie 
n  Allgemeinen  eine  Regelfläche;  davon  macht  nur  der  Fall  eine 
iusnahme,  in  welchem  die  Doppellinie  ans  drei  durch  denselben 
hinkt  gehenden  Geraden  besieht  {die  Steiner' sehe  Fläche,  siehe  §  9). 

Wenn  die  Doppelcurve  eine  nicht  degenerirte  cubische 
aiumcurve  ist,  so  sind  nur  die  beiden  folgenden  Fälle  zu 
nterscheiden: 

VI.    {Die  P^  Species  Cremona's,  die  10^^  Cayley's). 

Die  Fläche  wird  durch  die  Geraden  erzeugt,  ivelche  die  ent- 
preclienden  Punkte  zweier  beliebig  im  Raum  in  verschiedenen 
%enen  gelegener  Kegelschnitte  verbinden,  die  so  beschaffen  sind, 
ass  zivischen  den  Punkten  des  einen  und  denen  des  anderen  eine 
ni-eindeutige  Zuordnung  (l,  l)  besteht. 

Die  Enveloppe  der  doppelt  berührenden  Ebenen  ist  eine  all- 
r meine  Developpable  3^^  Classe  und  4^^^  Ordnung. 

Es  gibt  vier  singulare  Erzeugende,  in  deren  Punkten  die 
3erührungsebene  constant  ist. 

Die  doppelte  cubische  Raumcurve  hat  vier  Cuspidalpunkte ; 
ifch  jeden  der  letzteren  geht  eine  der  singulären  Erzeugenden. 

Die  Fläche  ist  vom  Geschlecht  Null. 
M    Die  Gleichung  der  Fläche  lässt  sich  auf  die  Form 

educiren,  worin 


<f 


Aß  X^X^  x^ 


Die  Fläche  kann  auch  als  Ort  der  Geraden  deßnirt  werden, 
i' eiche  eine  cubische  Raumcurve  i/n  zwei  Punkten  schneiden  und 
inem  allgemeinen  linearen  Complex  angehören;  siehe  Kap.  14; 
3der: 

22* 
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als  Ort  derjenigen  Geraden,  tv eiche  in  zwei  Punkten  ein 
cuhische  Baumcurve  und  in  einem  Punkt  einen  eigentlichen  Kegel 
schnitt  treffen,  der  mit  der  €urve  5*®^  Ordnung  zwei  Punkt 
gemeinschaftlich  hat;  oder  auch: 

als  Ort  der  Geraden  eines  linearen  Complexes,  in  welchen  sici 
zivei  eine  Baumcurve  3^^^  Ordnung  osculirende  Ebenen   schneiden 

VII.    (Die  7*®  Species  Cremona's,  die  8*®  Caglei/s). 

Nimmt  man  an,  der  lineare  Complex,  von  dem  in  den  vor 
stellenden  Theoremen  die  Rede  war,  sei  die  Gesammtheit  de 
Geraden,  welche  eine  feste  Gerade  schneiden,  so  ergibt  sich  di 
Species  VII,  die  wir  hier  betrachten  wollen. 

Die  Fläche  wird  von  den  Geraden  erzeugt,  tvelche  eine  Baun 
curve  3^^^  Ordnung  in  zwei  Punkten  schneiden  und  eine  gegehei 
Gerade  B  treffen. 

Die  dreimal  gezählte  Gerade  stellt  die  doppelt  herührem 
Developpahle  dar. 

Die  Fläche  ist  wieder  vom  Geschlecht  Null. 

Die  Fläche  lässt  sich  als  Ort  der  Verhindungsgeraden  d( 
sich  entsprechenden  Punkte  einer  Geraden  B  und  einer  ebem 
Curve  5*®^  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  definiren,  wenn  zicisdu 
den  Punkten  der  Geraden  und  der  Curve  5*®^  Ordmmg  eine  ei 
eindeutige  Correspondenz  (1,1)  festgesetzt  wird. 

Die  Gleichung  der  Fläche  hat  dieselbe  Form,  icie  im  vo 
hergehenden  Fall,  wenn  man  annimmt,  zwischen  den  Coefficienh 
bestehe  die  Beziehung: 


c)  Flächen,  welche  zur  Doppellinie  einen  Kege 
schnitt  und  eine  diesen  schneidende  Gerade  habe 
Diese  Flächen  sind  vom  Geschlecht  Null. 

Es  werden  zwei  Fälle  unterschieden: 

VIII.    (2'^  Species  Cremona's,  7*®  Cayley's). 

Die  Fläche  ist  der  Ort  der  Geraden,  welche  die  entspreche 
den  Punkte  eines  Kegelschnitts  C  und  einer  Geraden  B  y< 
binden,  die  in  der  Correspondenz  (2,1)  stehen  und  keinen  Pud 
gemeinschaftlich  haben. 

Die  Gerade  B  ist  die  Doppelgerade. 

Die  doppelt  berührende  Developpable  besteht  aus  eim 
Kegel  ^*®^  Grads  und  der  Geraden  B. 
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Die  Gleichung  der  Fläche  lässt  sich  immer  auf 

iluciren,    worin  h  von  Null  verschieden  ist.     Der   DoppelJcegel- 
•rhnitt^  liegt  in  der  Ebene  x^  =  0  und  die  Doppelgerade  ist 

Jb-t      Ji/a     \J  * 

Die  Fläche  kann  auch  als  Ort  der  Geraden  de finirt  iv erden, 

Jche  die  entsprechenden  Punkte  eines  Kegelschnitts  H  und  einer 

craden  B    verbinden,    die    in    der   Correspondenz  (2,  2)   stehen 

nfd  sich  schneiden;   doch   muss  ihr  Schnittpunkt  nur  sich  selbst 

f sprechen.     Der  Kegelschnitt  H  u^  die  Gerade  B  sind  alsdann 

voppelcurven. 

IX.  ("4*®  Species  Cremona's  und  11^^  Cayley^s). 

Nimmt  man  bei  den  Erzeugungsweisen  im  vorigen  Fall  an, 
der  Kegelschnitt  C  und  die  Gerade  B  schneiden  sich  und  ihr 
Schnittpunkt,  als  Punkt  von  (7,  falle  mit  einem  der  beiden 
ihm  in  jR  entsprechenden  Punkte  zusammen,  so  erhält  man  die 
Fläche  IX. 

Die    doppelt    berührende   Developpable    ist   die   dreifach    ge- 
imäähltc  Gerade  B. 

\^m     Der  Kegelschnitt  G  wird  in  diesem  Fall  der   Doppelkegel- 
Schnitt  der  Fläche  (bei  der  Fläche  VIIl  wird  er  es  nicht). 

Die  Gleichung  der  Fläche  ergibt  sich   aus   der  des   vorigen 
\mJjdlles,  ivenn  b  =  0  gesetzt  wird. 

I^BP     Auf  dem  Kegelschnitt  gibt  es   einen   und  auf  der  Geraden 
■''ei  Cuspidalpunkte. 

m  — -     , 

^H    d)  Flächen,    welche    drei    Gerade    zu.   Doppellinien 
i^uben.     Die  folgenden  zwei  Fälle,  die  beide  dem  Geschlecht  Null 
angehören,  sind  zu  unterscheiden. 

X.  (Die  5*®  Species  Cremona's,  die  2^^  Cayley's). 

Eine  der  drei  Geraden  schneidet  die  beiden  anderen,  die 
sich  ihrerseits  nicht  treffen.  Dieser  Fall  kann  aus  den  Fällen 
(c)  dadurch  abgeleitet  werden,  dass  man  den  Doppelkegelschnitt 
in  zwei  verschiedene!  Gerade  zerfallen  lässt. 

Die  Fläche  ist  der  Ort  der  Yerbindungsgeraden  der  sich  ent- 
sprechenden Punkte  zweier  in  der  Correspondenz  (2,  2)  stehen- 
der windschiefer  Geraden  jf?,  i^,  wenn  die  Bedingung  hinzu- 
gefügt wird,  dass  jeder  der  Punkte,  in  welchen  i?,  B!  von  einer 
dritten  Geraden  B''  getroffen  werden,  zwei  zusammenfallenden 
Punkten   in    der    anderen  Geraden  entsprechen  soll. 
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Auf  jeder  der  Geraden  B,  B'  liegen  ztcei  CuspidalpunMe. 
Die  oscuUrende  developpaUe  Fläche  hesteht  aus  drei  Gerade^ 
B,  B\  B'\ 

Durch  jeden  PunM  von  B  gehen  zivei  Erzeugende,  in  dere. 
Ebene  B'  liegt  und  ebenso  gehen  von  jedem  Punkt  von  B'  zim 
Erzeugende  aus,  in  deren  Ebene  B  liegt. 

Nur  die  durch  B"  gehenden  Ebenen  schneiden  die  Fläc}i 
in  eigentlichen  Kegelschnitten  und  nur  die  Punkte  von  J^'  sin 
Spitzen  von  umschriebenen  Kegeln  2'^^^  Ordnung. 

Dieselbe  Fläche  kann  man  als  Ort  der  Geraden  erhalten 
iv eiche  zwei  windschiefe  Gerade  B,B'  und  einen  Kegelschnitt  • 
treffen,  der  mit  den  Geraden  keinen  Punkt  gemeinschaftlich  hai 
oder: 

als  Ort  der  Geraden,  tv eiche  zwei  Gerade  B,  K  und  ei/t* 
Baumcurve  3^^^  Ordnung  treffen,  die  von  jeder  der  Geraden  i 
einem  Punkt  geschnitten  wird,  oder  auch: 

als  Ort  der  Geraden,  tv eiche  die  entsprechenden  Punkte  zivek 
in  der  Correspondenz  (1,1)  stehender  Kegelschnitte  verbifido 
vorausgesetzt,  dass  den  Punkten,  in  welchen  einer  von  ihnen  d 
Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  der  Kegelschnitte  trifft,  d 
Punkte  entsprechen,  in  denen  der  andere  Kegelschnitt  diesell 
Gerade  schneidet;  diese  Gerade  erscheint  so  als  Doppelgeradt 
oder  auch: 

als  Ort  der  Geraden,  welche  die  entsprechenden  Punkte  eint 
Geraden  B  und  eines  Kegelschnitts  C  verbinden,  die  keine  Punk 
gemeinschaftlich  haben  und  in  der  Correspondenz  (1,2)  stehen 
wenn  nur  dem  Punkt  r  von  B,  in  welchem  B  die  Ebene  von 
schneidet,  in  C  zwei  in  einer  Geraden  mit  r  liegende  Punkte  r,  i 
entsprechen.  Diese  Gerade  ist  alsdann  die  Doppelgerade  B!'  dt 
vorigen  Construction ;  die  Gerade  B'  trifft  die  Ebene  des  Kcgt 
Schnitts  in  einem  Punkt  0,  durch  den  alle  Sehnen  des  Kegt 
Schnitts  gehen,  ivelche  die  beiden  demselhen  Punkt  von  B  en 
sprechenden  Punkte  verbinden. 

Der  Gleichung  der  Fläche  kann  man  die  Form  gehen: 

Xa  Xo         mx-i  oCaOCnXjL    j    cCi  {.aoc-tOd,  ~t    ooCo  )  ^~~  >-'• 
Die  drei  Doppelgeraden  sind: 

{x^  =  0,  x^  =  0), 
(x^  =  0,  ^4  =  0), 
(x^  =  0,  ^2  =  0). 
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XL    (Die  6^^  Species  Cremona's,  die  5*®  Cayley's). 

Nehmen  wir  speciell  an,  die  Gerade  7i"  falle  mit  M  zu- 
immen,  so  ergibt  sich  eine  andere  Species  von  Regelflächen; 
»^>  lässt  sich  als  diejenige  definiren,  die  aus  der  letzten  Con- 
uction  des  vorigen  Falles  hervorgeht,  wenn  vorausgesetzt  wird, 
er  Punkt  r  falle  mit  0  zusammen,  d.  h.  also  mit  dem  Punkt, 
er  allen  Sehnen  gemeinschaftlich  ist,  welche  die  Paare  demselben 
'unkt  von  H  entsprechender  Punkte  verbinden. 

Die  Fläche  lässt  sich  also    auch    auf  die   folgende  Art  de- 
niren: 

31an  stellt  eine  Correspondens  (1,1)  zwischen  den  Punkten 

iner  Geraden  B  wnd  den  durch  B  gehenden  Ebenen  her:  diese 

•Ihenen  schneiden  einen  Kegelschnitt  C  in  je  zwei  Tunkten,  die,  mit 

:  'em  entsprechenden  Punkt  von  B  verbunden,  die  Erzeugenden  der 

^^äche  liefern. 

Die  doppelt   berührende  Developpable  wird  durch   die  zwei- 
\  näl  gezählte  Gerade  B  und  eine  andere   Gerade  B'   dargestellt, 
reiche  B   in    dem   Punkt    trifft,    in    dem  B    die   Ebene    von  0 
chneidet. 

Auch  die  Doppelcurve  wird  durch  diese  nämlichen  Geraden 
largestellt. 
^H   Die  Gleichung  der  Fläche  lässt  sich  auf  die  Form 

'educiren,  worin  u^,  u^  Formen  ^*®^   :Z*®^  Grads  in  x^,  x^  sind. 
Die  Doppelgerade  jB'  ist: 

Xo  (^  X-i    ^^^—  \J ,    K  Xt  Xo  ^~~"  v/  , 

die  doppelt  zu  zählende  Doppelgerade  B: 
Xi  —  yj ,  Xo  —  yj» 

Der  Schnitt  der  Fläche  ist  im  Allgemeinen  eine  Curve  4^^^ 
Ordnung  mit  einem  Selbstberührungspunkt  in  dem  Pwnkt,  in 
'fldiem  die  Gerade  B  die  Schnittebene  trifft. 


e)  Begelflächen,  die  zicei  Gerade  zu  Doppellinien 
haben.  Sie  sind  vom  Geschlecht  Eins;  man  unterscheidet  zwei 
Fälle: 

Xn.    (IP^  Species  Cremona's,  1^^  Cayley's). 

Die  beiden  Geraden  treffen  sich  nicht.  Die  Fläche  lässt 
sich  als  Ort  der  Geraden  deßniren,  welche  eine  ebene  Curve  4 


ter 
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Ordnung  mit  zivei  Doppelpunkten  und  ztvei  Gerade  B,  B'  treffen 
von  denen  jede  durch  einen  der  Doppelpunkte  geht. 

Die  Fläche  kann  auch  als  Ort  der  Geraden  aiifgefas. 
werden,  welche  die  entsprechenden  Funkte  ziveier  in  der  Corr- 
spondens  (2,2)  stehender  Geraden  B,  I^  verbinden. 

Von  jedem  Punkt  von  B  gehen  zivei  Erzeugende  aus,  d 
in  einer  durch  B'  gehenden  Ebene  liegen,  und  umgekehrt. 

Die  doppelt  berührende  Developpable  besteht  aus  di 
Geraden  B,  B\ 

Dieselbe  Fläche    lässt   sich    auch   als  Ort  der   Geraden  d 
finiren,  die  zwei  Gerade  B,  B'  und  eine  allgemeine  ebene  Ouri 
5*®^  Ordnung  treffen,  die  von  jeder  der  beiden  Geraden  B,  B' 
einem  Pumkt  geschnitten  tvird. 

Die  allgemeine   Gleichung   der  Fläche  kann   auf  die  l'ut 

x^{ax^  -}-  2bx^x^  -j-  cx^)  -\-  2x^x^{a  x^  -{-  2b'x^x^  -\-  ex/]  - 
+  x/{a' x/  -f-  2b" x^x^  -\-  c" x/)  =  0 

reducirt  werden. 

Die  beiden  Doppelgeraden  sind 

(^3  =  0,   a?4  =  0). 

Auf  jeder  Doppelgeraden  gibt  es  4   Cuspidalpunkte. 

XIII.    (Die  12^^  Species  Cremona's,  die  4^^  Cayleg's). 

Wir  wollen  uns  denken,  die  beiden  Doppelgeraden  fall 
zusammen.  Die  Fläclie  XIII  lässt  sich  dann  aus  der  vorig 
durch  die  Annahme  ableiten,  die  ebene  Curve  4*®^  Ordnung  t 
halte  einen  SelhstberüJirungspunkt,  indem  sich  die  beiden  Dopp' 
punkte    in  einen  einzigen  vereinigen. 

Die  Fläche  ist  der  Ort  der  Geraden,  tvelche  die  entspreche 
den  Punkte  einer  Geraden  und  einer  allgemeinen  ebenen  Cur 
3^^^  Ordnung  verbinden,  welche  einen  Punkt  0  mit  der  Gerad 
gemeinschaftlich  hat  und  in  der  Correspondenz  (2,  l)  zu  ihr  sie 
Diese  Correspondenz  muss  speciell  so  angeordnet  sein,  dass  < 
Punktreihe  auf  der  Geraden  projectiv  zu  dem  Strahlenbüschel  »- 
dem  Scheitel  in  0  ist  und  dem  Punkt  0  der  Geraden  die  To 
gente  an  die  Curve  5*®^  Ordnung  in  0  entspricht;  die  bdd 
Punkte  der  Curve  5*®^  Ordnung,  welche  alsdann  einem  Punkt  ( 
Geraden  entsprechen,  sind  jene  beiden  anderen  PunMe,  in  welch 
der  entsprechende  Strahl  die  Curve  5*®^  Ordnung  schneidet. 
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Diese  Fläche  hat  zur  Doppelcurve  eine  zweimal  zu  zäldende 
rade  und  zur  doppelt   berührenden  developpaUen  Fläche  die- 
'  Ihe  zweimal  zu  zählende  Gerade. 

Die  Gleichung  der  Fläche  lässt  sich  schreiben: 

U^  -\-  \^X2 X^  X-^ X^j u^  ~\~  [x^ X^  X^ X^J    ==  \J , 

orin  u^,  u^  Formen    vom    Grad   4,2  in  x^,  x^    sind   und    die 
doppelt  zu  zäldende)  Doppelgerade 


Die  windschiefen  Regelflächen  4*®^  Ordnung  untersuchte 
'hasles,  Compt.  Bend.,  1861  und  dann  Cayley,  der  in  einer 
rsten  Abhandlung,  Phil.  Trans.,  1864  nur  8  Species  unterschied; 
lann  gab  Cremona,  Mem.  di  Bologna,  8,  1868  auf  rein  geo- 
netrische  Art  die  Classification  in  12  Species  an,  und  im 
olgenden  Jahr  nahm  Cayley,  Bhil.  Trans.,  1869  das  Thema 
vieder  auf  und  fand  von  Neuem  die  12  Species  Cremona's. 
später  zeigte  Eohn,  Math.  Ann.,  24,  p.  147  bei  Gelegenheit 
meiner  Untersuchungen  der  Flächen  4*®^  Ordnung  mit  dreifacher 
jreraden  und  damit  auch  der  Regelflächen  mit  dreifacher  Geraden, 
lass  Cremona  und  Cayley  eine  Species,  die  von  uns  mit  V 
bezeichnete,  übersehen  hatten. 

Das  Studium  der  Regelflächen  vom  Gesichtspunkt  der 
Realität  oder  Nichtrealität  gewisser  Elemente  aus  unternahm 
Rohn,  Math.  Ann.,  24,  28,  der  auch  andere  ähnliche  Probleme 
behandelte,  wie  z.  B.  das  in  Bezug  auf  die  Kummer'sche  Fläche. 
Siehe  weiter  oben  Kap.  12,  §  3.  Ueber  die  windschiefen  Flächen 
4*®'"  Ordnung  mit  drei  Doppelgeraden  gibt  es  noch  eine  neuere 
Arbeit  von  Segen,   Grelle,  112. 

In  dem  wiederholt  citirten  Buch  von  S a Im on -Fiedler  sind 
die  Hauptresultate  Cayley 's  angegeben. 

Die  Brill'sche  Sammlung  von  Modellen  enthält  eine  ganze 
Reihe   von  Regelflächen  4*^"^  Ordnung. 


Andere  Flächen  4*^^^  Ordnung,  die  speciell  untersucht  wurden, 
sind  ausser  den  von  uns  im  Vorstehenden  behandelten  die 
folgenden : 

Flächen  4*®^  Ordnung  mit  dreifachen  Funkten  oder  Geraden, 
Lampe,  Diss.,  Berlin  1864;  Rohn,  Math.  Ann.,  24. 
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Flächen  4^^^  Ordnimg  mit  einer  endlichen  Anzalil  von  Gerader 
Sturm,  Math.  Ann,  4;  Schur,  Math.  Ann.,  20. 

Vier  rationale  Flächen  4*®'*  Ordnung,  Cremona,  Cöllec 
math.  in  memoriam  D.  Chelini,  Mediolani,  1881;  Noethei 
Math.  Ann.,  33;  Montesano,  Bend.  Acc.  Napoli,  1900;  etc. 

In  Bezug  auf  die  letzteren  weist  Noether  nach,  dass  Si 
die  einzigen  rationalen  Flächen  4*®'"  Ordnung  ohne  mehrfach, 
Curven  sind. 


Kapitel  XIII. 
lachen  von  höherer  als  der  4*^'^  Ordnung.    Regelflächen. 

1.    Flächen  5*®^  Ordnung,    die   nicht  Regelflächen   sind. 

Von  den  bis  jetzt  untersuchten  Flächen  5*®^  Ordnung  ist 
ne  der  bemerkenswerthesten  die  mit  einer  Doppelcurve  5^^^  Ord- 
ung.     Wir   geben  ihre  Haupteigenschaften  hier  an: 

Die  Doppelcurve  5*®^  Ordnung  der  Fläche  hesitgt  einen  drei- 
idien  Punkt,  der  auch  für  die  Fläche  dreifach  ist. 

Die  Fläche  hat  10  Gerade;  diese  sind  Sehnen  der  Doppelcurve. 

Die  Configuration  dieser  10  Geraden  ist  dieselbe,  wie  die 
er  10  Geraden,  icelche  von  den  16  Geraden  einer  Fläche  4^^^ 
Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  übrig  bleiben,  wenn  man  eine 
an  ihnen  und  die  fünf,  iv eiche  diese  eine  schneiden,  weglässt;  oder, 
las  dasselbe  ist,  die  Configuration  ist  dieselbe,  uie  die  der  10 
reraden,  iv eiche  von  den  27  Geraden  einer  Fläche  5*®^  Ordnung 
■ihrig  bleiben,  wenn  man  zwei,  die  ein  windschiefes  Faar  bilden, 
^  die  15  weglässt,  die  entiveder  die  eine  oder  die  andere 
Ueser  beiden  Geraden  treffen.     Daraus  folgt: 

Jede  der  10  Geraden  schneidet  drei  andere  von  ihnen;  die 
W  Geraden  sind  zu  je  zweien  in  15  Ebenen  vertheilt  und  treffen 
ich  in  15  Punkten;  durch  jede  Gerade  gehen  drei  der  15  Ebenen; 
n  jeder  der  15  Ebenen  gibt  es  5  Schnittpunkte  von  Geraden  und 
lurch  jeden  der  Schnittpunkte  gehen  5  Ebenen. 

Es  existiren  5  ivindschiefe  Quadrupel  von  Geraden  (Systeme 
on  4  Geraden,  die  sich  zu  je  ziveien  nicht  treffen). 

Die  Fläche  lässt  sich  auf  die  Ebene  abbilden. 
■Mft   Auf  der  Doppelcurve  liegen  8  Cuspidalpunkte. 

Es  leuchtet  ein,  dass  es  auf  der  Fläche  10  Systeme  von 
ibenen  Curven  4^^^  Ordnung  gibt,  nämlich  die  Schnitte  der  Fläche 
mt  den  Ebenen,  die  durch  eine  der  10  Geraden  gehen. 
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Jede  Curve  i*^^  Ordnung  eines  Systems  schneidet  die  Dopp 
curve  in  zicei  festen  Punkten;  diese  beiden  Funkte  sind  identit 
mit  den  Punkten,  in  denen  die  Doppelcurve  von  der  Geraden  < 
troffen  wird,  ivelche  zu  diesem  System  von  Curven  4^^^  Ordnu 
gehört;  die  Curve  4^^"^  Ordnung  schneidet  dann  die  Boppelcur 
noch  in  drei  weiteren  Punkten,  die  für  die  Curve  4*^^  Ordnu 
natürlich  Doppelpunkte  sind. 

In  jedem  System  gibt  es  zivei  Curven  4*®^  Ordnung,  weh 
die  Gerade  berühren,  zu  welcher  dieses  System  gehört;  die  Pübeh 
dieser  beiden  Curven  4^^^  Ordnung  sind  stationäre  Berührung 
ebenen;  die  Berühru/ngspunkte  sind  paraboUsdie  Punkte. 

Zivei  Curven  4^^^  Ordnung,  die  zivei  verschiedenen  Systen 
angehören,  haben  entweder  4  oder  3  Pwnkte  gemeinschaftlich , 
nachdem  die  Geraden,  die  den  beiden  Systemen  entsp>rechen,  s 
schneiden  oder  nicht. 

Zu  den  5  windschiefen  Quadrupeln  von  Geraden  steJ 
o  Systeme  von  Kegelschnitten  auf  der  Fläche  in  einer  solcl 
Beziehung,  dass  jeder  Kegelschnitt  eines  Systems  die  4  Gerac 
eines  Quadrupels  schneidet  und  die  übrigen  6  nicld. 

Jeder  Kegelschnitt  trifft  die  Doppelcurve  in  4  Punkten;  zi 
Kegelschnitte  desselben  Systems  schneiden  sich  nicht;    zwei  Kec, 
schnitte  verschiedener  Systeme  schneiden  sich  im  Allgemeinen 
einem  Punkt. 

Die  Fläche  besitzt  im  Ganzen  35  dreifach  berühret 
Ebenen,  von  denen  20  die  Fläche  in  zwei  Kegelschnitten  k 
einer  Geraden  treffen  und  15  in  zivei  Geraden  und  einer  Cu 
3^^^  Ordnung;  durch  jede  Gerade  der  Fläche  gehen  zicei  Ebet 
der  ersten  und  drei  der  zweiten  Art. 

Die  hauptsächlichsten  charakteristischen  Zahlen  für  die  FU 
sind  (siehe  Kap.  9,  §  l): 

a  ==  10,  die  Ordnung  des  umschriebenen  Kegels,  dessen  > 
^  =  12,  die  Anzahl  der  Doppelerzeugenden  dieses  Kegels 
X  =  18,  die  Zahl  der  Rückkehrerzeugenden  desselben  Keg 
n=  12,  die  Klasse  der  Fläche. 

b'  =  25,dieKlasse  der  doppeltberührenden  developpablenFläf 
c   =  24,    die     Classe     der     Developpablen     der     stationä 

Ebenen. 
6  =  20,  die  Ordnung  der  parabolischen   Curve. 

Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  4  Doppeltangenten  « 
12  osculirende  Gerade. 

In  jeder  beliehigen  Ebene  gibt  es  15  die  Fläche  oscuUre 
und  20  sie  doppelt  berührende  Gerade.      Von  den  in  einem  Pn 
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*•   Fläche    an    diese    gezogenen    Tangenten    herühren    4    auch 

'   sonst. 
Um  die  Fläche  projectiv  zu  construiren,  verfährt  man,  wie 
igt: 

Man    verbindet    die    entsprechenden    FunMe    zweier    homo- 

nhischer  ebener  Systeme  und  sucht  die  Schnittpunkte  dieser 
trhindungsgeraden  mit  den  Ebenen  eines  zu  diesen  ebenen 
istemen  correlativen  Bündels  auf;  man  erhält  dann  die  in  Bede 
Iiende  Fläche;  der  dreifache  Punkt  ist  das  Centrum  des  Bündels. 
el  ße.  

Die  hier  besprochene  Fläche  wurde  von  C  leb  seh,  Math. 
un.,  3  und  Cremona,  ib.,  4  eigentlich  nur  erwähnt.  Eingehen- 
r  beschäftigte  sich  mit  ihr  R.  Sturm,  Ueber  die  Flächen  mit 
Her  endUchen  Zahl  von  Geraden,  vorzugsweise  die  der  vierten 
nd  fünften  Ordnung,  ib.,  4  und  Caporali,  der  ihr  seine 
ichtige  Doctordissertation,  Ann.  di  mat.,   7  widmete. 

Eine  Abart  dieser  Fläche  ist  der  Ort  der  Berührungspunkte 
er  von  einem  festen  Punkt  aus  an  die  Flächen  2***^  Grads 
iner  Schar  gelegten  Tangentialebenen;  dieser  Ort  wurde  von 
>arboux.  Bull,  des  scienc.  math.,  1871  studirt;  die  Fläche  hat 
ie  Eigenthümlichkeit,  dass  sechs  ihrer  Geraden  durch  den  di-ei- 
ichen  Punkt  gehen.  Andere  Arbeiten  über  dieselbe  Fläche  sind 
on  Del  Re,  dem  die  oben  angegebene  projective  Erzeugung  zu 
erdanken  ist,  Äcc.  Napoli,  1886;  Bend.  Lincei,  1890;  Acc. 
""orino,  1893. 

Eine  andere  Fläche  5*®^  Ordnung  ist  die  mit  einer  Doppel- 
urve  5*®^  Ordnung;  sie  wurde,  wie  die  vorige,  ins  Besondere 
nit  Hülfe  ihrer  ebenen  Abbildung  studirt. 

Sie  enthält  11  einander  nicht  schneidende  Gerade,  die  Sehnen 
ler  Boppelcurve  S^^""  Ordnung  sind;  sie  enthält  ferner  55  Kegel- 
'Chnitte,  von  denen  jeder  zivei  der  Geraden  in  einem  Punkt 
schneidet.  Zwei  der  Kegelschnitte  schneiden  sich  entweder  nicht 
^der  sie  schneiden  sich,  je  nachdem  die  Geradenpaare,  denen  sie 
luf  die  vorstehende  Art  zugeordnet  sind,  Gerade  gemeinschaftlich 
iahen  oder  nicht. 

Bie  Fläche  hat  220  dreifach  berührende  Ebenen,  die  zu  je 
20  durch  jede  der  Geraden  der  Fläche  gehen,  und  55  andere 
"dreifach  berührende  Ebenen^  in  denen  die  55  Kegelschnitte  liegen, 
mid  schliesslich  noch  weitere  dreifach  berührende  Ebenen.,  ivelche 
'Me  Fläche  in  nicht  degencrirten  Ciirven  5*^^  Ordnung  schneiden. 
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Legt  man  durch  eine  Gerade  der  Fläche  das  Ehenenhüsche 
so  schneidet  eine  jede  dieser  Ebenen  die  Fläche  noch  einmal  in  evnt 
ebenen  Ourve  4^^^  Ordnung;  diese  Curven  treffen  die  Gerade  in  zu-> 
festen  und  zwei  beweglichen  Punkten,  von  denen  die  letzteren  eii 
Involution  bilden;  es  giht  daher  zwei  besondere  Ebenen,  dere 
Curve  4*®^  Ordnung  die  Gerade  berührt.  Die  beiden  feste 
Schnittpunkte  der  Curven  vierter  Ordnung  mit  der  Geraden  sw 
mit  den  Punkten  identisch,  in  denen  die  Gerade  die  Doppelcun 
3^^^  Ordnung  schneidet. 

Auf  der  Doppelcurve  3^^^  Ordnung  liegen  10  Cuspidalpu/nk 
der  Fläche. 

Diese  Fläche  untersuchten  C  leb  seh,  Math.  Ann.,  1,  d( 
ihre  ebene  Abbildung  seinen  Forschungen  zu  Grund  legte,  ue 
R.  Sturm,  ib.,  4.  Andere  Arbeiten  über  denselben  Gegenstar 
sind  von  Del  Re,  Lincei,  1892,  1893;  Acc.  Modena,  9,  189; 


Die  Fläche  5^^^  Ordnung  mit  einer  Doppelcurve  4*^^  Or« 
nung  1*®^  Species  wurde  von  Clebsch,  GöU.  Abh.,  15;  Math.  Am 
3;  Noether,  ib.,  3;  R.  Sturm,  ib.,  4  studirt;  eine  Fläche  5* 
Ordnung  mit  einer  dreifachen  Geraden  behandelte  Cremon 
in  seiner  Abhandlung  über  die  Trasf.  biraz.  dello  spazio,  Bendi 
Istit.  Lomb.,  1871  und  später  Del  Re,  Lincei,  1891;  vergl.  au( 
R.  Sturm,  Math.  Ann.,  4,  p.  281;  eine  Fläche  b^^  Ordnun 
die  zwei  doppelte  windschiefe  Gerade  besitzt,  untersuchte  C  leb  sc] 
Math.  Ann.,  1   wieder  mit  Hülfe  ihrer  ebenen  Abbildung. 

Mit  rationalen  Flächen  5*^^  Ordnung  befassten  sich  au« 
Hill,  Math.  Beview,  1;  Americ.  Journ.,  19  und  Montesan 
Rend.  Acc.  Napoli,  1900,   1901. 

§  2.    Developpable  Flächen  5^^^  Ordnung. 

Jede  Developpable  5*®^  Ordnung  ist  von  der  4*^"  Clc^ 
hat  eine  Inflexionser zeug  ende  und  eine  Doppelcurve  ä^^^  Ordnwi 

Jeder  ihrer  ebenen  Schnitte  ist  vom  Geschlecht  Null;  mith 
ist  auch  die  Fläche  vom  Geschlecht  Null. 

Sie  hat  zur  MücMehr'kante  eine  Baumcurve  4*^^  Ordnm 
1^^^  Species  mit  einem  Cuspidalpunlct ,  der  dreifacher  PunM  d 
Fläche  ist. 

Sie  ist  die  ziveien  Flächen  <S*®^  Ordnung,  ivelche  eine  stationä 
Bemhrung  in  einem  Punkt  miteinander  haben,  umschriebene  Dex 
loppable. 
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Die  DeveloppaMe  5*^^  Ordnung  ist  die  Enveloppe  der  zweien 

dschnitten  gemeinschaftlichen  Berührung  seltenen,  falls  sich  diese 

i  Kegelschnitte  in  einem  Punkt  treffen,  und  der  eine  in  dem 

einsamen  Fu/nkt    den  Schnitt   der  Ebenen    der    beiden  Kegel- 

j litte  berührt.     Cremona. 

Jede  Erzeugende  der  Fläche  trifft  eine  andere  Erzeugende,  die 

remona  der  ersteren  conjugirt  nannte;  der  Ort  der  Schnittpunkte 

veier    conjugirter   Erzeugender    ist    natürlich   der   Doppelkegel- 

hnitt  K.     Ebenso  wollen  wir  die  Punkte  conjugirt  nennen,   in 

'nen  zwei  conjugirte  Erzeugende  die  Cuspidalcurve  C  berühren, 

id   die   Ebenen   conjugirt,    welche    die    Developpable    in    zwei 

mjugirten  Erzeugenden  berühren. 

Alle  Geraden,  iv eiche  ztvei  conjugirte  Punkte  der  Baumcurve 
^^  Ordnung  verbinden,  gehen  durch  denselben  Punkt;  dieser  ist 
r  Punkt  C,  in  ivelchem  die  Inflexionserzeugende  der  Beveloppa- 
ni  die  Ebene  schneidet.,  welche  die  Curve  4^^^  Ordnung  in  dem 
dionären  Punkt  A  oscuUrt.  Diese  sämmtlichen  Geraden  bilden 
e  Erzeugenden  eines  Kegels  ^*®^  Grads  S. 

Die  Ebene,  tvelcJie  ztvei  conjugirte  Erzeugende  enthält,  be- 
(hrt  stets  denselben  Kegel  2^^'°'  Grads  S.  Die  Schnittlinie  zweier 
mjugirter  Ebenen  berührt  immer  den  Doppelkegelschnitt  K  und 
■f/t  daher  in  einer  festen  Ebene. 

Die  Inflexionserzeugende  wird  von  den  Paaren  conjugirter 
henen  in  Paaren  von  Punkten  einer  Involution  geschnitten,  deren 
Doppelpunkte  der  Punkt  B,  in  welchem  die  Curve  4*®^  Ordnung 
'U  der  Inflexionserzeugenden  berührt  wird,  und  der  Pu/nkt  C 
nd,  in  dem  diese  Erzeugende  die  Ebene  schneidet,  welche  die  Curve 
^®'  Ordnung  im,  A  oscuUrt. 

'Die  conjugirten  Punkte  auf  der  Curve  4^^^  Ordnung  sind 
irmonisch  conjugirt  in  Bezug  auf  die  Spitze  des  Kegels  ^*®^ 
rads  S,  von  dem  oben  die  Bede  war,  und  die  Ebene  des  Doppel- 
egelschnitts K.  Eine  ähnliche  Eigenschaft  besteht  für  die  con- 
igirten  Ebenen. 

Unter  anharmonischem  Yerhältniss  von  4  Punkten  der  Baum- 
irve  4^^^  Ordnung  versteht  man  das  anharmonische  Verhältniss 
er  4  Ebenen,  die  durch  die  4  Punkte  und  die  Gerade  gehen, 
-'eiche  den  stationären  Punkt  A  der  Curve  4*^^  Ordnung  mit 
em  Punkt  D  verbindet,  wenn  man  unter  D  den  Schnittpunkt 
r  durch  A  gehenden  Erzeugenden  der  Developpablen  mit 
er  Ebene  versteht,  welche  die  Developpable  längs  der  In- 
exionserzeugendeu  berührt. 
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Analog  versteht  man  unter  anharmonischem  VerhäUmss  v< 
4  Berührungsebenen  der  Developpahlen  dasjenige  der  4  Punki 
in  denen  diese  Ebenen  die  Gerade  schneiden,  welche  d* 
Punkt  JB,  in  dem  die  Curve  4*®^  Ordnung  von  der  Inflexion 
erzeugenden  berührt  wird,  mit  dem  Punkt  C  verbindet,  in  welche 
diese  Erzeugende  die  in  Ä  die  Curve  4*®^  Ordnung  osculiren' 
Ebene  trifft. 

Man  erhält  dann: 

Der  Doppelkegelschnitt  K  ist  die  Enveloppe  einer  Ebo 
welche  die  Baumcurve  in  4  Punkten  trifft,  die  eine  äquianho 
monische  Gruppe  bilden. 

Der  Kegel  2^^^  Ordnu/ng  S  ist  der  Ort  der  PunMe,  v 
welchen  sich  an  die  DeveloppaUe  4  Tangentialebenenen  mh 
lassen,  die  eine  äquianharmonische  Gruppe  bilden. 

Der  Ort  der  Funkte,  von  welchen  sich  4  harmonische  1 
rührungsebenen  an  die  Developpable  ziehen  lassen,  ist  eine  Fläc 
3^^^  Ordnung  und  4*®^  Classe. 

Die  Enveloppe  der  Ebenen,  tvelche  die  Baumcurve  4^^^  Oi 
nung  in  4  harmonischen  BunMen  schneiden,  ist  eine  Fläche  4 
Ordnung  und  3^^^  Classe. 


Bezeichnet  man  mit  X^  =  0^  X^  =  0,  X^  =  0,  X^  = 
vier  Ebenen,  so  kann  die  Gleichung  der  Developpablen  i 
Ordnung 

Xi^X/  -  ISX/Xg^X,  +  54.X,X,'X,X,  + 

+  81X^3*  —  27X/X4  —  54X2^X3^  =  0  (Schwa 

geschrieben    iverden;    darin    ist   X^  =  0    eine    stationäre    Eb< 
der  Funkt 

X^  =  X2  =  X^  =  0 

der    dreifache   Funkt   der   Fläche,  d.  h.   der    Cuspidalpunkt 
Bückkehr  curve ;  die  Inflexionserzeugende  ist  die  Gerade: 

X3  =  X,  =  0, 
und  der  Doppelkegelschnitt: 

X^  =  0,  X^X^— 9X32  =  0. 

Die  Berührungsebene  der  Fläche  tvird  durch  die  Glei 
Xjf*  +  4X2^^  +  6X3^2  ^  x^  =  0 

dargestellt,  in  welcher  t  einen  beliebigen^  Farameter  bedeute 
zivei  Erzeugende  enthaltende  Ebene  durch: 
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Xj^t^—ßX^t^  —  3X^  =  0, 
>d  der  von  diesen  Ebenen  eingeJmllte  Kegel  S  durch  die  Gleichung: 

Die  Ebene 

Xi#3  + 3X2^+ 3X3  =  0 

ht  durch  die  Erzeugenden  der  Developpablen  und  umhüllt  den 
lel  2^^""  Grads 

3X32  —  4X1X3=0, 

if  welchem  auch  die  Curve  4^^^  Ordnung  liegt,  die  sich  als  Schnitt 

'^es    und    des    vorigen  Kegels   ergibt:    diese    Kegel    haben    die 

ilhrungsebene    Xj  ==  0   gemeinschaftlich    u/nd    die   Spitze    des 

'den  Kegels  liegt  auf  dem  ersten^  d.  h.  die   Verbindu/ngsgeracle 

Spitzen  ist  eine  Erzeugende  des  ersten  Kegels. 

Die  Coordinaten  X^,  Xg,  X3,  X^  eines  Punkts  der  EücJcJcehr- 

'Wie  erhält  man  aus 

Xi :  X2 :  Xg  :  X^  =  3  :  —  2f :  ^2 .  _  ^4 

Mit  den  developpablen  Flächen  5*®^  Ordnung  beschäftigten 
Lch  Cayley,  Cambr.  Journ.,  5,  1S60  =  Coli.  math.  papcrs,  1, 
.500;  Quart.  Journ.,  1864  =  Coli.  math.  papcrs,  5,  p.  267; 
'hasles,  Compt.  JRend.,  1862,  p.  317,  418,  715;  Cremona, 
'.,  p.  604;  H.A.Schwarz,  Crelle,  ß4z.  üeber  eine  analytische 
Behandlung  der  von  Cremona  stammenden  Theoreme  siehe 
*'Ovidio  und  Salvatore  Dino,  Giorn.  di  Batt.,  3. 

§  3.    Windschiefe  Regelflächen  5^®^  Ordnung. 

Die  lüindschiefen  Begelflüchen  5*^^  Ordnung  sind  entweder 
'om  Geschlecht  Null,  oder  vom  Geschlecht  1,  oder  vom  Ge- 
'chlecht  2.     Die  Flächen: 

vom  Geschlecht  Null  enthalten  sämmtlich  eine  entweder  degene^ 
irte  oder  nicht  degenerirte  Boppelcurve  6^^^  Ordnung  (ivenn  man 
%mh  eine  vierfache  Gerade  als  6  zusammenfallende  Doppelgeradc 
md  mithin  als  eine  specielle  Degeneration  einer  Doppelcurve  6^^  Ord- 
nwng  auffasst); 

vom  Geschlecht  1  eine  Doppelcurve  5^^^  Ordnung^  die  entweder 
degenerirt  ist  oder  nicht; 

vom  Geschlecht  2  eine  degenerirte  Doppelcurve  4^^^  Ordnung. 

Die  Flächen  vom  Geschlecht  Null  und  vom  Geschlecht  1 
haben  ein  unendliches  System  ebener  Ciirven  3^^^  Ordnung:  davon 
sind  diejenigen  Flächen  nullten  Geschlechts  ausgenommen,  die  eine 

Pascal,  Repertorium.  II.  2.3 
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gerade  Directrix  hesiken,   durch  deren  Funkte  immer  eine  ein 
zige  ztveite  Erzeugende  geht. 


H.A.  Schwarz,  Creüe,  67  hat  sie  in  10  Arten  vom  Gcsclilecl 
Null,  4  vom  Geschlecht  1  und  eine  vom  Geschlecht  2  classißcir 

Die  windschiefen  Eegelflächen  vom  Geschlecht  KuTl  lasse 
sich  auf  eine  der  beiden  folgenden  Arten  erzeugen: 

I.  Man  lässt  die  Funkte  einer  Geraden  und  einer  ebene 
Curve  4*^^  Ordnung  vom  Geschlecht  Null  einander  ein-eindmti 
entsprechen;  der  Ort  der  die  entsprechenden  Funkte  verUndm 
den  Geraden  ist  im  Allgemeinen  eine  windschiefe  Begelflädi 
vom  Geschlecht  Null  und  von  der  5*^^  Ordnung. 

II.  Man  ordnet  die  Funkte  ziveier  ebenen  Curven  3^^  On 
nung  vom  Geschlecht  Null,  die  einen  sich  selbst  entsprechende 
Funkt  gemeinschaftlich  haben,  einander  ein-eindeutig  zu;  der  O'i 
der  Geraden,  welche  die  sich  entsprechenden  Funkte  verbinde} 
ist  eine  ivindschiefe  Fegelfläche  nullten  Geschlechts  und  5^^  Ordnung 

Diese  letztere  Erzeugungsweise  kann  man  auch  durch  eir 
andere  ersetzen: 

n.  bis)  Man  ordnet  die  Fwnkte  eines  Kegelschnitts  mid  d 
einer  Curve  5*^^  Ordnung  vom  Geschlecht  Null  einander  ein-eh 
deutig  zu;  der  Ort  der  die  entsprechenden  Funkte  verbindende 
Geraden   ist  eine  rationale  windschiefe   Regelfläche  5*®^  Ordnung 

Bei  dieser  letzteren  Construction  kann  der  Kegelschnitt  i 
eine  Doppelgerade  zerfallen;  man  verfährt  dann  so,  dass  ma 
eine  Correspondenz  (2,  l)  zwischen  den  Punkten  der  Gerade 
und  der  Curve   Z^^^  Ordnung  herstellt. 

Die  Gleichung  einer  auf  die  erste  Art  erzeugten  FläcJ 
lässt  sich  durch  Elimination  von  t  aus  zwei  Gleichungen  vo 
Typus 

X,t^  +  X,f  +  X,f  +  X,t  +  X,  ==  0, 

X^t  -f  X7  =  0 

bilden,  ivorin  die  X  ==  0  Ebenen  des  Baums  darstellen. 

Die  Gleichung  einer  auf  die  zweite  Art  erzeugten  Fläcl 
erhält  man  im  Allgemeinen  durch  Elimination  von  t  aus  d( 
beiden  Gleichu/ngeni 

X^fi  +  X,t-\-  X,  =  0. 
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^n  Stelle  der  zweiten  dieser  Gleichungen  kann  man  natürlich 
ne  lineare  Combination  der  beiden  und  mithin  eine  in  t  cubi- 
he  Gleichung  substituiren). 

Bei  der  ersten  Construction  ergibt  sich  eine  rationale  wind- 
hiefe  Regelfläclie  mit  einer  vierfachen  Geraden  (der  Geraden 
r,;  =  X7  =  O).     Der  Typus  I  von  H.  A.  Schwarz. 

Durch  die  zweite  Construction  erhält  man  im  Allgemeinen 
idsdiiefe  Begelflüchen,  welche  zur  Doppellinie  eine  Curve  6'*®^  Ord- 
nng  mit  einem  dreifachen  FunM  haben.     Typus  IL 

Diese  Cui've  6*^""  Ordnung  kann  degeneriren;  es  ergeben  sich 
cinn  die  folgenden  anderen  Fälle:  Die  Doppelcurve  besteht  aus: 

III.  einer  dreifachen  Geraden  und  einer  cuhischen  Baum- 
'(rve,  die  mit  der  dreifachen  Geraden  ztvei  PunMe  gemdnschaft- 
■i-h  hat; 

alle   Erzeugenden   treffen  die  dreifache   Gerade  (Leitgerade, 
ade  Directrix) ; 

IV.  einer  dreifachen  Leitgeraden,  einem  Kegelschnitt  und 
luer  Geraden; 

V.  einer  dreifachen  und  einer  doppelten  Leitgeraden  und 
"■ei  doppelten  Geraden; 

VI.  einef  Leitgeraden,  einer  Baumcurve  5^^^  Ordnung  mit 
mem  dreifachen  Punkt  und  mit  drei  scheinbaren  Doppelpunkten; 
He  Curve  hat  zivei  Punkte  mit  der  Geraden  gemeinschaftlich; 

VII.  einer  Leitgeraden,  einer  Baumcurve  4^^  Ordnung  mit 
Einern  Doppelpunkt  und  einer  anderen  Geraden;  die  Curve  4*®*^ 
Ordnung  schneidet  die  gerade  Directrix  in  einem  Punkt; 

VIII.  einem  Kegelschnitt  und  einer  Baumcurve  4^^^  Ordnung 
mit  einem  Doppelpunkt;  der  Kegelschnitt  geht  durch  den  Doppel- 
punkt und  durch  2  andere  Punkte  der  Baumcurve  4*^^  Ordnung; 

IX.  drei  Kegelschnitten  mit  einem  gemeinsamen  Punkt,  die 
sich  zu  je  ztveien  in  einem  %v eiteren  Punkt  schneiden', 

rft    X.  einer  geraden  Directrix  und  einer  Baumcurve  5*®^  Ord- 
nwng  mit  einem  Doppclpunkt. 


K    Die  windschiefen  Regelflächen  5*®'"  Ordnung  vom  Geschlecht 
f  dagegen  lassen  sich  auf  die   nachstehende  Art  erzeugen: 

Man  denkt  sich  in  einer  Ebene  eine  allgemeine  Curve  5*®' 
Ordnu/ng  und  nimmt  auf  ihr  einen  Punkt  an,  von  ivelchem  aus 
die  übrigen  Punkte  der  Curve  projicirt  iverden;  diese  werden 
so  in  Paare  vereinigt;  denkt  man  sich  ferner,  die  Curve  verdoppele 
sich  in  ztvei  Curven,  deren  Ebenen  getrennt  sind,  und  ein  Punkt 

23* 
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der  einen  entspreche  demjenigen  der  beiden  Fmikte  der  Paai-e  d< 
anderen  Ebene,  mit  dem  er  vor  der  Spaltung  nicht  zusammenfu 
so  ist  der  Ort  der  Geraden,  welche  die  entsprechenden  Fwnli 
verbinden,  eine  windschiefe  Begelfläche  vom  Geschleclü  1.  H.  j 
Schwarz. 

Es  sind  die  folgenden  Arten  zu  unterscheiden: 

XI.  Die  Fläche  mit  einer  Doppelcurve  5.  Ordnung;  dun 
jeden  PunM  der  leideren  gehen  zwei  Erzeugende,  von  denen  jet 
die  Doppelcurve  in  noch  zwei  Funkten  schneidet. 

Durch  jeden  PunM  des  Baums  gehen  5  Ebenen,  von  dem 
jede  mit  der  Fläche  zwei  Gerade  gemeinschaftlich  hat. 

Durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  zwei  ebene  auf  d 
Fläche  liegende  Curven  3^^^  Ordnung. 

XII.  Die  Fläche  mit  einer  dreifachen  Leitgeraden  und  eine 
doppelten  Kegelschnitt. 

Xin.  Die  Fläche  mit  einer  dreifachen  Leitgeraden,  i-n' 
doppelten  Leitgeraden  und  einer  doppelten  Geraden. 

XIV.  Die  Fläche  mit  einer  doppelten  Leitgeraden  und  ein* 
doppelten  Baumcurve  d'^^^  Ordnung. 


Die  windschiefen  Regelflächen  5*®^  Ordnung  vom  Geschlec 
2  schliesslich  kann  man  sich  auf  die  folgende  Art  entstand^ 
denken. 

Man  betrachtet  eine  ebene  Ctirve  4*^^  Ordnung  mit  eine 
Doppelpunkt  und  das  von  dem  letzteren  ausgehende  Strahle, 
büschel  und  denkt  sich  eine  gerade,  nicht  in  derselben  Ebene  liegcni 
Punktreihe  (a)  projectiv  derat't  auf  das  Büschel  bezogen,  dass 
bestimmter  Punkt  der  Geraden  mit  einem  der  beiden  Schnittpunh 
zusammenfällt,  in  welchen  der  dem  Punkt  entsprechende  Stra 
die  Curve  4^^^  Ordnung  trifft;  der  Ort  der  Geraden,  tvelche  jed( 
Punkt  P  der  Geraden  mit  den  beiden  variabelen  Punkten  verbi. 
den,  in  welchen  der  dem  Punkt  P  entsprechende  Strahl  die  Cu/r 
4^^""  Ordnung  schneidet.,  ist  eine  Begelßäche  5*^^  Ordnung  '" 
Geschlecht  2. 

Die  Gerade  (a)  ist  dreifache  Leitgerade  der  Fläche,  a 
welcher  noch  eine  andere  doppelte  Leitgerade  existirt. 

Näheres  findet  man  in  der  citirten  Arbeit  von  H.  A.  Schwn  r 
der  wir  die  vorstehenden  Resultate  entnoinmen  haben. 
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§  4.    Flächen  6*^^^  Ordnung  oder  Classe. 

Eine  Fläche    6*®^  Classe   wurde    von  Selig  mann  Kantor, 

\")CH.  Ber.  1879,  (79),  2,  p.  768  untersucht;  sie  entsteht  folgen- 

1  nassen: 

Man  betrachtet  drei  Punkte  Ä^,  A^,  A^  im  Baum  und  eine 

''iche   2^^^    Grads    F^.      Von    einem    variahelcn    Funkt   P   der 

leren   werden    die   Punkte  A   auf  die  Fläche  3^^^  Grads  pro- 

rt;  die  Ebenen  der  Projectionen  der  drei  PunMe  umhüllen  die 

lache  6^^^  Classe. 

Die   Fläche    lässt  sich    auf  eine    Ebene    abbilden;    sie  hat 
'iie  vierfach   berührende  Ebene  (die  Ebene  der  drei  Punkte  A), 
!che  die  Fläche  in  jedem  der  Berührungspunkte  osculirt. 

Zwei  Berührungsebenen  an  die  Fläche,  ivelche  sich  in  einer 

geraden  a  der  vierfach  berührenden  Ebene  E  schneiden,  tverden 

Ji^rch  E  und  die  Ebene  harmonisch  getrennt,   welche  durch  den 

Ivon  E  in  Bezug  auf  die  Fläche  2^^^  Grads  und  durch  a  geht. 
Der  Fläche  ist  ein  Kegel   5*®^   Classe   doppelt   umschrieben, 
en  Spitze  in  dem  eben  genannten  Pol  liegt. 
In    der    vierfach    berührenden    Ebene  gi^bt  es    drei   Gerade 
die  Seiten  des  Dreiecks  A^A^A.^)    von  der  Beschaffenheit,    dass 
iurch  jede  von  ihnen  unendlich  viele  die  Fläche  doppelt  berührende 
Ebenen  gehen. 

Die  zu  dieser  Fläche  dualistische  Fläche  ist  natürlich  von 
der  6^^^  Ordnung,  hat  einen  vierfachen  Punkt,  drei  durch  diesen 
■■'hende  Doppelgerade  und   eine  ebene  Doppelcurve  5*^^  Ordnung. 


Derselbe  Autor  (Kantor)  hat  an  dem  angegebenen  Ort 
auch  eine  andere  Fläche  untersucht: 

Man  betrachtet  4  Punkte  A^,  J-g?  ^3?  ^4  ^^^  ®^^^  Fläche 
2**^  Grads  JPg,  projicirt  von  einem  Punkt  von  i^g  ^i^  ^  Punkte 
auf  Jpg  und  erhält  so  4  andere  Punkte 

die  beiden  Tetraeder   (J.)  und  (J.')    sind  homolog;    ihre  Homo- 
logieehene  hüllt  eine  Fläche  6^"^  Classe  ein. 


Eine  weitere  Fläche  6*®^  Ordnung  wurde  von  Emil  Weyr, 
Ueher  Flächen  sechsten  Grades  mit  einer  dreifachen  cubischen 
Curvc,  Wien.  Ber.,  1882  (85,  2.  Abth.)  p.  513  studirt ;  man 
erhält  sie  auf  die  folgende  Art: 
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Auf  einer  Raumcurve  S*®'"  Ordnung  betrachtet  man  eii 
Involution  von  4  Punkten ;  die  Kanten  des  Tetraeders  d 
4  Punkte  einer  jeden  Gruppe  erzeugen  eine  Begel  fläche  ^*"  Or 
nung,  welche  die  Curve  5*®^  Ordnung  zur  dreifachen  Curve  hi 
Die  Seitenflächen  des  Tetraeders  osculiren  eine  Curve  3^^  Glmt 

Der  der  Fläche  umscltriehene  Kegel,  dessen  Spitze  in  dne 
lelichigen  PumM  des  Baums  liegt,  ist  6^^  Classe  und  hat  die 
durch  diesen  Punkt  geltenden  Osculationsehenen  der  eben  genau 
ten  Curve  3^^^  Classe  zu  dreifachen  Berührungsebenen. 


Noch  eine  andere  Fläche  6*®'"  Ordnung  betrachtete  Noethe 
Math.  Ann.  3,  p.  203  u.  ff.  Sie  besitzt  als  Doppelcurve  ei. 
Baumcurve  3^^^  Ordnung  und  eine  Gerade,  welche  diese  Cur 
nicht  schneidet. 

Ihre  Gleichung  lässt  sich  schreiben: 

2Akyiyk  =  ^^      (i,  Ä;  =  1, 2, 3)5 

darin  ist 

y^  =  L,M,  —  L,3f,, 
y^  =  L,M^  —  L,3I^; 

die  L,  M  sind  in  den  Coordinaten  x^,  x<^,  x^,  x^  homogene  linea 
Functionen  und  die  Ä  ergeben  sich  aus  den  Formeln 

Jede  Ebene  des  Büschels 

Xi  A  Xo    vy 

schneidet  die  Fläche  ausser  in  der  doppelt  gezählten  Axe  d 
Büschels  in  einer  variabelen  rationalen  Curve  4^^  Ordnung  (n 
drei  Doppelpunkten). 

Die  Gleichung  der  Fläche  enthält  18  Constante,  weil  d 
Existenz  der  Doppelcurve  3*^  Ordnung  und  der  Doppelgerade 
v^ie  Noether  beweist,  66   Constante  absorbirt. 

Ausser  der  Doppelgeraden  besitzt  die  Fläche  10  Geradt. 

Die  Fläche  enthält  12  Kegelschnitte  und  32  Baumcurvi 
3^^^  Ordnung. 

Diese  Curven  liegen  zu  je  ztveien  zugleich  mit  der  Doppelcur 
3^^^  Ordnung  auf  demselben  Hyperboloid  und  gehen  durch  dieselb< 
beiden  Punkte  der  Doppelgeraden. 

Jede  von  ihnen  hat  5  Punkte  mit  der  Doppelcurve  5*^'  Or 
nung  gemeinschaftlich   und  keine  schneidet  eine  der  10  Geradi 
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Jede  der  32  Curven   5*^^'  Ordnung  ist   6  Kegelsclmitten  zu- 
rdnet,  ivelche  sie  in  je  einem  Punkte  sclineidet. 

Vertheilt  man  die  12  Kegelschnitte  derart  in  6  Paare,  dass 

dasselbe  Paar  diejenigen    liommen,    die   durch    die  nämlichen 

'xnMe    der    Doppelgeraden   gehen ,    und    iva'hlt    aus    5    Paaren 

Kegelschnitte  heliehig  aus,  so  existirt  immer  eine  der  32  Baum- 

■  rven    3^^^  Ordnung,  ivelche  die  5  gewählten  Kegelschnitte  in  je 

inem  PunJd  schneidet;  der  sechste  von  derselben  Curve  geschnit- 

'  iie  Kegelschnitt  bleibt  auf  diese  Art  eindeutig  bestimmt. 

Die  Fläche  ist  vom  Geschlecht  Null  und  deshalb  auf  die 
'Mene  ahbildbar.  Diese  ebene  Abbildung  sowie  viele  andere 
'iffenschaften  wurden  von  Noether  1.  c.  studirt. 


Andere  Flächen  6*^"*  Ordnung  sind  die  sogenannten  Beriih- 

ilhrimgsflächen  der  Kummer'schen  Fläche,  deren  Studium  aus  der 

itersuchung  der  hyp  er  elliptischen  Functionen  vom  Geschlecht  2 

lervorging.     Sie   berijjiren  die   Kummer'sche  Fläche    längs   einer 

Curve  12^^^  Ordnung. 

In  Bezug  auf  ihre  Gleichung,  die  man  rational  nennt,  weil 
ihre  Coeffwienten  rationale  Invarianten  der  binären  Form  6^^^  Ord- 
nung sind,  siehe  Pascal,  Ann.  di  mat.,  (2),   19. 

Noch  andere  Flächen  6*®'*  Ordnung  wurden  von  Pieri, 
Acc.  Tmino,  1889;  Humbert,  Compt.  Bend.,  1895;  Del  Pezzo, 
lAcc.  Napoli,   1897;    etc.    betrachtet. 


Wir   wollen   schliesslich   noch  Einiges    über    die   developpa- 
hlen  Flächen  6^^^  Ordnung  sagen. 

Die  BücMehrcurve    einer    solchen    Fläche    kann    nicht   von 
höhh'er  als  der  6^^"^  und  geringerer  als  der  4*®^  Ordnung  sein. 

Die  Fläche  ist  immer  vom  Geschlecht  Null,   d.  h.  das  Ge- 
schlecht eines  jeden  ihrer  ebenen  Schnitte  ist  Null. 

#Es  gibt  3  Arten  von  Developpablen  6^^^  Ordnung,  nämlich: 
1.  Die  Fläche,  deren  BücMehrJcante  eine  Baumcurve  4^^^  Ord- 
nufig  entweder  l^^""  oder  2*^''  Spedes  ist.  In  dem  ersteren  Fall  hat 
diese  Baumcurve  einen  uirMichen  und  zicei  scheinbare  Doppelpunkte  : 
d.  h.  sie  ist  der  Schnitt  zweier  Flächen  2^^^  Ordnung,  welche  sich 
in  einem  Punkt  berühren;  in  dem  2'^'^  Fall  hat  sie  3  scheinbare 
Doppelpunkte. 

Dire    charakteristischen    Zahlen    sind    (über   die    Bedeutung 
der  Symbole    vergl.  Kap.   9,    §  4); 
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r  =  0,     /^  =  6,    i?  =  6. 

Ihr  ebener  Schnitt  ist  eine  Curve  6^^^  Ordnung  und  Clasi 
mit  4  Spitzen,  6  Doppelpunkten,  4  Inflexionstangenten  un 
6  JDoppeltangenten. 

Andere  Eigenschaften  findet  man  in  Kap.  10,  §  4,  S.  26) 

2.  Die  Fläche,  deren  BücMehrkante  eine  Baumcurve  5^^^  Ort 
nung  mit  2  Spitzen  und  4  scheinbaren  Doppelpunkten  ist. 

Ihre  charakteristischen  Zahlen  sind: 

m  =  6,     a  =  2,     (3  =  2,     x  ^  b^    g  =  6,     g  =  4:,     X  =^  : 
i;  =  0,     A-  =  4,    B  =  Q. 

Der  ebene  Schnitt  der  Fläche  ist  6^^^  Ordnung  und  5*®'"  Clasi 
mit  5  Doppelpunkten,  5  Spitzen,  2  Wendungen  und  4  Doppe 
tangenten. 

3.  Die  Fläche,  deren  Bückkehrkante  eine  Baumcurve  6*^'"  Ori 
nung  mit  4  Spitzen  und  6  scheinbaren  Doppelpunkten  ist. 

Ihre  charakteristischen  Zahlen  sind: 

M  =  4,     a  =  0,     ^  =  4,     ic  ==  4,    _y=6,    ^  =  3,    A  =  ( 
r  =  0,     A:  =  3,    7.*=  6. 

Die  4  Ebenen,  welche  längs  der  4  Guspidalerzeug enden  h 
rühren,  gehen  durch  den  nämlichen  Punkt. 

Ihr  ebener  Schnitt  ist  6'*^^  Ordnung  und  4^^^  Classe  m 
6  Spitzen,  4  Doppelpunkten,  3  Doppeltangenten  und  keim 
Wendung. 


Die  allgemeine  Gleichung  der  Developpablen  6**^"*  Cr« 
nung  kann  auf  die  folgende  Art  aufgestellt  werden: 

Es  seien  X^  =  0 , . . . ,  X^  ==  0  die  Gleichungen  von  5  Ebenei 
die  Formen  X  sind  dann  natürlich  durch  eine  lineare  Beziehun 
verbunden,  die  wir 

schreiben  wollen. 

Die  Gleichung  der  Developpablen   6'*®'"  Ordnung  lautet  dart 

(Cayley): 

(X,X,  +  4X2X,  +  3AV)^- 

27  (Xj  Xg  X5  X^  X4      X2      X3    -|-    2  Xg  Xg  X4    Xg    )      =  ' 

Die  Bückkehrkante  ist  der  (partielle  oder  totale)  Schnitt  'l 
beiden  Flächen 
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X1X5  —  4X2^.1  +  3X3^  =  0, 
X,X,X,  -  X,X:^  -  X,'X,  +  2X,X,X,  -  X,'  =  0. 

Die  Doppel-   oder  ,Knotencurve  ivird   durch  die  Gleichungen 
4immt: 

X^  X^  —  X^  X(^         -A.J  JLg  -j--  2  ^^2  -^4  —  "  -^3 


XgXg  —  X3X4  __  XgXg  —  X4- 
X,  2X, 


j 


(Z  (i<e  SchnittpunMe  der  Knotencurve  und    der  BüclikehrTiante 
Inrch: 

X^       Xg       Xg       X^ 

^2  ^3  ^4  -^5 

Die   verschiedenen  Arten    von   Developpablen    6*^^  Ordnung 

imtersclieiden    sich    nach    der    Beschaffenheit    der    Coefficienten 

.  .  .  . ,  «5 ,    d.   h.    nach    der    Beschaffenheit    der    Wurzeln    der 

uieichung    4^®^   Grads,    die    diese    Zahlen    zu    Coefficienten    hat. 

Cayley. 

Sind  nämlich  diese  Wurzel/n  u/ngleich,  so  erhält  man  die 
Beveloppdble  mit  einer  BiicMehrlcante  6^^^  Ordnung. 

Sind   zwei    Wurzeln   gleich,    so    ist  die   Bäckkehrkante    0^^^ 

«ming. 
Sind  dagegen  ziuei  Paare  von   Wurzeln  gleich,   so   hat  die 
Developpable  eine  Bückkehrkante  4^^^  Ordnung  2^^^  Species. 

Wenn  die  4    Wurzeln  eine  harmonische  Gruppe   bilden,    so 
yibt  sich  die  DeveloppaUe  mit  der  Bückkehrkante  4^^"^  Ordnung 
1^"^  Species. 

Wenn  schliesslich  3  oder  4  Wurzeln  gleich  sind.,  so  degenerirt 
'He  DeveloppaUe  in  andere  Developpable  5^^^  bez.  4*^^  Ordnung. 


Mit  diesen  Developpablen  6*®^  Ordnung  beschäftigten  sich 
Cayley,  Cambr.  Matli.  Journ.,  6,  1850;  Quart.  Journ.  7,  1865; 
9,  1867;  Ann.  di  mat.,  2,  1868,  p.  99  u.  219,  etc.;  Salmon, 
Camh'.  Ilatli.  Journ.,  1850;  Chasles,  Compt.  Bend.,  54,  1862; 
H.  A.  Schwarz,   Grelle,  64. 

Die  windschiefen  Regelflächen  6*®^  Ordnung  untersuchte 
Bergsted t,  Om  regelytor  af  6  graden,  Dissert.,  Lund  1886; 
Fink,  lieber  windschiefe  Flächen  im  Allgemeinen  und  insbeson- 
dere über  solche  des  6*^^  Grads.  Tübinger  Dissert. ,  auch  in  dem  Cor- 
respondenzblatt  für  die  Gelehrten-  und  Realschulen  Württembergs, 
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1887;  Wiman,  ClassifwaUon  af  regelytorna  af  6  graden,  Lui 
1892.     Vergl.  auch  Wiman,  Acta  math.,  19. 


§  5.    Die  Developpgfblen  7*®''  Ordnung. 

Die  Rückkehrcurve  einer  Developpablen  7*®''  Ordnung  kai 
entweder  von  der  5,*^%   6*®^  oder  7*^^  Ordnung  sein. 

Wir  führen  hier  zuerst  ein  Theorem  an,  welches  für  a] 
Developpablen  ungerader  Ordnung  gilt: 

Bei  jeder  ahwickelharen  Fläche  ungerader  Ordnung  ist  o 
Anzalil  der  Inflexionsberührungsehenen  ungerade  und  ebenso  ist  o 
AnsaJd  der  Spitzen  der  BücMehrcurve  ungerade.  H.A.  Schwär 

Alle  Developpablen  bis  zur  7*^^  Ordnung  inclusive  si/i 
vom  GescJdecJit  Null,  weil  ihre  ebenen  Schnitte  dieses  G-eschlec 
haben;  daraus  folgt,  dass  für  sie  die  Summe  der  Zahlen,  welc 
die  Ordnung  der  Bückkehrkante  und  die  Ordnung  der  Knote 
curve  angeben,  constant  ist. 

Biese  sämmtlichen  Flächen  bis  zur  7*^^  Ordnung  inclusi 
lassen  sich  als  Enveloppen  von  Ebenen  auffassen,  in  deren  Ol 
chungen  ein  Parameter  t  rational  eingeht,  d.  h.  von  Ebenen,  c 
durch  Gleichungen  von  der  Form 

X^t""  -{-  Xgf«-!  -\ =0 

dargestellt  werden;  darin  ist  n  eine  ganze  positive  Zahl  und  ( 
X  sind  in  den  Coordinaten  lineare  Ausdrücke. 

Cavley  nannte  diese  Developpablen  planar'^  ihnen  ist  d 
Arbeit  von  H.  A.  Schwarz,   Grelle,   64  gewidmet. 

Die  charakteristischen  Zahlen  für  die  drei  Species  von  L 
veloppablen  7*®^  Ordnung  sind  die  folgenden  (Schwarz  I.  c): 

1.  die  Bückkehr  curve  ist  5*"  Ordnung: 

m  =  l,  .r/=10,  h  =  b,  a=5,  i3=l,  ic=10,  y==^j  A== 
r  =  2,  k^22,   72  =  13; 

2.  die  BückkeJircurve  ist  6*^^  Ordnung: 

m  =  6^    g  =  7,    h  =  7,    a  =  3,    ß  =  o,   x  =  9,   ?/  =  9,  X  = 
r  =  l,    Är=18,    i?=12; 

3.  die  Bückkehrcurve  ist  7*®^  Ordnung: 

m  =  6,  g=o,  //  =  10,   «==1,  /3==5,   x=S,  «/=10,  A  = 
r  =  0,    /.•=15,    i?=ll. 
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§  6.    Regelflächen  von  beliebiger  Ordnung. 

Wir  haben  auf  S.  207  und  ff.  einige  allgemeine  Eigenschaften 
algebraischen  Regelflächen  angegeben  und  dann  auf  S.  223, 
,;0  noch  andere  sie  betreffende  Sätze  hinzugefügt;  diese  be- 
leben sich  auf  die  Ordnung,  die  Classe,  das  Geschlecht,  die 
vnotencurve  der  Regelflächen,  auf  die  Curven,  die  sich  auf  ihnen 
)eschreiben  lassen,  etc.  Wir  wollen  jetzt,  ohne  uns  zu  wieder- 
lolen,  noch  einige  andere  interessante  Sätze  anführen. 

Wir  bemerken  vor  Allem  die  projective  Eigenschaft: 

Jede  Ebene,  welche  eine  Erzeagende  der  windschiefen  Begel- 
läche  enthält,  herührt  die  Fläche  in  einem  mid  nur  in  einem 
Pu/nkt;  das  Büschel  von  Berührungsebenen  ist  projectiv  zu  der 
Pimktreihe  der  Berührungspunkte  längs  der  Erzeugenden.  Chasles. 

Wir  bemerken  ferner  die  folgenden  metrischen  Eigenschaften: 

Schneidet  man  eine  Begelfläche  mit  Ebenen,  die  einer  festen 
Ebene  parallel  sind,  so  bilden  die  in  den  Punkten  derselben  Er- 
zeugenden an  die  Schnittcurven  gelegten  Tangenten  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid. 

Auch  die  Kormalen  der  Fläche  in  den  Punkten  einer  Er- 
seugenden  bilden  ein  hyperbolisches  Paraboloid  (das  Normalen- 
paraboloid). 

Centralpunkt  einer  Erzeugenden  heisst  der  Fusspunkt  des 
Lothes,  welches  dieser  Erzeugenden  und  der  ihr  unendlich  nahen 
gemeinschaftlich  ist;  der  Ort  aller  Centralpunkte  bildet  die  so- 
genannte Strictionslinie.     Chasles. 

Der  Centralpunkt  einer  Erzeugenden  ist  der  Scheitel  des 
yormalenparabolo  ids. 

Centralebene  in  Bezug  auf  eine  Erzeugende  nennt  man 
die  Ebene,  die  durch  die  Erzeugende  und  das  dieser  und  der 
ihr  unendlich  nahen  Erzeugenden  gemeinschaftliche  Loth  geht, 
und  Schiefe,  einer  Berührungsebene  wird  dann  wohl  der  Winkel 
zwischen  ihr  und  der  Centralebene  in  Bezug  auf  die  durch  den 
Berührungspunkt  gehende  Erzeugende  genannt. 

Die  Tangente  der  Schiefe  einer  Berührungsebene  ist  dem 
Abstand  des  Berührungspunkts  von  dem  Centralpunkt  propor- 
tional. 

Die  Centralebene  berührt  in  dem  Centralpunkt ;  die  Central- 
ebene und  die  Berührungsebene  in  dem  unendlich  fernen  Punkt 
der  Erzeugenden  stehen  senkrecht  aufeinander. 

Parameter  einer  Erzeugenden  heisst  der  Abstand  ihres  Cen- 
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tralpunkts  von  dem  Punkt,  in  welchem  die  Schiefe  der  Berül 
rungsebene         beträgt. 

Wenn  eine  Ebene  durch  eine  Erzeugende  einer  windschiefe 
Fläche  geht,  so  ist  das  Product  der  Abstände  des  Centralpunk' 
von  den  beiden  Punkten,  in  welchen  die  Ebene  berührt  he 
normal  ist,  constant  und  dem  Quadrat  des  Parameters  gleic 
Chasles. 

Wenn  zwei  windschiefe  Flächen  sich  in  allen  Funkten  eim 
Erzeugenden  unter  constantem  Winkel  schneiden,  so  hat  diei 
Gerade  denselben  Parameter  tmd  denselben  C entr alpunkt ,  mo 
man  sie  nun  als  zur  einen  oder  zur  anderen  Fläche  gehörig  h 
trachten  und  timgekehrt. 

Auf  den  windschiefen  Regelflächen  sind  gewisse  singuläj 
Punkte  und  Gerade  bemerkenswerth ;  nehmen  wir  an,  eine  g< 
wisse  Erzeugende  schneide  die  ihr  unendlich  nahe;  alsdann  wii 
der  Schnittpunkt  der  beiden  unendlich  nahen  Erzeugende 
Cuspidalpunkt  (Spitze,  sommet)  genannt,  während  die  Erzeugend 
auf  welcher  dieser  Punkt  liegt,  singulär  (arete.  Kante,  Torso 
linie)  und  die  (Berührungs)  -  Ebene ,  welche  durch  die  singulä] 
Erzeugende  und  die  ihr  unendlich  nahe  geht,  singidäre  Berät 
rungsebene  heisst. 

Offenbar  gehört  der  Cuspidalpunkt  der  Doppel-  oder  Knotei 
linie  an. 

Wenn  n  die  Ordnung  und  a  der  Rang*)  der  windschiefe 
Fläche  ist,  so  wird  die  Anzahl  der  singulär en  Erzeugenden 

T  =  2a  —  2n. 

Sturm,  Math.  Ann.  6;    Schubert,  ib.,  17. 

Da  eine  Gerade  des  Raums  durch  4  Bedingungen  bestimn 
wird,  so  erhält  man  im  Allgemeinen  eine  Regelfläche,  wenn  d< 
Geraden  vorgeschrieben  wird,  dass  sie  entweder  drei  gegeber 
Cui'ven  treffen  soll,  oder  eine  Curve  zweimal  und  eine  andei 
einmal  oder  schliesslich  eine  Curve  dreimal. 

Es  bietet  sich  nun  das  Problem  dar,  die  Charakteristikt 
der  Regelflächen  zu  bestimmen,  welche  diese  Curven  auf  d 
angegebene  Art  zu  Leitlinien  haben.  Damit  beschäftigten  sie 
C  ay  ley,  Camhr.  Journ.,  7,  1852  ==  Coli.  math.  papers,  2,  p.  3» 


*)  Man  pflegt  Bang  einer  Fläche  die  Ordnung  a  des  ihr  ud 
schriebenen  Kegels  oder  die  Classe  a  ihres  ebenen  Schnitts  zu  nenne 
(siehe  Kap.  9,  §  1,  S.  208,  209). 
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*hü.  Trans.,  153,  1863  =  Coli.  math.  papers,  5,  p.  168;  Sal- 
lon,  Cambr.  Journ.,  8,  1853;  Trans.  Irish  Äcad.,  23  und 
[  äter  Rupp,  Math.  Ann.,  18. 

Doch,  ehe  wir  die  Resultate  mittheilen,  zu  denen  sie  ge- 
ommen  sind,  müssen  wir  noch  Einiges  über  die  Singularitäten  hin- 
ufügen,  welche  die  Regelfiächen  auch  sonst  noch  besitzen  können. 
Eine  Erzeugende  einer  Regelfläche  kann  doppelt  sein,  d.  h. 
erart,  dass  für  jeden  ihrer  Punkte  zwei  verschiedene  Berüh- 
ungsebenen  an  die  Fläche  existiren;  fallen  diese  beiden  Ebenen 
iir  jeden  ihrer  Punkte  zusammen,  so  ist  sie  eine  stationäre 
erzeugende. 

Jede  Erzeugende,  die  durch  die  stationären  Punkte  einer 
^xitcurve  geht,  ist  eine  stationäre  Erzeugende  und  im  Allgemeinen 
"nn  eine  stationäre  Erzeugende  nicht  anders  entstehen. 

Die  Doppellinie    der  Regelfläche    lässt    sich  in  verschiedene 
rheile  zerlegen,  von  denen  einige  auch  Leitlinien  der  Regelfläche 
ind  und  andere  nicht.     Wir  bezeichnen  nun  mit 
Bx  die  Summe  der  Zahlen,  welche  die  Ordnungen  der  Doppel- 

(Knoten-)Curven  angeben,  die  zugleich  Leitlinien  sind; 
Bjff   die  Summe  der  Zahlen,  welche  die  Ordnungen  der  Doppel- 
curven    angeben,   mit    Ausnahme    der   Doppelcurven,    die 
zugleich  Leitlinien   sind,   und  mit  Ausnahme   der  doppel- 
ten Erzeugenden; 
G]^-  die  Anzahl  der  doppelten  Erzeugenden  mit  Ausnahme  der 

stationären; 
Tjv  die  Smnme  der  drei  vorstehenden  Zahlen,  d:  h.  die  Anzahl 
der    Doppelpunkte    (mit    Ausnahme    der    Spitzen)    eines 
ebenen  Schnitts  der  Regelfläche; 
Gis   die  Anzahl  der  stationären  Erzeugenden; 
T     die  Anzahl  der  singulären  Erzeugenden  (siehe  oben); 
a      den  Rang  der  Regelfläche  (siehe  oben). 

Man  erhält  dann  die  folgenden  Resultate: 

1^^^  Fall.     Brei  einfache  Leitcurven  cp,  ijj^  % 

von  den  Ordnungen  m^,  mg,  mg, 
den   Classen  r^,  rg,  »'3, 

den  Geschlechtern  p^.,  p^.,  jpg,  ^ 

mit  hj^.,  //.2,  h^  scheinbar en  Boppelpu nieten  und 

■i  ßii  ß2')  fe  Cuspidalpunlien. 

REs  ist:   . 

n  ==  2m^m2m^  (die  Ordnung  der  Regelfläche), 
-ö A'  =  -|- m^ m.2 mg (m^m^  -\-  m^ mg  -f-  m^ m^) , 
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Gn  =  ^m^m^m^{m^  -\-  m^  -{-  m^  —  3)  + 

~  2{m^  -j-mg  +  mg)  +  5], 
2Tn=  ^m^m^m^i^m^m^m^  —  2)  — 

—  {m-^m^r^  -\-  m^m^r-^^  -\-  m^m^r^)  - 

—  3(wiM2/33  +  Mgmgft  +  m^mj^ 
Gs  ==  ßim.^m^  4-  ^2*^3^1  +  ftm^^mg, 

a  =  Im^m^m^  -f"  %^2*'3  ~\~  ^2^3^i  H"  *W3%^25 
T  =  ^{m^m^r^  -f-  m^m^r^  -\-  m^m^r^. 

^ter  jT^^^.     E'mt'  doppelte  Leitcurve  cp  und  eine  einfache  i 
^  =  »^2  {^h  +  i%(^Wi  —  1) } , 

^Jf=  2-^*2  {^1^  —  ^^1  +  m^m2(m^  —  1)^  —  m^(mi  —  l)), 
Gjf  =  \h2  +  ^m-^m^im^  ^-  l)(m2  —  l)  + 

+  3^2(^1  —  2)  {\  —  im^(m^  —  1)) 
Bjv  =  m^l  |/?i  (m^  —  2)  (m^  —  3)  + 

+  im,{m,  —  l)(m,  —  2)(m,  —  3) )  + 

+  »W2(»^2  --  1)  ( ¥h^  +  ¥^i('^^i^  —  m^  —  1)  - 

2T^==  m^  {/?!  -\-\m^(m^  —  l))^  —  m^li^  —  ^m^m^im^  —  1^ 
—  r^m^im^ — 3) — \r<^  —  ^ß^ß^—^^m^im^-  . 

Gs  =  ß2h  +  /^i%(%  —  2), 


a  =  ^1^*2(^1  —  3)  +  m^m2(m^  —  l)  +  ^h^2  —  ^ft 


m, 


2  5 


^ter  j^fj^ii      j[)Iq   Curve  (p   ist    eine    dreifache  Leitlinie;  i 
Begel fläche  besteht   in  diesem  Fall  aus  den   die   Curve    drei/ni 
schneidenden  Geraden;  vergl.  auch  Kap.  9,  §  4,  S.  230. 
n  =  (m  —  2){h  —  ^m(m  —  1) ) , 

Bn  =  \mQi  —  m  +  2){h  —  m  +  l), 
Gn=  \[—m^  -{-  ISm^—  71^2  +  78m  — 

—  48mA  +  132//  +  12h^ 

Bn  =  ^h'^m {m—  l)  —  ^h  (m*  —  bm^+  bm^—  49m  +  120)- 

-\-^X^n^  —  Qnv'  -{-  Zlm^  —  210m^  +  ^Q^m^  —  840« 
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Ty  =  m"P  —  Imli^  +  6A.2  — 

—  |(w*  —  5m^  +  llm^  +  14m  —  78)/^  + 

+  ^(m«—  ^m^  -\-  13m^+  90m^— 518^^  +  636m), 

.==^(/^  — 2m  +  6), 

«  =  —  2h^  +  /?(m2  -|-  5m  —  24)  — 

—  -J-(l6m^  —  84m2  +  104m)  —  Zß(li  —  2m  +  6), 
T=  —  4/^2  _[_  2h{m^  _|-  4^  _  22)  —  öm^  +  27m2  — 

—  34m  —  ßßQi-—  2m  +  6). 


Man    erhält    eine    Regelfläche    auch,    wenn    die    sich    ent- 

prechenden  Punkte  zweier  Curven  (^Leitlinien)  verbunden  werden, 

ift  in  der  Correspondenz  (a^,  £^2)  stehen;  sind  m^,  m^  die  Ord- 

iigen  der  heiden  Curven,   so  ist  die  Ordnung  der  Begelfläche 

"1  ^2  +  »%  ^1  • 

Von  dem  Standpunkt  der  Liniengeometrie  aus  (vergl.  Kap.  14) 
Verden  die  Regelflächen  als  Schnitte  dreier  Liniencomplexe 
iefinirt;  sie  können  entweder  der  vollständige  Schnitt  oder  ein 
rheil  des  Schnitts  sein. 

Bin  den  folgenden  Formeln  nehmen  wir  den  ersten  Fall  an. 
Wenn  die  drei  Complexe  von   den  Ordnungen  m^,  mg,  m^ 
,   so    ist    die  Ordnung   der  Begelfläche   n  =  2  m^  mg  mg    und 
hr  Bang 

a  =  2  m^  mg  mg  (m^  -\-  m^  -f-  ^>^3  —  2)  —  2  G^, 

rin  G^,  ivie  ohen,  die  Anzahl  der  Boppelerz engenden  der 
Fläche  angibt  (und  angenommen  icird,  dass  die  Fläche  Iceine 
'^taUonäre  Erzeugende  habe). 

Die  Ordnimg  der  Doppelcurve  ist 

B  =  m^m^ mg  {  2 m^ m^ m^  —  (m^  ~f"  ***2  4"  ^3)  ~\~  ^  ) 
md  das  Geschlecht  der  Fläche 
m       p  =  m^m^m^im^  H"  ***2  ~l~  **^3  —  4)  —  1  —  ^tf- 

Diese  Formeln  können  jedoch  Modificationen  unterliegen, 
je  nach  den  verschiedenen  Eigenthümlichkeiten  der  Complexe. 


^     Wenn  einer  der   gegebenen   Complexe   linear  ist  (mg  =  l), 
so  sind  die  algebraischen  Äsymptotencurven  (die  Haupttangenten- 
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curven)  der  Fläche,  d.  h.  diejenigen,  deren  Tangenten  die  Fläcl 
osculiren  (eine  dreipiinktige  Berührung  mit  der  Fläche  haheh 
vergl.  S.  204),  von  der  Classe  (dem  Bang) 

l^m^m^im^^  -|-  m^  —  2) 
und  der  Ordnung 

2m^m2(m^  +  ^2  —  l)  • 

Diese  Zahlen  ändern  sich  jedoch,  wenn  die  gegebene 
Complexe  specielle  Beziehungen  zu  einander  haben;  wenn  z.  1 
auch  ^2  =  1  ist,  so  gelten  diese  Zahlen  nicht  mehr,  falls  di 
beiden  linearen  Complexe  eine  specielle  Congruenz  gemeinschaf 
lieh  haben.      Siehe  Voss,  Math.  Ann.,   8,  p.  82,  83. 

Es  gibt  auf  der  Fläche  eine  einfache  Unendlichkeit  vo 
Punkten,  in  denen  eine  Tangente  die  Fläche  vierpimMig  herüh 

Die  Curve  dieser  Punkte  vierpunlxtiger  Berührung  ist  vo 
der  Ordtiu/ng 

2  m^  ^2  mg  {  6  (m_^  -[-  mg  -|-  m^)  —  19} 

und  enthält 

8mjm2m3{  3(mj^  -)-  mg  -J-  vh^)  —  10) 

Punkte,    in    iv eichen    sie    Erzeugende    der   gegebenen    Begelfläd 
herührt;  diese  Erzeugenden  sind  stationäre  Tai/gpi/fe)/  an  eine  aJ^t  ■ 
hraische  Haupttangentencurve. 

Ueber  die  Tangenten,  die  mit  der  Regelfläche  eine  Berül 
rung  4*^''  Ordnung  haben,  siehe  Voss,  1.  c,  p.  99. 


Bie  Begelfläche  n^^^  Ordnung  ohne  vielfache  Erzeugende  u/ti 
und  vom  Gescldecht  Kuli  hat  den  Bang   2(n  —  l)   und  enthä 

eine  Boppelcurve  von  der  Ordnung   ~ -~ ^  • 

Es  gibt  2(w —  2)(n  —  3)  Erzeugende,  tvelche  die  Boppt 
curve  berühren,  ^(n  —  2)(w  —  3)(w  —  4)  dreifache  Punkte  uit 
ehensoviele  dreifach  berührende  Ebenen. 

Es  existiren  2(n  —  2)  singulare  Erzeugende  (Kanicn.  T&rsa 
linien)  in  dem  oben  defmirten  Sinn. 

Bie  durch  die  Tangente)/  vierpunktigev  Berührung  erzeug 
Begelfläche  ist  von  der  Ordirui/g  S(n  —  3)  und  ebensogross  ist  d 
Anzahl  der  Punkte,  in  u-elchen  die  Curve  dieser  Berührung 
punkte  eine  Erzeugende  berührt.  Das  GeschlccJ/t  dieser  Bege 
fläche  ist  An  —  13. 
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Es  gibt  auf  einer  solchen  Eegel fläche  n^^^  Ordnung  10(??  —  4) 
nMe,  in  ivelchen  eine  Tangente  eine  Berührung  4*^""  Ordnung 
der  Fläche  hat. 

Die  Asymptotenlinien  einer  Begelfläche  von  der  {it^  -f-  n^^^ 
•dnung  und  vom  Geschlecht  Null,  die  zu  Leitlinien  eine  n^ 
'1  eine  n^- fache  Gerade  hat,  sind  algebraische  Curven  und 
,(  der  Ordnung  2(^i  -j-  Wg —  l).     Crem  o  na,  Ann.  di  mat., 

Wenn  die  beiden  Leitgeraden  sich  unbegrenzt  bis  zum  Zu- 
nimenfallen  einander  nähern,   so  werden  die  Asymptotenlinien 
)m   Geschlecht   Null    und    der    Ordnung    27i^-{- n^ — 2,    falls 
>  n.2  ist.     Cremona,  L  c. 


Die  hauptsächlichsten  und  grundlegenden  metrischen  Eigen- 

liaften  der  Regelflächen  fanden  und  studirten  besonders  Monge, 

ild.älage'om.  descript.;  Hachette,  Grelle,  8-,  Chasles,  Journ. 

Liouville,  2;  etc.;    siehe   auch  die   darstellende  Geometrie  von 

e  La  Gournerie. 

Cayley,  Salmon,  Rupp  beschäftigten  sich  in  ihren  oben 
tirten  Arbeiten  mit  den  Problemen  in  Bezug  auf  die  charak- 
ristischen  Zahlen   der   Regelflächen   mit   bestimmten  Leitlinien. 

Die  Asymptotenlinien  der  Regelflächen  studirten  C  leb  seh, 
relle,  68;  Cremona,  1.  c;  Voss  1.  c;  Pittarelli,  Rend. 
incei,   1891 — 1894  und  Andere. 

Speciellen  Regelflächen  ist  das  Buch  De  La  Gournerie's, 
'"""l).  sur  les  surf,  reglees  tetraedrales  symetriques,  Paris  1867 
idmet. 

Lüroth,  Grelle ,  67  und  Voss,  Math.  Ann..,  8  untersuchten 
Regelflächen ,     die     man     als    vollständige     Schnitte     dreier 
iencomplexe  betrachten  kann. 

Die  rationalen  Regelflächen  (vom  Geschlecht  Null)  machten 
'•emona,  L  c;  Armenante,  Ann.  di  mat.,  (2),  4;  Clebsch, 
fh.  Ann.,  5;  Noether,  Math.  Ann.,  3,  p.  194  zum  Gegen- 
wand ihrer  Forschungen ;  der  letztere  studirte  die  rationale  Regel- 
äche  n^^^  Ordnung  mit  einer  (n  —  l)- fachen  Geraden. 

Neuere  Untersuchungen   über   die  Regelflächen   vom  Stand- 

imkt    der   Geometrie    auf   den   Flächen    und    unter    Rücksicht - 

uhme  auf  die  mehrdimensionalen  Räume  sind  von  Segre,  Atti 

■  '••  Torino,  t.  19,  21,  22,    1883  —  1887;  Bend.  Lincei,   1887; 

■■Hk  Ann.,  34. 

Pascal,  Repertorium.  II.  24 
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§  7.    Rationale  Flächen.     Flächen  mit  rationalen  oder 
elliptischen  oder  hyperelliptischen  Schnitten. 

Man  nennt  rational  (oder  imicursal,  liomaloid)  Flächen,  di 
man  in  ein  -  eindeutige  Correspondenz  mit  einer  Ebene  bringe 
kann.  Den  Betrachtungen  in  Kap.  9,  §  7  über  die  ebene  AI 
bildung  dieser  Flächen  fügen  wir  noch  die  folgenden  Bemerkunge 
hinzu: 

Die  Bedingungen,  damit  eine  Fläche  n^^  Ordnwng  mit  eini 
Boppelcurve  von  der  Ordmrng  d  und  dem  Geschlecht  %,  ivelci 
t  dreifache,  auch  für  die  Fläche  dreifache  Punkte  besitzt,  ratim^ 
sei,  simd  die  folgenden: 

1.  Das  numerische  Geschlecht  (vergl.  Kap.  9,  §  4,  S.  22.' 
muss  Null  sein: 

(n~l)(n  —  2)(n  —  S)         .  .n-,    i     ^.    i 

Pn=- ^      Q    ^^ —  {n  —  4:)d  +  2t  -{-  7t  —  1  =  0 

2.  Es    dürfen  keime  Flächen   von  der   Ordnung  2(n  — 
existiren,    welche  doppelt  durch  die  Doppelcurve  gehen  (mit  Äi- 
nähme  der  Flächen,  welche  die  gegebene  Fläche  enthalten). 

Jede  Fläche,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  die   Coordvnai 
eines  beliebigen  ihrer  Funkte  sich  als  rationale  Functionen  zwe* " 
Parameter    ausdrücken    lassen,    ist    rational.     Dieses    Theore 
welches  einem  Satz  von  Lüroth  {Math.  Ann.  9)  über  die  Curv 
entspricht  (siehe  Kap.  5,  §  1,  p.  131),  wurde  von  Castelnuov  : 
Math.  Ann.,  44,  48,  p.  313  bewiesen. 

Jede  Fläche  3^^  Ordnimg  ist  rational  mit  Ausnahme  i 
allgemeinen  Kegels  5*®'"  Ordmrng. 

Alle  Flächen  4^^  Ordnung,  die  vielfache  Linien  haben,  si 
rational,  werm  man  die  Regelflächen  ausnimmt,  die  von  höher 
Geschlecht  als  dem  nullten  sind.  Unter  den  Flächen  4*®'  d 
nung  ohne  vielfache  Linien  gibt  es  nur  4  rationale  Arten;  e" 
von  ihnen  studirte  Cremona,  Collect,  math.  in  mem.  L>.  Cliel/i 
Mediolani  1881  und  die  übrigen  mit  Einschluss  dieser  letztei 
Noether,  Math.  Ann.,  33. 

Jede  Fläche,  welche  ein  einfach  unendliches  System  roi 
naler  Curven  derart  enthält,  dass  durch  jeden  Punkt  der  Flä 
eine  einzige  Curve  des  Systems  geht,  lässt  sich  in  eine  Be( 
fläche  biraMonal  transformiren  (abbilden);  wenn  dieses  Syst 
rational  ist,  so  ist  es  auch  die  Fläche.  Das  Problem  wurde  ■< 
Noether,   Math.  Ann.,  3   behandelt,   der    es    in    dem   letzte 
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ill    vollständig    auflöste ;    über    den    allgemeinen    Fall    siehe 
nriques,  Bend.  Lincei,  1898  und  Math.  Ann.,  52. 

Alle  FläcJien,  die  ein  doppelt  unendliches  System  elliptischer 
irven  enthalten,  ßind  rational  oder  können  in  eine  Begelfläche 
>m  Geschlecht  1  hirational  iransformirt  (abgebildet)  werden. 
astelnuovo,  Bend.  Lincei,  1894. 

üeber  den  Fall,   in  dem   die  Curven   des  linearen  Systems 
perellip tisch  sind,  siehe  Castelnuovo,  ib. 

Eine  Fläche,  deren  sämmtliche  ebene  Schnitte  rationale  Curven 
nd,  ist  rational  und  insbesondere  entweder  eine  Begelfläche  oder 
e  Steiner' sehe  Fläche  4^^^  Ordnung.  Theorem  von  Picard, 
relle,  100;  vergl.  Kap.  12,  §  9. 

Jede  Fläche,  deren  sämmtliche  ebene  Schnitte  elliptische 
irven  sind,  ist  entweder  rational  oder  ei/ne  Begelfläche;  in  dem 
'sten  Fall  kann  ihre  Ordnung  nicht  höher  als  die  newnte  sein. 
astelnuovo,  Bend.  Lincei,  1894. 

Eine  Fläche,  deren  sämmtliche  ebene  Schnitte  hyperellip- 
sche  Curven  sind,  ist  enttveder  rational  (und  enthält  ein  Büschel 
•m  Kegelschnitten)  oder  eine  Begelfläche.  Enriques,  Bend. 
incei,  1893. 

Eine  Zusammenstellung  dieser  und  anderer  Resultate  findet 
lan  bei  Castelnuovo -Enriques,  Math.  Ann.,  48, 
.  307  u.  ff. 

Verwandt  mit  diesen  Untersuchungen  sind  die  Studien 
ber  die  Flächen,  welche  sich  birational  in  sich  selbst  trans- 
3rmiren  lassen.  Castelnuovo  und  Enriques  dehnten  einen 
atz  von  Schwarz  über  Curven  auf  die  Flächen  aus  und  bewiesen 
m  (Compt.  Bend.,  1895;  siehe  auch  Painleve,  ib.): 

Jede  Fläche,  welche  eine  continuirliche  transitive  Gruppe 
irationaler  Transformationen  (d.  h.,  eine  solche,  bei  welcher  jeder 
^unkt  der  Fläche  in  jeden  beliebigen  anderen  übergehen  kann) 
n  sich  selbst  zulässt,  ist  eine  rationale  Fläche,  ivenn  die  Gruppe 
■on  zwei  Parametern  abhängt  und  die  Transformationen  unter 
ich  nicht  vertauschhar  sind;  hängt  aber  die  Gruppe  von  mehr 
'Is  2  Parametern  ab,  so  ist  die  Fläche  entweder  rational  oder 
n  eine  elliptische  Begelfläche  (vom  Geschlecht  1)  transformirbar. 

Dieses  Problem  behandelte  zuerst  Picard,  Journ.  de  math., 
4),  5,  der  den  Fall  der  vertauschbaren  Gruppe  oo^  eingehend 
»esprach;  diese  Gruppe  führte  dann  zu  der  Classe  der  hyper- 
lliptischen  Flächen,  die  Humbert,  Journ.  de  math.,  (4),  9 
iröndlich  studirte.     Siehe    auch  die   citirte  Arbeit  von  Castel- 

24* 
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nuovo-Enriques,  Matli.  Ann.,  48  und  Painleve,  Leqons  st* 
la  theor.  anal,  des  equat.  diff.  professees  ä  StocMiolm,  Herman 
Paris  1897,  in  welcher  der  Verfasser  die  Theorie  der  Flächt 
mit  Transformationen  in  sich  seihst  erschöpfend  behandelt. 

Es  gibt  auch  algebraische  Oberflächen,  welche  unendlic 
viele  discontinuirliche ,  aber  keine  continuirlichen  Transform; 
tionen  in  sich  zulassen.  Diese  Eigenschaft  wurde  von  Humbe] 
bei  gewissen  mit  der  Kummer'schen  Fläche  verwandten  Fläch« 
entdeckt.      Yergl.  Painleve,  Compt.  Bend.,  126,  1898. 


Kapitel  XIV. 

de  Liniengeometrie  und  die  Kugelgeometrie 
im  Raum. 

§  1.    Allgemeines.     Liniencoordinaten  im  Raum. 

Eine  Gerade  im  Raum  wird  durch  vier  elementare  Bedin- 
ungen  bestimmt,  so  dass  also  der  Strahlenraum  (in  welchem  die 
rerade  das  Element  ist)  als  ein  (nicht  linearer,  sondern  quadra- 
scfier)  Raum   von  vier  Dimensionen  zu  betrachten  ist. 

Wenn  x^,  x^-,  %,  %  die  homogenen  Coordinaten  eines 
'unkts  des  Raums  und  2/1,  y^t  y^-i  J/4  die  eines  anderen  Punkts 
ind,  so  bilden  wir  die  Determinanten  2*®^  Ordnung  der  Matrix 

/y»  /y»  /Y»  /y 

2/1,     2/2^     «/s:    ^4 

nd  setzen 

Die  Verhältnisse  zweier  heliehiger  der  6  Grössen  p^j  ändern 
ich  nicht,  wenn  man  anstatt  eines  der  Punkte  (x),  (jj)  oder 
>eider  einen  'beliebigen  anderen  Punkt  der  Geraden  substituirt^ 
celche  sie  verbindet;  die  Grössen  p^j  kann  man  daher  zu  homo- 
lenen  Coordinaten  einer  Geraden  des  Raums  wählen. 

Zwischen  ihnen  besteht  die  einzige  identische  Relation: 

PuPsi  +  P1SP42  +  PuP23  =  ö. 

Nach  der  Definition  dieser  Coordinaten  wird  die  Gerade 
üs  Ort  von  Punkten  betrachtet;  man  pflegt  sie  Strahlencoordi- 
laten  zu  nennen.      Plücker. 

Betrachtet  man  dagegen  die  Gerade  als  Enveloppe  von 
Ebenen,  so  erhält  man  analoge  Coordinaten,  die  Äxencoordinaten 
^'enannt  werden: 

Wenn    (?*),  (^v)    die    homogenen    Coordinaten   zweier    durch 
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die  Gerade  gehender  Ebenen  sind,  so  ergeben  sich  die  Binome 


n.^ 


u,v^ 


3    » 


Die  Verhältnisse  zweier  der  sechs  n^j  sind  unabhängig  vm 
der  Wahl  der  spedellen  durch  die  Gerade  gehenden  Ebenen  (u),  (v) 
diese  n^j  können  daher  zu  homogenen  Axencoordinaten  eine 
Geraden  im  Baum  gewählt  werden;  zwischen  ihnen  besteht  di 
identische  Beziehung 

^12^34  +  ^13^42  +  %4%3  =  ^• 

Die  Bedingung ,  damit  zwei  Gerade  mit  den  Coordinate 
(jj)  und  (p')  sich  schneiden  (in  derselben  Ebene  liegen),  ist  durc 

PUPU  +  i?13P42  +  PliPh  +  Pl2PSi  +  Pi3P42  +  PuP2S  =  0 

gegeben. 

Die  6  Geraden  des  Baums,  für  welche  je  5  der  6  Coordinate 
verschwinden,  sind  die  Kanten  des  Fundamentaltetraeders. 

Sind  X,  y,  z  die  orthogonalen  Cartesischen  Coordinate 
eines  Punkts  des  Raums  und  x,  y  z  die  Coordinaten  eint 
zweiten  Punkts,  so  werden  die  Coordinaten  p 


-  ^^\  Pi2  =  ^y 


yx, 


p^^  =  x  —  x,    p^^  =  y  —  y 

P23  =  y^' — ^y\  i^3i  =  ^^  - 

die  \yir  bez.  mit 

l  ,   m,   n, 

L,  M,  N 
bezeichnen  wollen. 

Wir  geben  jetzt  einige  Fundamentalformeln  an,  die  sich  n 
metrische  Eigenschaften  beziehen: 

Der    Winkel,     den    zwei     Gerade    (l,  m,  n,  X,   M,  h 
(V,  m\n,  L' ,  M' ,  N')  mitänander  bilden,  ist  durch  die  Foi-me 

,     ,.                         IV -\- mm  -\- nn 
cos  (rv  )  ^— —  "~ — ' — ~~ — ~~~ ' 

,  m .,  n 
l  ^  m ,  n 


sm  [rr  ;  _  ^^,  _^  ^^^^  _^  ^,^  ^^,3  _^  ^^,,  _^  ^,.^ 


gegeben;  dabei  steht 


V,  m',  n 

2 

für 

l ,  m  ,  n 

l ,  m 
l ,  m 

^        \  m  ,  n 
m  ,  n 

2        1 

n,  V  \' 

t 

n,  l    \ 
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Der  Abstand  zweier  Geraden  ist 

Abst.  Crr  )  = ~ ^  .       ^     =-^ — 

-|  / 1 1  Z  ,  m  ,  n 

r     Ij  /  ,  m  ,  w 

Unter  dem  Moment  zweier  Geraden  versteht  man  das  Pro- 

ict  aus  dem  Sinus  ihres  Winkels  mit  ihrem  kleinsten  Abstand 

aylej);  aus  den  vorstehenden  Formeln  ergibt  sich  daher  sofort, 

iss  das  Moment  zweier  Geraden   in   orthogonalen   Coordinaten 

Zi'4-  mM'  -{-  nN'-\-  LV  -\-  Mm'  -\-  Nn 


Mom.  (rr') 


y{P  +  m^  +  n^  (r  2  i-  m'2  +  n^) 


t. 


Die  6  allgemeinen  homogenen  Coordinaten  evner  Geraden 
nd  den  6  Momenten  der  Geraden  in  Bezug  auf  jede  der  6 
Mnten  des  Fundamentaltetraeders  der  Coordinaten  proportional, 
.  h.  in  Bezug  auf  die  sechs  Geraden  des  Raums,  für  welche   5 

6  Coordinaten  der  Geraden  Null  werden. 

Eine  grosse  Anzahl  solcher  Formeln  wurde  von  Cayley, 
'ambr.  Trans.,  11,  Thl.  2  =  Coli.  math.  papers,  7,  p.  66  auf- 
estellt;  über  ähnliche  Formeln,  aber  mit  den  Coordinaten  p^. 
iehe  d'Ovidio,  Giorn.  di  Batt.,  8,  11. 

Ein  anderes  Liniencoordinatensystem  untersuchte  Zeuthen, 
\Laik.  Ann.,  1 ;  dabei  werden  zu  homogenen  Liniencoordinaten 
ie  Volumina  von  sechs  Tetraedern  genommen,  von  denen  jedes 
u  gegenüberliegenden  Kanten  eine  auf  der  Geraden  gewählte 
'trecke  (die  Einheit)  und  eine  der  6  Kanten  des  Fundamental- 
etraeders  hat. 

Biese  Coordinaten  genügen  einer  homogenen  Relation  ^*^^  Grads 
nit  drei  Termen,  die  der  Beziehung  ähnlich  ist,  welche  die  p^j 
rfüllen.  Siehe  auch  Drach,  Math.  Ann.,  2;  d'Ovidio,  Giorn. 
'    Bau.,  10. 

Von  den  6  Coordinaten  p^j  liunn  man  mittelst  einer  linearen 
Transformation  zu  einem  Coordinatensystem  x^  (i  =  1,  .  .  .  ,  6) 
(hergehen,  wenn  man  es  so  einrichtet,  dass  die  quadratische 
Relation,  ivelcher  die  p  genügen,  sich  in  die  specielle  quadratische 
Beziehung 

2xi'  =  0 
'Jertvcmdelt. 

Diese  6  Coordinaten  x-  heissen  die  Klein'schen  Coordinaten, 
Math.  Ann.,  2;  vergl.  auch  seine  Inaug.-Diss.,  Bonn  1868, 
wieder  abgedruckt  in  den  Math.  Ann.,  23. 
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Eine  elegante  geometrische  Interpretation  dieser  Transfoi 
mation  ist  die  folgende:  Die  sechs  Pi^  werden  als  homogeii 
Coordinaten  eines  Punkts  im  Raum  von  5  Dimensionen  aul 
gefasst;  alsdann  stellt  die  Relation  2*^^  Grads,  welcher  die 
genügen,  in  diesem  Raum  eine  nicht  degenerirte  Fläche  2'^^^  Ori< 
nung  dar  (weil  ihre  Discriminante  von  Null  verschieden  ist 
jeder  Punkt  dieser  Fläche  entspricht  so  einer  Geraden  dt 
Raums  und  umgekehrt  und  die  Geometrie  auf  dieser  Fläche  2*^^  Or< 
nung    entspricht   der  Liniengeometrie  des   gewöhnlichen    Raum 

Wir  wollen  eine  lineare  Transformation  der  Coordinaten  i 
dem  Raum  von  5  Dimensionen  derart  vornehmen ,  dass  d: 
Gleichung  dieser  Fläche  2*®'  Ordnung  die  Form 

2\'  =  0 

annimmt,  d.  h.  die  Form,  welche  nur  die  Terme  mit  den  Quadratt 
der  Coordinaten   enthält  (es  lässt  sich  dieses  auf  unendlich  vie 
Arten  ausführen,  vergl.  Bd.  1,  Kap.  12,  §  15);  die  neuen  Coordinatt 
sind  dann  die  oben  erwähnten  Kl  ein 'sehen.    Wie  man  nun  weis 
sind  die  linearen  Räi^me  ic-  =  0,  wenn  der  Gleichung  der  Fläcl 
2ter  Ordnung  die  obige  Form  gegeben  wird,  zu  je  zweien  in  B 
zug  auf  die  Fläche    2*®^  Ordnung  conjugirt,   d.  h.  der  Pol  ein 
der  Räume  in   Bezug  auf  die  Fläche   2**^^  Ordnung   liegt  in  (V 
anderen  Raum    (diese   Eigenschaft   ist   nur  die   Erweiterung 
für   die    Kegelschnitte  auf   S.  79    und   für   die  Flächen  2*^"  Cr 
nung  auf  S.  106  angegebenen    Satzes).    Wir  kommen   mithin  : 
dem    Resultat:    Die  Fundamentair üume    in    dem    neuen   Coon  i 
natensystem  sind  zu  je   zweien   in  Bezug  auf  die  Fundamente  i 
fläche  2'^^^  Ordnung  conjugirt. 


Eine  Relation  zwischen  den  Liniencoordinaten  stellt  ei 
dreifache  Unendlichkeit  von  Geraden  im  Raum  dar,  d.  h.  d; 
was  man  einen  Liniencomjjlex  zu  nennen  pflegt;  zwei  Relation 
zwischen  den  Liniencoordinaten  stellen  eine  doppelte  ünendlic 
keit  von  Geraden  dar,  d.  h.  eine  Liniencongruenz  und  schlie; 
lieh  drei  Relationen  zwischen  den  Liniencoordinaten  eine  Beg 
fläche. 

Vier  Beziehungen  der  genannten  Art  stellen  dann  im  A 
gemeinen  eine  endliche  Anzahl  von  Geraden  des  Raums  dar. 

Definirt  man  einen  Complex  als  eine  Mannigfaltigkeit  c 
von  Geraden  und  einen  algebraischen  Complex  als  eine  Mann: 
falti^keit    C5C^    von    Geraden,    deren    Coordinaten     algebraisc 
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unctionen  dreier   unabhängiger   Parameter   sind,  so  ergibt  sich 
as  Theorem: 

Jeder  algebraische  Complex  kann  immer  vollständig  durch 
ine  einzige  algebraische  Belation  ztvischen  den  sechs  Liniencoor- 
inaten  dargestellt  werden;  legt  man  dagegen  die  Punkte  einer 
lache  2*^^  Ordnung  des  Kaums  von  5  Dimensionen  zu  Grund, 
0  erhält  der  Satz  die  andere  Fassung: 

Jeder   algebraische  in   der  Fundamental  fläche  ^^^^  Ordnung 
nthaltene  Baum  von  3  Dimensionen  ist  immer  der  vollständige 
.  !chnitti  dieser  Fläche  mit  einem  anderen  algebraischen  Baum  von 
Dimensionen, 

Wenn  die  algebraische  Beziehung,    die    einen  algebraischen 

omplex  darstellt,   den  Grad   n  hat,  so  sagt  man,  der  Complex 

n^^^  Grads. 

Der  Grad  des  Complexes  ist  der  Ordnung  des  Kegels  gleich, 

l  ler  von  allen  zum   Complex  gehörenden  Geraden  gebildet  ivird, 

He  durch  einen  beliebigen  DunM  des  Baums  gehen  (des  Complex- 

■  'egels). 

In  jeder  Ebene  gibt  es  oo^  Gerade  des  Complexes,  die  eine 
Jurve  (die  Complexcurve)  umhüllen;  die  Classe  dieser  Curve  ist 
luch  der  Grad  des  Complexes. 

Bei  den  Complexen  fliessen  die  Begriffe  von  Ordnung  und 
Ölasse  zusammen,  man  hat  nur  die  eine  charakteristische  Zahl, 
len  Grad,  der  die  Anzahl  der  Geraden  des  Complexes  angibt, 
lie  durch  einen  Punkt  gehen  oder  in  einer  Ebene  liegen. 

Eine  Congruenz  heisst  algebraisch,  wenn  sie  der  theilweise 
jder   vollständige  Schnitt  zweier  algebraischer  Complexe  ist. 

Unter  Ordnung  einer  algebraischen  Congruenz  versteht  man 
lie  Anzahl  ihrer  Geraden,  die  durch  einen  Punkt  des  Eaums 
gehen  und  unter  Classe  einer  algebraischen  Congruenz  die  An- 
zahl ihrer  Geraden,  die  in  einer  Ebene  liegen. 

Zivei    Complexe    von    den    Graden    n    und    n     haben    eine 
Congruenz    von    der   Ordnung    nn     und    auch    der    Classe    nn 
gemeinschaftlich. 

Drei  Complexe  von  den  Graden  n,  n',  n"  haben  eine 
T^'fldfläche  von  der  Ordnung  Inn  n"  gemeinschaftlich. 

Vier  Complexe  von  den  Graden  n,  n ,  n" ,  n"  habin  im 
Allgemeinen  2nn  n'n"  Gerade  gemeinsam. 

Zwei  Congruenzen  von  den  Ordnungen  n,  n  und  den  Classen 
^w.  m'  haben  im  Allgemeinen  nn  -\-  mm'  Gerade  gemeinsam. 
Iheorem  von  Halphen,   Compt.  Bend.,   1872. 
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Alle  Geraden,  die  eine  algebraische  Curve  w*®^  Ordnimc, 
schneiden,  hilden  einen  (algebraischen)   Complex  w*®^  Grads. 

Alle  Geraden,  die  eine  gegebene  Gerade  schneiden,  bilden 
einen  linearen  sogenannten  speciellen  Complex,  der  die  gegehem 
Gerade  zur  Directrix  hat. 

Die  sämmtlichen  Geraden,  die  zwei  Curven  von  den  Orcl 
ftungen  n^,  n^  treffen.,  bilden  eine  Congruenz  von  der  Ordmnh 
und  Classe  n^n^. 

Die  sämmtlichen  Geraden,  die  zwei  gegebene  Gerade  sdmei 
den,    bilden    eine    Congruenz    von   der    Ordnung    und    Classe 
(eine  lineare  Congruenz). 

Alle  Geraden,  die  drei  algebraische  Curven  von  den  Ordnunge  . 
n^,  n^,  ??3   schneiden,    bilden   eine  Hegelfläche  von  der  Ordnun 
^n^n^n^.     Cayley;  vergl.  auch  weiter  oben  Kap.  13,  §  6. 

Es  gibt  zwei  Gerade,  die  gleichzeitig  vier  gegebene  Gerad 
schneiden.  Theorem  von  Steiner,  System.  Entwichel.  etc.,  Werh 
1,  p.  284. 

Es  existiren  2n^n^n^n^  Gerade,  die  vier  algebraische  Curr' 
von  den  Ordnungen  n^,  n,^,  n^,  n^  treffen. 

Die  sämmtlichen  Geraden,  die  eine  algebraische  Fläche  n^ 
Ordnung  und  a*®^  Hangs  berühren  (vergl.  Kap.  9,  §  1  un 
Kap.  13,  §  6),  bilden  einen  Complex  a*®^  Grads  (einen  specielh 
Complex). 

Wenn  von  wenigen  früheren  Untersuchungen,  unter  den( 
sich  auch  einige  von  Cayley  befinden,  abgesehen  wird,  da 
man  wohl  sagen,  die  Liniengeometrie  als  Lehre  für  sich  s 
mit  der  Neuen  Geometrie  des  Haumes,  Leipzig  1868,  1869  v( 
Plücker'  entstanden,  der  schon  1865  einige  Abhandlung* 
über  diesen  Gegenstand  veröffentlicht  hatte,  Froc.  London  mal 
Soc,  1865;  Phil.  Trans.,  1865. 

Li  den  Jahren  1866,  1868  veröffentlichte  Battaglini,  Ben 
Acc.  Napöli,  1866;  Atti  Acc.  Napoli,  3,  1866;  4,  1868;  Gior 
di  Batt.,  6,  7,  10  seine  Untersuchungen  über  die  Comples 
setzte  viele  allgemeine  Eigenschaften  fest  und  stellte  die  Theoi 
eines  besonderen  quadratischen  Complexes,  der  seinen  Nam' 
trägt,  auf.  Er  machte  den  Anfang  mit  einer  symbolischen  B 
Zeichnung,  die  von  C  leb  seh  (siehe  weiter  unten  §  2)  vervo 
kommnet  wurde  und  gab  vielfache  Anwendungen  der  Liniengeoin 
trie  auf  die  Mechanik;  Bend.  und  Atti  Acc.  Napoli,   1869,  187 

Von  anderen  Arbeiten  citiren  wir  als  die  hervorragen 
sten:    Clebsch,  Math.  Ann.,   2,  5;   Klein,  ib.  2,  5,  7,  22,  et 
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-^ert.,   1868,  wieder  abgedruckt  in  den  Math.  Ann.  23;   Lie, 
5;    Reye    (siehe  weiter   unten  §  4);    Voss,  Matli.  Ann.,   9; 
,gre,  Am  Acc.  Torino,  t.  19,  20,    1883—1885;    31em.  Acc. 
onno,  (2),  t.  36  (1885),  37  (1886);  etc. 

Ein  systematisches  neues  Buch  über  die  in  Rede  stehende 
heorie  ist  von  R.  Sturm,  Die  Gehildc  P^"^  und  ^*^^  Grads  der 
miengeometrie  in  synthetischer  Behandlung.,  3  Thle.,  Leipzig, 
892,  1893,  1897. 

Wir  werden  im  Folgenden  an  den  betreffenden  Stellen  noch 
eitere  Literaturangaben  machen;  ausführlichere  Nachweise  findet 
lan  in  dem  wiederholt  citirten  Werk  von  Loria. 

R.  Sturm  hat  in  seinem  eben  angeführten  Buch  andere  Be- 

f  ennungen    für   die  Complexe    und   die    Congruenzen    gebraucht; 

;  )  nennt  er  den  linearen  Complex:  Strälüengeivinde   oder  einfach 

-etmide;  den  speciellen  linearen  Complex:   Strahlengebüsch  oder 

\  ürzer  Gebüsch ;  die  lineare  Congruenz:  Strahlennetz. 

Diese  Benennungen  sind  dann  auch  von  anderen  deutschen 
utoren  benutzt  worden. 

§  2.    Der  allgemeine  algebraische  Complex  n^^^  Grads. 
)ie  symbolische  Bezeichnung  von  Battaglini  und  Clebsch. 
Invariante  Formen  der  Complexe. 

Der  algebraische  Complex  n^^^  Grads  ist  durch 

de  indivldualisirt\  daher  wird 

ein  linearer  Complex  durch  5  Gerade, 
ein  quadratischer  durch  19  Gerade 
'ehennzeichnet. 

Die  sämmtlichen  Geraden  des  Complexes ,  welche  eine 
•estimmte  Gerade  des  Raums  treffen,  bilden  eine  Congi'uenz, 
welche  natüiiich  der  Schnitt  des  Complexes  mit  dem  speciellen 
inearen  Complex  ist,  der  aus  allen  die  gegebene  Gerade  treffen- 
ien  Geraden  besteht;  die  sämmtlichen  Geraden  dieser  Congruenz 
'erühren  eine  und  dieselbe  Fläche,  die  Complexfläche  genannt 
vird;  Plücker. 

Je  nachdem  die  gegebene  Gerade  im  Endlichen  oder  ün- 
•ndhchen  liegt,  heisst  die  Complexfläche  Meridian-  oder  Aequa- 
»rial fläche;  Plücker. 

Legt    man    durch    die    gegebene    Grade    eine    Ebene,    so 
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umhüllen    alle    in    ihr  gelegenen    Geraden    des    Complexes    eint 
Curve;   die   ComplexfläcJie   ist  der  Ort  dieser    UmhüUmigscurven 

Jeder  Kegel,  dessen  Spitze  in  einem  Punkt  der  Geradei 
liegt  und  welcher  Gerade  des  Complexes  zu  Erzeugenden  hal 
ist  der  Complexfläche  umschrieben;  diese  kann  daher  als  di 
Enveloppe  derjenigen  Kegel  des  Complexes  angesehen  iverdm 
deren  Spitzen  in  den  Punkten  de?'  Geraden  liegen. 

Die  Complexflächen  eines  Complexes  n^^^  Grads  sind  von  de 
Ordnung  und  Classe  2n(n — l)  und  haben  die  Gerade,  die  vo 
ihren  zum  Complex  gehörigen  Tangenten  getroffen  tvird,  zu 
n(n — 1)- fachen  Geraden;  diese  Gerade  ist  für  die  Fläcl 
n(^n —  l)-fach,  mag  die  letztere  als  Ort  oder  als  Envelopj. 
betrachtet  werden. 

Für  einen  Complex  2*^^  Grads  sind  daher  die  Coniple) 
flächen  4*®'"  Ordnung  und  4*®^  Classe  und  haben  eine  Doppe 
gerade. 

Die  Geraden  des  Baums,  zu  tvelchen  Complexflächen  gehöre 
die  durch  denselben  Punkt  gehen  oder  dieselbe  Ebene  berühre 
bilden  einen  Complex  n(n — l)*^'^  Grads. 


Es  gibt  gewisse  Punkte  des  Raums  von  der  Beschaflenht 
dass  die  durch  sie  gehenden  Geraden  des  Complexes  einen  Keg  1 
mit  einer  Doppelerzeugenden  bilden;  und  es  gibt  gewisse  Ebern 
des  Raums,    die    derart  sind,    dass  die  Enveloppe  der  in  ihn» 
gelegenen     Geraden    des    Complexes    eine    Doppeltangente    hi 
Diese   Punkte    und   Ebenen    heissen   singulär    und    der   Ort   d  - 
ersteren  ist  eine  Fläche,  die  zugleich   die  Enveloppe  der  letzter 
ist    und    die    Singularitätenfläche    des    Complexes    genannt   wii 
Der  Satz    wurde   für    Complexe    2*^^  Grads   von   Plücker,   a 
gemein  von  Pasch  aufgestellt.     Pasch,  Zur  Theorie  der  Co 
plexe  und  Congruenzen  von  Geraden,  Giessener  Habilitationsschri 
1870;    Ueber  die  Brennfläche   der  Strahlensysteme  und  die  Si 
gtdaritätenflächen  der  Complexe,  Cr  eile,  76. 

Die  Bezeichnung  „Singularitätenfläche"  stammt  von  F.  Kl e: 
Gott.  Nachr.,  1869,  p.  267. 

Wenn  eine  Gerade  für  den  von  einem  ihrer  Punkte  (» 
gehenden  Kegel  doppelt  ist,  so  muss  sie  auch  für  die  in  ek 
ihrer  Ebenen  liegende  Enveloppe  doppelt  sein.  Diese  Gew 
heisst  singulare  Gerade  des  Complexes. 

Es  kann  vorkommen,  dass  alle  Punkte  einer  Geraden  s 
gulär    und    alle    durch    die    Gerade    gehenden    Ebenen    singu 
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nd;  die  Gerade  ist  alsdann  eine  Doppelgerade  des  Complexes; 
ieser  Fall  Jcann  jedoch  hei  dem  allgememeti  Complex  nicM 
n  treten. 

Die  Singularitäten  fläche  eines  Complexes  n^^  Grads  ist  von 

Ordnung  und  Classe  2n(n — l)^;  Clebsch,  Math.  Ann.,  5. 

Die   singulären   Geraden   eines    Complexes  sind  durch    den 

oUständigen  Schnitt  des  Complexes  mit  einem  anderen  2(n  —  l)^^ 

'y-  irads  gegeben ;    sie  bilden  mithin  eine  Congruenz  von  der   Ord- 

ung  und  der  Classe  2n(n — l). 


N 


Wir  führen  die  folgenden  Theoreme  von  Clebsch,  Math, 
irm.,  5   an: 

Die  Spitzen  der  einem  Cmnplex  n^^^  Grads  angehörigen 
legel,  die  von  einer  festen  Geraden  in  n  Punkten  geschnitten 
werden,  für  welche  eine  (binäre)  Invariante  vom  Jc^^^  Grad 
erschivindet ,  bilden  eine  Fläche  von  der  Ordnung  kn^  die  diese 
kn 


li 


Gerade  als  -^- fache  Gerade  enthält. 


Die  Geraden,  welche  einen  dem  Complex  n^^^  Grads  an- 
'chörigen  Kegel  in  Punkten  schneiden,  die  eine  bestimmte  invariante 
Eigenschaft  haben  (für  welche  eine  binäre  Invariante  A;*®^  Grads 

kn 
■erschtvindet) ,    bilden  einen  Complex  vom  Grad  -r-- 

Zu  diesen  beiden  Theoremen  lassen  sich  selbstverständlich 
iuch  die  dualen  Sätze  aufstellen,  wenn  man  an  Stelle  der 
spitzen  der  Kegel  die  Ebenen  der  ümhüllungscurven  des  Com- 
)lexes,  an  Stelle  einer  Punktreihe  ein  Ebenenbüschel  etc.  in  Be- 
racht  zieht. 

Für  w  =  4  erhält  man  die  Theoreme: 

Die   Spitzen    der    einem    Complex    4*^^   Grads    angehörigen 

\  Kegel,   die  von   einer  festen   Geraden  in   4   äquianhartnonischcn 

>der  harmonischen  Punkten  geschnitten  werden,  bilden  eine  Fläche 

"^^^   bes.  12"^^  Ordnung.,  welche  diese  Gerade  zur   4 -fachen   bez. 

fachen  Geraden  hat. 

Die  Geraden,  welche  einen  bestimmten  Kegel  eines  Complexes 
i^^  Grads  in  4  äquianharmonischen  oder  harmonischen  Punkten 
"schneiden,  bilden  einen  Complex  4^^"^  bez.  6^"^  Grads. 


Wenn  ein  Complex  0=0  vom  n^^^  Grad  gegeben  ist,  so 
lassen  sich  die  Polarcomplexe  einer  Geraden  des  Raimis  genau 
auf  dieselbe  Art  definiren,  wie  bei  der  gewöhnlichen  Polaritäts- 
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theorie;    sind  jpj;    die    Coordinaten   der    gegebenen    Geraden 
stellt  die  Gleichung 

VdC     .  ^ 

-7^ 10  ii    =    0 


jLi  dp,^ 


einen  Complex    {n — l)*®^  Grads   dar,   welcher   der   erste  Polai 
r?    complex  des  gegebenen  heisst.     Ebenso  ergeben  sich  die  übrige 
Polar  complexe. 

Battaglini  (siehe  das  Citat  am  Ende  des  vorigen  Pan 
graphen)  führte  zuerst  und  dann  Clebsch  in  die  analytiscl 
Darstellung  der  Complexe  eine  Symbolik  ein,  die  derjenige 
analog  ist,  die  bei  der  Invariantentheorie  der  Curven  ur 
Flächen  zur  Verwendung  kommt. 

Wir  geben  im  Folgenden  die  Symbolik  in  der  vc 
Clebsch,  Math.  Ann.,  2  vervollkommneten  Gestalt  an. 

Bei  Benutzung  der  Coordinaten  p^j  ist  ein  algebraisch 
Complex  durch  die  Gleichung  gegeben: 

4 

^^ij,  /fcÄ.  Im  ■••   PijPkhPlm  .••    =  ^-  ( 

Wir  setzen  nun  symbolisch 

•  

^ij,  khi  Im  ■••   =  ^ij  ^kh  ^Im  •■•  • 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (l)  lässt  sich  dann  als  < 
symbolische  Potenz  eines  linearen  Ausdrucks,  d.  h.  durch 


4 


darstellen,  worin  die  Symbole  a^^  die  Eigenschaft  haben,  d; 
sie  ihr  Vorzeichen  ändern,  wenn  die  Indices  i  und  j  vertaus( 
werden. 

Nun   lässt   sich   beweisen,    dass    sich    immer  und  auf 
eine  Art  die  linke  Seite  der  Gleichung  des  Complexes  als  die 
symbolische  Potenz    der  linken   Seite    der   Gleichung    eines   sj 
ciellen  linearen  (symbolischen)  Complexes  ausdrücken  lässt,  V' 
imter    speciell   verstanden    wird,    dass    der    Complex    eine   ft 
Gerade  jsur  Directrix  habe. 

Wenn  wir  mit  P  =  0  die  quadratische  Gleichung  bezei 
nen,  der  die  p^^  genügen,   so  lässt   sich  offenbar  der  Gleichi 
F  ==  0    eines    jeden    Complexes   vom    Grad    n  >  1    immer 
Form  geben: 

F  +  MP  =  0, 


'^yHri  l' 
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rötfe  F  ==  0  die  gegebene  Gleichung  und  M  eine  Form  vom 
n  —  2)*®^  Grad  mit  tviUMrlidien  Coefficienten  ist. 

Wenn  wir  nun  in  dem  obigen  symbolischen  Ausdruck 

«O-  =  ^i^J  —  ^j^i^     (*,  i  =  1 ,  2 ,  3 ,  4) 
etzen,  so  wird  der  lineare  Complex 

er  Complex  der  Geraden ,  welche  die  Verbindungsgerade  der 
•eiden  Punkte  (a^,  a^^  «g,  a^),  (1)^^  h^^  ?>3,  ^4)  treffen;  diese  sym- 
tolische  Substitution  kann  man  aber  unter  der  Bedingung 
auchen,  dass  zwischen  den  wirklichen  Coefficienten  des  gegebe- 
len  Complexes  F  alle  linearen  Beziehungen  bestehen  sollen, 
velehe  identisch  werden ,  wenn  diese  wirklichen  Coefficienten 
lurch  Producte  von  Factoren  vom  Typus 

afi^  —  ajh. 
lusgedrückt  werden. 

Nun  ist  die  einzige  zwischen  diesen  Factoren  bestehende 
Beziehung 

(ai&2  —  «2^1)  («3  ^4  —  «4^3)  +  K^3  —  «3^i)K^2  —  »2^4)  + 
+  K^4  —  «4^)(«2^3  —  «3^2)  ==  0; 

uithin  sind  die  einzigen  Beziehungen  n^^^  Grads  zwischen  Deter- 
aiinanten  vom  Typus  {a-hj  —  (^j^i)  diejenigen,  die  man  durch 
äMultiplication  der  vorstehenden  Relation  mit  einer  beliebigen 
aaonomen  Combination  (n  —  2)*®^  Grads  derselben  Determi- 
Qanten  erhält:  führt  man  diese  Multiplication  aus,  so  wird  jeder 
ier  drei  Terme  der  vorstehenden  Relation  ein  wirTdidier  Coefficient 
des  Complexes;  es  muss  unter  diesen  daher  die  lineare  Beziehung 
bestehen : 

0^12,  34,  i/n,.  .  .  -f-  0^13,  42,  ^TO,.  .  .  -f-  f*14,  23,  Zr//,.  .  .    =0. 

Nun  existiren  im  Allgemeinen  zwischen  den  Coefficienten 
von  F  keine  Relationen  dieser  Art;  man  Jcann  aber  immer  und 
auf  eine  einzige  Art  M  so  iväJden,  dass  die  Coefficienten  von 

F  +  MP 

derartigen  Beziehungen  genügen.  Den  Beweis  dafür  hat  C  leb  seh, 
Math.  Ann.,  2  geliefert. 

Die  Form,  welche  auf  diese  Art  die  Gleichung  des  Com- 
plexes annimmt,  heisst  die  Normalform  und  C  leb  seh  hat 
gezeigt,  dass  sie 
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F =- ^F  A A^F 

p3 

=- ^^F  -j-  .  .  .  =  0 

l-2-3(w+l)w(»i— 1)  I 

lautet,  worin 

^^12^^34  <^i>lS^P42  ^^14^^23 

J^-F=  J{JF),    J^F  =  ^{J(JF)},'  -  '  ist. 


Der  Strahlenraum  wird  durch  jede  projedive  oder  (^««a 
Transformation  des  Punkt-  und  Ebenenraums  in  sich  selb; 
transformirt;  die  Gruppe  aller  linearen  Transformationen  unt( 
den  p.-j^  durch  welche  der  Strahlenraum  in  sich  selbst  übe 
geführt  wird,  ist  zugleich  die  Gruppe  der  sämmtlichen  lineare 
Transformationen,  füi'  welche  die  Relation 

P  =  P12P54.  +  PnPi2  +  PuP2z  =  ö 
unverändert   bleibt. 

Die  Coefficienten  eines  Complexes  mögen  ciij^hk,...  u' 
die  Coefficienten  des  durch  eine  dieser  linearen  Transformati 
nen  transformirten  Complexes  a'ij^hk,...  heissen;  die  letzter, 
lassen  sich  linear  durch  die  ersteren  ausdrücken.  Der  Begr 
von  Invarianten  des  Complexes  ergibt  sich  unmittelbar:  m: 
nennt  Invariante  vom  Grad  Je  ('oder  Covariante)  des  Comphx 
eine  solche  rationale  ganze  homogene  Function  vom  Grad 
in  den  a  (oder  vom  Grad  h  in  den  a  und  einem  beliebig 
anderen  Grad  in  den  ^),  die  bis  auf  einen  Factor  (Potenz  c 
Substitutionsdeterminante)  unverändert  bleibt,  wenn  an  die  Ste 
der  a  die  a  (oder  an  die  Stelle  der  a  die  a'  und  der  p  ( 
transformirten  Coordinaten  p^  gesetzt  werden. 


§  3.    Die  linearen  Complexe. 

Die  allgemeine  Gleichung  eines  linearen  Complexes  ist 
4 

1 
Genügen  die  Coefficienten  a  der  Relation 

A  =ir  «12 %4      \      ^hz^^2      I      ^14 %3  ^^  ^' 
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besteht  der  Complcx  aus  allen  Geraden,  welche  eine  gegebene 
rade  treffen,  deren  Coordinaten  die  a-j  sind;  dieser  besondere 
mplex  heisst  der  specielle  lineare  Complex. 

Der  lineare  Complex  hat  eine  einzige  Invariante,  nämlich  A. 

Gegeben  sei  ein  FunM  des  Baums;  die  durch  ihn  gehenden 
rcraden  des  linearen  Complexes  liegen  in  einer  Ebene  und  sind 
ie  Gesammtheit  der  Geraden  dieser  Ebene,  ivelche  durch  den 
'imM  gehen;  ist  umgekehrt  eine  Ebene  gegeben,  so  umhüllen  alle 
i  ihr  gelegenen  Geraden  des  Complexes  einen  Punkt. 

Mittelst  des  Complexes  wird  mithin  eine  specielle  Raum- 
lolarität  festgesetzt  und  zwar  eine  der  sogenannten  NuUpola- 
liäten  oder  NuUsysteme.  Vgl.  Kap.  1,  §  4,  S.  44;  Kap.  10, 
:  2,  S.  251. 

Den  Punkt  und  die  Ebene,  welche  in  dieser  Polarität  con- 
iigirt  sind,  kann  man  auch  conjugirt  in  Bezug  auf  den  Complex 
lennen. 

Zwei  Gerade  des  Raums,  welche  sich  in  der  Nullpolarität 
entsprechen,  heissen  conjugirt  in  Bezug  auf  den  Complex;  die 
G-eraden  des  linearen  Complexes  sind  sich  selbst  conjugirt. 

Zwei  conjugirte  Gerade  können  sich  nicht  treffen,  ivenn  sie 
nicht  zusammenfallen. 

Jede  Gerade,    welche  zivei  conjugirte   Gerade    trifft,   gehört 
dem  Complex,   und   umgekehrt,  jede  Gerade  des   Complexes, 
welche  eine  diesem  nicht  angehörige  Gerade  trifft,  schneidet  auch 
die  der  letzteren  conjugirte  Gerade. 

Diameter  oder  Durchmesser  des  Complexes  werden  die 
Greraden  genannt,  welche  den  unendlich  fernen  Geraden  des 
Raums  conjugirt  sind,  und  Diametralebenen  des  Complexes  die 
den  unendlich  fernen  Punkten  conjugirten  Ebenen. 

Die  Durchmesser  sind  sämmtlich  einander  und  den  Dia- 
metralebenen parallel. 

Die  unendlich  vielen  Geraden  des  Complexes,  welche  in  einer 
Diametralebene  liegen,  sind  sämmtlich  einander  parallel. 

Axe  des  Complexes  heisst  der  (einzige)  Durchmesser,  welcher 
senkrecht  auf  den  Ebenen  steht,  die  durch  die  unendlich  ferne 
dem  Durchmesser  conjugirte  Gerade  gehen. 

Für  jede  Gerade  des  Complexes  ist  das  Froduct  aus  ihrem 
ringsten  Abstand  von  der  Axe  mit  der  trigonometrischen  Tan- 
gente des   Winkels  zwischen  der  Geraden  und  der  Axe  constant; 
dieses  constante  Froduct  heisst  der   Farameter  des  Complexes. 

Der  lineare  Complex  wird  durch  jede  schraubenförmige  Be- 
rgung um  die  eigene  Axe  in  sich  selbst  transformirf. 

I*ascal,  Eepertoriura.    II.  25 
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Ein  linearer  Complex  lässt  sich  auf  verschiedene  Art  erzet* 
gen,  nämlich: 

1)  durch  die  in  der  NuUpoIarität  vereinigten  Geraden; 

2)  indem  man  alle  Geraden  zusammenfasst,  welche  die  vet 
schied enen  Paare  von  Erzeugenden  einer  Fläche  2^^^  Ordnung  treffet 
die  in  einer  beliebigen,  zivischen  den  Erzeugenden  fesig c stellte 
Involution  conjugirt  sind.  Die  Chasles'sche  Erzeugungsicf'^ 
Journ.  de  Liouville,  (l),  4; 

3)  indem  man  alle  Geraden  zieht,  die  zwei  zueinander  jpn 
jective  Ebenenbüschel  in  Punktreihen  schneiden,  welche  in  Invi 
lution  liegen; 

4)  durch    die    Geraden,    von    tvelchen    aus   ztvei  projeäii, 
Punktreihen ,    deren    Träger  sich  nicht  schneiden,  in  einer  Inv> 
lution  von  Ebenen  projicirt  werden; 

5)  indem  man  alle  Geraden  zieht,  welche  die  Paare  sit 
entsprechender  Strahlen  zweier  projectiver  Strahlenbüschel  treffe 
die  zwar  in  verschiedenen  Ebenen  liegen  und  ein  verschieden 
Centrum  besitzen,  jedoch  einen  Strahl  gemeinschaftlich  haben,  d 
sich  selbst  entspricht.  Die  Sylvester' sehe  Erzeugungsiveise,  Com^ 
Band.,  62,  1861. 

lieber    die    Construction    eines    linearen    Complexes ,    v^ 
welchem    5    Gerade    gegeben    sind,    siehe    R.    Sturm,  1.  c, 
p.  107  u.  ff. 


§  4.    Büschel  und  Netze  linearer  Complexe. 

Wenn  die  Gleichungen  zweier  linearer  Complexe  vorlieg- 
und  eine  lineare  Combination  ihrer  linken  Seiten  gebildet  m 
gleich  Null  gesetzt  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung  ein 
Büschels  linearer  Complexe. 

Ein  Büschel  linearer  Complexe  enthält  im  Allgemeinen  zw 
Complexe,  die  speciell  sind.     Siehe  §  3,  S.  385. 

Daraus  folgt: 

Der  Schnitt  der  beiden  linearen  Complexe  ist  im  Allgemein 
eine  Congruenz  1^^^  Ordnumg  und  Classe  (eine  lineare  Congruen 
Basiscongruenz  des  Büschels),  tvelche  aus  allen  Geraden  bestt 
die  ztvei  gegebene  Gerade  treffen. 

Wenn  die  beiden  speciellen  Complexe  des  Büschels  zusammc 
fallen,  so  ist  die  Schnittcongruenz  eine  specielle  Congrue) 
welche  nur  eine  einzige  Directrix  hat. 

Sind  ferner  alle  Complexe  des  Büschels  specielle,  so  l 
steht  die  Schnittcongruenz  aus  den  Geraden.,  ic eiche  in  einer  Ebe  * 
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>i  und  den   Geraden  des  Baums,  welche  durch  einen  Funkt 
r  Ebene  gehen. 

Die  Axen  aller  linearen  Complexe  eines  Büschels  bilden  eine 
pgelf lache  3^^^  Ordnung  mit  verschiedenen  Leitgeraden,  von  denen 
im  Unendlichen  liegt. 

Die  Gleichung   dieser  Regelfläche    lässt   sich   auf  die  Form 
duciren: 

z{x^  -\-  g^)  —  cxg  =  0;     Plücker. 
Cayley  nannte  diese  Regelfläche  Cylindroid. 


Wenn  die  Gleichungen  dreier  linearer  Complexe 
0=0,    O'=^0,    (7"=0 
:'geben  sind,  so  stellt  die  Gleichung 

W^^^tz  linearer  Complexe  dar.  % 

Ber  Schnitt  der  drei  linearen  Complexe  ist  im  Allgemeinen 
nc  Begelfläche  2^^^  Ordnung;  die  oo^  Leitgeraden  aller  in  dem 
'etz  enthaltenen  speciellen  linearen  Complexe  bilden  das  zweite 
ystem  von  Erzeugenden  dieser  Begelfläche  2^^^  Ordnung. 

Die  Axen  der  sämmflichen  oo^  Complexe  des  Netzes  bilden 
,<c  Congruenz  ,5*®^  Ordnung  umd  3^^^  Classe,  die  aus  den  Lothen 
esteht,  welche  den  oo^  Paaren  von  Erzeugenden  der  zugehörigen 
legelfläche  2^^^  Ordnung  gemeinschaftlich  sind. 

Den  Anfang  mit  dem  Studium  des  linearen  Complexes  hat 
riorgini,  Mem.  della  Societä  italiana  delle  scienze,  20,  1827; 
löbius,  Crelle,  10  und  Chasles,  Corr.  math.,  6,  1830;  Journ. 
e  Liouville,  4,  1839  gemacht;  dann  folgten,  ausser  Plücker, 
ieye,  Crelle,  69,  86,  95,  etc.;  Pasch,  ib.,  75;  d'Ovidio,  Atti 
\cc.  Torino,  16,  1881;  Ann.  di  mat,  7;  Atti  Acc.  Lincei,  (2),  3; 
Paolis,  Mem.  Acc.  Lincei,  1885;  etc. 

Die  Bemerkung  ist  von  Interesse,  dass  die  Theorie  der 
ciproken  Figuren  in  der  graphischen  Statik  im  engsten  Zu- 
ammenhang  mit  der  Theorie  der  linearen  Complexe  steht. 

Man  hat  auch  die  Systeme  der  projectiv  aufeinander  be- 
ogenen  linearen  Complexe  und  die  geometrischen  Gebilde  stu- 
lirt,  welche  durch  die  Geraden  erzeugt  werden,  die  den  sich 
entsprechenden  Complexen  gemeinsam  sind.  Vergl.  darüber  Segre, 
>Xem.  Acc.  Torino,  t.  36,  37,  1885/86;  Montesano,  Sui  com- 
'•'essi  di  rette  di  2^  grado  generati  da  due  fasci  proiettivi  di 
mplessi  lineari  (separate  Schrift),  Napoli  1886  und  Bend.  Acc. 
^apoli,  1886. 

25* 
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Mit  dem  Studium  des  Liniem-aums  und  speciell  der  linear» 
Complexe  unter  Zuhülfenahme  der  Geometrie  der  ebenen  Keg( 
schnitte    beschäftigten     sich     Cremona,     Giorn.    di   Batt., 
Aschieri,    Bend.  Ist.  Lomh.,    1879;    3Iem.  Ist.  Lomh.,   1K8 
Segre,  Atti  Äcc.  Torino,  t.  20,  1885. 

Die  Abbildung  des  linearen  Complexes  auf  den  Punktraii 
(die    ersten    Begriffe    sind    Klein    zu    verdanken,    Klein    u 
Noether,   G-ött.  Nadir.,   1869)  untersuchten  speciell  Capora 
Mem.  Acc.  Lincei,  1877/78;  Del  Pezzo,  Bend.  Palermo.  1. 

§  5.    Die  linearen  Involutionscomplexe  Klein's. 

Zwei  lineare  Complexe 

die  so  beschaffen  sind,  dass  die  Invariante 

«12^34  +  «13^42  +  «14^23  +  «34^12   +  ^^42  ^13  +  ^^23^4 

verschwindet,  stehen  in  einer  Beziehung  zueinander,  welche 
Involution  bezeichnet  wird;  Klein,  Math.  Ann.,   2. 

Jeder  specielle  lineare    Complex  liegt  m  sich  selbst  in 
volution. 

Es  sind  bis  su  sechs  lineare  Complexe  möglich,  die  zu 
zweien  in  Involution  liegen.  Sie  werden  von  Klein  das  Sys 
der  sechs  Fundamentalcomplexe  genannt;  es  gibt  oo^^  so} 
Systeme,  jedes  von  ihnen  besteht  aus  Complexen,  die  sämmt 
nicht  speciell  sind. 

Die  Untersuchung  dieser  Systeme  steht  in  Zusammenhang 
den  neuen  von  Klein  eingeführten  Liniencoordinaten.  Siehe  S.  8 
Bezeichnet  man  mit  x^  =  0  die  Gleichungen  der  6  Fundamm 
complexe,  so  wird  die  Gleichung  der  Fundamentalfläclie  2"^^^  C 

nung  des  Baums  von  fünf  Dimensionen  (siehe  S.  376)  ^  x^  ~ 
Jeder  andere  lineare  Complex  ist  durch  ^a-x-  =  0  gegt 
und  zwei  Complexe  ^«,-ic,=  0,  2b-x-  =  0  sind  iniol 
risch,  wenn 

^a,Z>,  =  0     ist. 

Die  sechs  Fundamentalcomplexe  schneiden  sich  zu  je  zweien  in 
linearen  Congruenzen  mit  verschiedenen  Directricen.  Siehe  § 
Die  Directricen  einer  dieser  Congruenzen  gehören  den  4  cmd 
Ftmdamentalcomplexen  an  und  treffen  daher  die  12  Directi 
der  6  durch  diese  4  Complexe  bestimmten  Congruenzen. 

Geht   man   von    diesen   Befjriffen    aus,    so    kommt    man 


^nmade 
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'lerkeiiswerthen    Configurationen    und    insbesondere    zu    einer 
litigiu'ation   von    16    Punkten    und    16  Ebenen,   die   mit    der- 
11  igen    der    singulären  Punkte   und   Ebenen    der   Kummer'schen 
ehe  identisch  ist.     Siehe  Kap.  12,  S.  303. 

Näheres    findet    man    bei    Klein,    1.  c;    Königs,    Geom. 

ilee   etc.;    Ann.   de   Toulouse,    7,   1893    und    in    dem    citirten 

rk  von  R.  Sturm. 

üeber  die  Anwendung    auf  die   Kummer'sche  Fläche   siehe 

lieh   die  schon  auf   S.  302   citirte   Arbeit   Reichardt's,   Nova 

\rfa  der  Leop.  Carol.  Akad.,  50,  Halle   1887. 

§  6.    Complexe  2*®^  Grads  im  Allgemeinen. 

Der  Complex  2^^^  Grads  hängt  von  19  Constanten  ah;    er 
d  daher  durch  19  seiner  Geraden  individualisirt. 

Die  Complexfläche  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Gerade  r  ist 
on  der  4^^^  Ordnung  und   Classe ;    die   Gerade   r   ist  Doppel- 
le für  sie. 

Der  Ort  der  Spitzen  der  Complexkegel,  in  Bezug  auf  iv eiche 
wei  Funkte  reciproh  sind,  ist  eine  durch  diese  beiden  Punkte 
•ehende  Fläche  2'^^'^  Ordnung.     Battaglini. 

Auf  jeder  Geraden  r  giebt  es  4  Funkte  A^,  A^,  A^,  A^  von 

Beschaffenheit,  dass  die  Complexkegel,  deren  Spitzen  in  ihnen 

iegen,  in  zwei  Ebenen  zerfallen  und  durch  jede  Gerade  gehen 

i  Ebenen    or^,  «g^  ^3^  ^4    derart,    dass    die   in   ihnen    liegenden 

Oomplexgeraden  zivei  Funkte  umhüllen. 

Die  Funkte  A  sind  Cuspidalpunkte  für  die  Complex- 
läche  in  Bezug  auf  r  (die  Doppelgerade  der  Fläche)  und  die 
Ebenen  a  sind  die  4  durch  r  gehenden  Ebenen,  deren  beide  Be- 
'ührimgspunkte  mit  der  Fläche  in  einen  zusammenfallen. 

Das  anharmonische  Verhältniss  der  4  Funkte  A  ist  dem- 
imigen  der  4  Ebenen  a  gleich.     Klein,  3Iath.  Ann.  2,  7. 

Die  Funkte  A  erzeugen  und  die  Ebenen  a  umhüllen  dieselbe 
FläcJie  4^^^  Ordnung  und  Classe  (die  Singularitätenfläche  des 
öomplexes  ^*^^  Grads;  siehe  §  2,  S.  380).  Sie  ist  eine  Kum- 
'urr'sche  Fläche.     Kap.  12,  §  3. 

Jedem  Punkt  A  entspricht  eine  durch  ihn  gehende  Gerade 
"   (I^oppelgerade   des    Kegels,    dessen  Spitze    A   ist)    und   jeder 
Ebene    a   entspricht  eine    in    ihr    liegende    Gerade    ci     (Doppel- 
gerade für  die  in  a  liegende  Enveloppe);  die  Geraden  a  und  a 
sind  singulare  Gerade  des  Complexes;  siehe  §  2,  S.  380. 

Jede  singidäre  Gerade  s  ist  einem  auf  ihr  liegenden  singu- 


390      Kap.  XIY.    Die  Linien-  und  Kugelgeometrie  im  Raum. 

lüren  PunM  S  und  einer  durch  sie  gehenden  singulären  Ebene 
zugeordnet;  diese  berührt  die  Singularitäten  fläche  in  dem  singulän 
Funkt  S  und  schneidet  sie  in  zivei  anderen  Funkten,  welche  d 
Centren  zweier  in  der  singulären  Ebene  6  liegender  Busch 
sind.  Die  beiden  anderen  durch  s  gelegten  Berührung sebem 
sind  die  zwei  Ebenen,  in  welche  der  Kegel  zerfällt,  dessen  Spit 
in  S  liegt. 

Jede    Ebene  n    schneidet    die    Singtdaritätenfläche   in   ein 
Curve,  zvelche  die  in  %  gelegene  Complexcurve  (siehe  S.  377) 
jedem  Funkt  berührt,   in  welchem  sie  diese  Curve  trifft;    die  g 
meinschaftlichen  Tangenten  sind  singulare  Gerade  des  Complexe 
ebenso  gilt  der  duale  Satz. 

Die  Ebenen^  welche  so  beschaffen  sind,  dass  die  in  ihnen  liege 
den  Complexcurven  entweder  zwei  gegebene  Gerade  schneide 
oder  eine  Gerade  schneiden  und  eine  Ebene  berühren,  odei'  au 
zivei  Ebenen  berühren,  hüllen  eine  developpable  Fläche  16^^^,  b 
8^^^,  bez.  4*^^  Classe  ein. 

Die  Begelfläche,  tvelche  aus  den  singidären  Geraden  beste 
die   eine  gegebene   Gerade   schneiden,    ist   8*®^  Ordnung  und  i  - 
sämmtlichen  singulären  Geraden  kilden  eine  Congruenz  4*'-'^  0) 
nung  und  Classe. 

Es  gibt  16  Ebenen,  deren  Complexcm'ven  aus  zwei  uno 
lieh  nähen  Funkten  gebildet  sind.,  und   in  dualer   Weise  gibt 
16   Funkte.,    dere7i    Complexkegel    aus    zwei    zusammenfalleno  i 
Ebenen  bestehen. 

Diese  16  Funkte  und  16  Ebenen  sind  die  singulären  Fun 
und  Ebenen  der  Kummer' sehen  Fläche,  iv eiche  die  SingidaritäU  : 
fläche  des  Complexes  ist. 

Die  16  Funkte  liegen  in  allen  auf  eine  beliebige  Gen 
bezogenen  Complexßächen  und  die  16  Ebenen  berühren  dicsell 
Flächen. 

Ist  die  Kummer'sche  Fläche  gegeben,  so  wird  der  Comp 
auf  die  folgende  Art  gebildet:  Man  betrachte  in  einer 
Fläche  in  S  berührenden  Ebene  6  die  singulare  Gerade  5  < 
Complexes;  diese  schneidet  die  Fläche  in  zwei  anderen  Punkt' 
man  nehme  nun  in  6  die  beiden  Strahlenbüschel,  welche  di 
Punkte  zu  Centren  haben;  die  Gesammtheit  aller  dieser  c 
Büschel,  welche  man  durch  Variation  der  Berührungsebene 
erhält,  ist  der  gegebene  Complex. 

Wir  wollen  nun  das  in  a  gelegene  Strahlenbüschel,  des 
Centrum  in  S  liegt,  betrachten,  und  die  oo^  Büschel  die 
Art.     Wie    sich    beweisen    lässt,    können    sie    auf   die    folgei 
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rt  projectiv  einander  zugeordnet  werden:  Man  nehme   in  einem 

m  ihnen   einen  beliebigen  Strahl  und    alle  ihm  entsprechenden 

1  den  übrigen  an  und  betrachte  die  beiden  anderen  Schnittpunkte 

er  letzteren  mit  der  Fläche  und  die  Strahlenbüschel,  die  diese 

ehnittpunkte  zu  Centren  haben  und  in  den  durch  diese  Schnitt- 

vmkte  gehenden  Berührungsebenen  an  die  Fläche  liegen.    Diese  oo^ 

trahlenbüschel  bilden  dann  einen  zweiten  quadratischen  Complex, 

Icher  dieselbe  Singularitätenfläche,  wie  der  gegebene,  hat. 

Man    erhält    so     oo^    Complexe    2*^^    Grads,    die    confocal 

Klein    und    Lie),    liomofocal    (Segre),    in    Involution    liegend 

■^chur)  oder  consingulär  (R.  Sturm)   genannt  werden. 

Da  die  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche  von  18  Con- 
tanten, die  des  quadratischen  Complexes  von  19  Constanten 
bhängt,  so  erkennt  man,  dass  es  in  der  That  cx)^  quadratische 
'omplexe  mit  derselben  Singularitätenfläche  geben  muss. 

üeber  die  Art,  die  projective  Correspondenz,  von  der  eben 
lie  Rede  war,  festzusetzen,  verweisen  wir  auf  R.  Sturm,  1.  c, 
\,  p.  32. 

Jede  Gerade  des  Baums  gehört  vier  confocalen  Complexen  an. 
Die  durch  die  singulären  Geraden  des  quadratischen  Com- 
Aexes  gebildete  Congruenz  kann  man  als  den  Schnitt  dieses 
öomplexes  mit  einem  anderen  ansehen,  welcher  in  der  von  dem 
jegehenen  Complex  erzeugten  Reihe  confocaler  Complexe  unend- 
'"  ''  wenig  von  dem  gegebenen  verschieden  ist. 

Eine  singulare  Gerade  des  Complexes,  welche  die  Kummer- 
sche  Fläche  osculirt  (eine  dreipunktige  Berührung  mit  ihr  hat), 
lieisst  eine  singulare  Gerade  2*^^  Ordnung  des  Complexes  (Segre); 
berührt  sie  die  Kummer'sche  Fläche  vierpunktig,  so  wird  sie 
von  demselben  Autor  eine  singulare  Gerade  3^^^  Ordnung  genannt. 
Die  singulären  Geraden  2^^^  Ordnung  eines  quadratischen 
Complexes  bilden  eine  Begelfläche  16^^"^  Ordnung,  und  die  aller 
Complexe  der  confocalen  Reihe  eine  Congruenz  von  der  24}^^  Ord- 
nung und  Classe. 

Singulare  Gerade  3^^^  Ordnung  eines  gegebenen  quadratischen 
Complexes  gibt  es  im  Ganzen  32;  die  singulären  Geraden  5*^^  Ord- 
nung der  Complexe  der  ganzen  confocalen  Reihe  bilden  eine  Regel- 
fläche 64^^^  Ordnung,  tvelche  in  die  16  in  jeder  der  Boppelebenen  der 
Kummer'schen  Fläche  enthaltenen  Enveloppen  2^^"^  Ordnung  und 
w  die  16  von  jedem  der  16  Doppelpunkte  derselben  Fläche  aus- 
gehenden   Kegel   2^^""  Ordnung  zerfällt. 

Wenn  die  Klein' sehen  Coordinaten  (siehe  §  1,  S.  375)  benutzt 
werden,  lässt  sich  die  Gleichung  des  Complexes  2*®""  Grads  schreiben: 
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worin  die  x  an  die  Relation 

\^  =  0 


i 


6 
V.     2 


1 

gebunden  sind. 

Die  singulären  Geraden  l**^^  Ordnung  werden  durch  d« 
Schnitt  des  gegebenen  Complexes  mit  einem  anderen  bestimm 
dessen  Gleichung 

:kk%' = 0 

lautet. 

Die  singulären  Geraden  2*^^  Ordnung  ferner  ergeben  si( 
aus   dem  Schnitt  der  vorstehenden  Congruenz  mit  dem  CompL 

1 

und  für  diejenigen  dritter  Ordnung  muss  schliesslich  noch 

2kfxf  =  0 

1 

sein. 

Die  Gleichung   der  Reihe  confocaler  Complexe  lautet: 

6  c, 

1       * 

worin  X  ein  variabeler  Parameter  ist*). 

Der  erste,  der  sich  mit  den  Complexen  2*^^  Grads  besch; 
tigte,  war  Battaglini,  Ätti  Äcc.  NapoU,  1866;  Giorn.  äi  Baii.. 


*)  Man  könnte  glauben,  dass  unter  diesen  einfach  unendli' 
vielen  Complexen  derjenige  nicht  enthalten  sei,  dessen  Gleichui 
^k.Xi^  =  0  lautet;  wir  bemerken  jedoch,  dass  man  diese  Gleichun 

da  ^x.^=^0  ist,   auch   ^{J^'f-j-  li)x^^  =  0    schreiben   kann,   wä 
rend  man  der  Gleichung  im  Text  aus  demselben  Grund  auch  die  Foi 

kann ;   multiplicirt  man  nun   mit  Jx\  -j-  l  und  lässt  dann  l  g^g^TO.  c 
convergiren,  so  ergibt  sich    ^(/j.  -\-  u)i-'  ^^^  0. 
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•    stiidirte    einen    speciellen   quadratischen   Complex,    der   nach 

Mi  benannt  wurde;  siehe  §  7;  es  ist  jedoch  zu  bemerken,   dass 

Anfangs  geglaubt  hatte,  dieser  Complex  sei  der  allgemeinste; 

lesen   Irrthum  hat  Klein,  Dissert.,  Bonn  1868    nachgewiesen. 

i   dem  Plücker'schen  Werk   ist   zum  ersten  Mal  eine  Theorie 

r  Complexe  2*^"  Grads  enthalten,  die  später  eingehend  auch  von 

leren  Autoren,  Clebsch,  Klein,  Lie  (siehe  §  1,  S.  378)  unter- 

icht  wurden.    Eine  umfassende  Darstellung  dieser  Theorie  bringt 

er  3*^  Band  des  citirten  Buches  von  R.  Sturm. 

Von  anderen  Arbeiten  über  die  Complexe  2*^^  Grads  citiren 

irCaporali,  Mem.  Äcc.  Lincei,  1878,  der  sie  auf  den  Punkt- 

uim  abbildete;    Schur,   Dissert.,  Berlin  1879   (Auszug  in  den 

latk.  Ann.,  15);    Reye,    Grelle,  86,  93,  95,  97,  98;  Segre, 

i/ew.  Äcc.  Torino,  t.  36,  1885,  der  die  früher  von  Klein  (vergl. 

1,  S.  376)  angegebene  Idee  weiter  ausbaute,  d.h.  die  Geometrie 

■.uf  einer  Fläche    2*®"^  Grads    im    Raum   von   fünf  Dimensionen 

tudirte;  Montesano,  die  S.  387   citirte  Schrift  und  Bend.  Äcc. 

S'apoU,  1886;  etc. 

Wie  die  Complexe  2*^^  Grads  classificirt  werden  und 
velche  die  bemerkenswerthesten  sind,  davon  w4rd  im  folgenden 
Paragraphen  die  Rede  sein. 

Die  Theorie    der  Polarität  der  Complexe  2*®"  Grads   (siehe 
-,  S.  381    und    diejenige    der   Diameter,  Centren,   etc.    (siehe 
5.  385),  die  ein  specieller   Fall   der  ersteren  ist,  behandelte  be- 
sonders Plücker.     Yergl.  auch  die  §§  567 — 585  im  3*^"^  Band 
las  R.  Stürmischen  Werks. 

Reye,  Cr  eile,  98,  legt  seiner  Classification  der  allgemeinen 
Jomplexe  2*®°  Grads  die  Anzahl  der  in  ihnen  enthaltenen  ima- 
ginären Elemente  zu  Grund.  Er  unterscheidet  hyperbolische, 
parabolische,  elliptische  und  imaginäre  Complexe. 

w       §  7.    Classification  der  Complexe  2*''^  Grads. 

Bezeichnet  man  mit  P  =  0  (siehe  §  2)  die  identische 
i^iuadratische  Relation  zwischen  den  Liniencoordinaten  oder  die 
'^Ipichung  der  Fundamentalfläche  2*®^  Ordnung  im  Raum  von 
Dimensionen  und  mit  (7=0  die  Gleichung  einer  anderen 
Fläche  2*^^  Ordnung  in  demselben  Raum,  deren  Schnitt  mit  der 
ersteren  die  Mannigfaltigkeit  liefert,  welche  dem  Liniencomplex 
-  ^'^  Grads  entspricht,  so  lassen  sich  die  Complexe  classificiren, 
^cm  man  die  Discriminante  der  Fläche  2^^^  Ordnung 

P4-  A(7=  0 
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betrachtet,   die   vom    6'*^^  Grad  in  X  ist   und   insbesondere  ei% 
Determinante  6^^^  Ordnung  A  darstellt. 

Wenn  die  Wurzeln  dieser  Discriminante  sänuntlieli  vei 
schieden  sind,  d.  h.  wenn  das  Büschel  von  Flächen  3^^^  Ordnur, 
6  verschiedene  Kegel  enthält ,  so  liegt  der  in  §  6  besprocher 
allgemeine  Gomplex  mit  19  Constanten  vor;  die  Singularitätei 
fläche  ist  dann   eine  allgemeine  Kummer'sche  Fläche. 

Es  kann  vorkommen,  dass  sie  speciell  ein  Tetraedroid  wir* 
siehe  Kap.  12,  §  4;  alsdann  erhält  man  den  sogenannten  Ba 
taglini  sehen  oder  harmonischen  Complex,  der  als  besonderen  Fa 
den  Painvin' sehen  Complex  enthält,  dessen  Singularitätenfläcl 
zur  Fr esneV sehen  Fläche  geworden  ist.  Siehe  Kap.  12,  § 
S.  310.    ■ 

Es  sind  ferner  die  Fälle  zu  untersuchen,  in  denen  ein  Tht 
der  Wurzeln  der  Discriminante  A  einander  gleich  ist,  keii 
jedoch  alle  ünterdeterminanten  5*®^  Ordnung  der  Determinan 
ßter  Ordnung  annullirt.  Alsdann  fallen  einige  der  Kegel  2**^°  Grad 
von  denen  oben  die  Rede  war,  zusammen.  Nimmt  man  z.  B.  a 
2  von  ihnen  oder  3  etc.  fallen  zusammen,  so  werden  die  bezü 
liehen  Complexe  mit 

[2,1,1,1,1]     oder    [3,1,1,1],    etc. 

bezeichnet,  während  für  den  allgemeinen  Complex  das  Symbo 

X,  ..        ■.  [1,1,1,1,1,1] 

gebraucht  wird. 

In  solchen  Fällen  hat  der  Complex  Doppelgerade  (§  2,  S.  381 
die  auch  für  die  Singularitätenfläche  Doppelgerade  sind.  M( 
unterscheidet  ausser  dem  allgemeinen  Fall  10  Fälle.  Siehe  «' 
Tabelle  S.  396. 

Es    bleiben    nun    die    Fälle    zu    betrachten,    in    denen 
Determinante    6*^^   Ordnung  J  vielfache  AVurzeln  hat  und  die 
Wurzeln  sämmtliche  Minoren  5*®"^  Ordnung  (wir  wollen,  sie  mit . 
bezeichnen)    oder   auch    alle   Minoren    4*®^  Ordnung    der    Deti 
minante,  die  z/"  heissen  mögen,  annulliren. 

Wir   benutzen   die   folgende    Schreibweise   zur   BezeichnU]  | 
der  Complexe,  welche  diesen  Fällen  entsprechen;  wir  nehmen  ; 
eine  Wurzel  sei  v-fach  für  ^,  v'-fach  für  alle  Minoren  J'  u 
annullire  nicht  sämmtliche  Minoren  /l'\     Den  bezüglichen  Coj 
plex  bezeichnen  wir  mit  dem  Symbol 

[{y  —  V,  v),  r,  s,  .  .  .], 

w^orin  i'  -}-  r  -j-  8  -f-  •  •  •  =  6 
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und  r,  5,...  die  Vielfachheiten  der  übrigen  Wurzeln  der 
tterminante  A  angeben,  d.  h.  derjenigen  Wurzeln,  welche  die 
/'  nicht  annulliren.  Mit  anderen  Worten:  wenn  eine  r- fache 
Vurzel  von  A  auch  die  A'  mit  der  Vielfachheit  v'  der  Wurzel 
nnuUirt,  so  wird  in  dem  oben  S.  394  definirten  Symbol  an 
ie  Stelle  der  Zahl  v,  welche  dieser  vielfachen  Wurzel  ent- 
pricht,    das  Symbol    {y  —  v\  v'^  gesetzt. 

Auf  ähnliche  Art  wird,   wenn    eine  Wurzel   v-fach   füi'  A^ 
fach  für   alle  A'  und  v''-fach   für   alle  A''  ist,  in   demselben 
ymbol  an  die  Stelle  der  Zahl  v 

,'  r  r  fr         rf\ 

[y  —  v  ,   V   — ,  V   ,  V  ) 

etzt.  So  bedeutet  z.  B.  das  Symbol  [(3,  2),  1],  dass  von  den 
i  Wurzeln  von  A  eine  fünffach  und  für  sämmtliche  A'  doppelt 
st;  und  das  Symbol  [(lH)  21],  dass  von  den  6  Wurzeln  von 
J  eine  einfach  und  eine  andere  doppelt  ist,  ohne  alle  A'  zu 
<  .innulliren,  dass  ferner  eine  dreifach,  für  alle  A'  doppelt  und 
lir  alle  A''  einfach  ist.     Es  ist  immer: 

V^Kk  V V    ^V    V    ^  V    . 

Diese  Bezeichnungsart  ist  durch  die  Weierstrass' sehe 
Theorie  der  Elementartheiler ^  von  der  wir  in  Bd.  1,  p.  328 
handelten ,  veranlasst  worden.  Wir  haben  hier  die  F  -{-  XC 
zu  untersuchen,  wobei  P  und  C  Formen  zweiten  Grads  in  sechs 
Variabelen   sind. 

*Auf  die  Möglichkeit,  die  Elementartheiler   in  dieser   Frage 
verwerthen,   hat    zuerst   Klein    in    seiner   Dissertation    hin- 
gewiesen. 

Ueber  die  Literatur  siehe  Bd.  1,  Kap.  12,  §  15,  S.  328—330. 

Wü'  lassen  nun  die  Tabelle  für  alle  oben  erwähnten  Fälle 
folgen. 

Den  Fällen  9,  10,  11  entsprechen  insbesondere  als  Singu- 
laritätenflächen, ausser  einer  Ebene,  die  von  Cayley  unter  den 
Nummern  16,  18,  19  aufgeführten  Flächen,  Mem.  on  Cubic 
Surfaces,  Phil  Trans.,  1869,  Thl.  1,  p.  317  und  dual. 
ip  In  den  Fällen  12 — 45  ist  die  SingularUätenfläche  immer 
^ne  Begelfläche. 

Falls  alle  A"  für  eine  Wurzel  von  A  =  0  verschwinden^ 
(Icgenerirt  die  Singulariiätenfläclie  stets  in  eine  doj>pelte  Fläche 
~**^^  Ordnung. 
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Es  sind  im  Ganzen  49  Species;  rechnet  man  die  6  Species, 
die  noch  eine  zweite  zu  ihnen  dualistische  Species  zulassen,  also 
die  unter  den  Nummern  9,  10,  11,  26,  27,  45  doppelt,  so 
ergeben  sich  55  Species. 

Die  erste  Ai-beit  über  die  Classification  der  Complexe  ist 
von  Weiler,  Math.  Ann.,  7;  sie  enthält  jedoch  viele  Ungenauig- 
keiten,  welche  von  Segre  und  Anderen  richtig  gestellt  wurden. 
Auf  Weiler  folgte  Segre,  Atti  Acc.  Tor'mo,  36,  1884;  er  unter- 
suchte in  einem  besonderen  Aufsatz,  Math.  Ann.,  23  auch  die  Fälle, 
in  denen  die  Singularitätenfläche  eine  degenerirte  doppelte  Flächt 
2'^^  Grads  ist.  In  dem  3*«^  Band  des  Stürmischen  Werk.' 
wird  der  Gegenstand  ausführlich  nach  Methoden  der  reinen  Geo  - 
metrie  behandelt. 


§  8.    Der  Battaglini'sche  oder  harmonische  Complex. 

Der  Battaglini'sche  Complex  (vergl.  die  Literatm'angaben  an 
Ende  des  §  6)  wird  auf  die  folgenden  Arten  projectiv  erzeugt 
Er  ist  die  Gesammtheit  der  Geraden,  die  zivei  Flächen  2^^^  Grad 
f^,  /*2  in  vier  harmonischen  Futikten  treffen,  oder: 

die  Gesammtheit  der  Geraden,  durch  welche  sich  an  zia 
gegebene  Flächen  2'^'^  Grads  (die  übrigens  nicht  dieselben  sine 
wie  die  vorigen)  vier  harmonische  Beriihrungsehcnen  legen  lasso 

Aschier i,  Giorn.  di  Batt.,  8. 

« 

Der  Battaglini'sche  Complex  lässt  sich  also  auf  unendlich  viei 
Arten  erzeugen. 

Die  Congruenz  der  singulären  Geraden  des  Battaglini'sche 
Complexes  ist  der  Schnitt  dieses  Complexes  mit  dem  tetraedrali 
Complex  (siehe  §  9)  derjenigen  Geraden,  deren  Polaren  in  Bes^u 
auf  die  beiden  Flächen  2'^^^  Grads  f^,  f^  sich  schneiden. 

Betrachtet  man  das  Büschel  Xf^-\-  ^if^  =  Q  und  ordnet  d 
Flächen  2*^^^  Grads  dieses  Büschels  paarweise  involutorisch  : 
der  Art  einander  zu,  dass  /i  ==  0,  /2  =  0  die  Doppelelemen 
der  Involution  darstellen,  so  sind  die  den  beiden  Flächen  2^ 
Grads  eines  jeden  Paares  gemeinschaftlichen  Tangenten  die  Gerad< 
des  Complexes.     Segre  und  Loria,  Math.  Ann.,  23. 

Die  singulären  Ebenen  des  Complexes  sind  die  den  beid> 
Flächen  2^^^  Grads  eines  jeden  Paares  gemeinschaftlichen  B 
rührungsebenen,  und  die  singulären  Geraden  sind  die  Verbindung 
geraden  der  BerührungspunJde.    Ebenda. 

Wie  wir  schon  gesagt  haben  (§  7,  S.  394),  ist  die  Sing 
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:  ritätenfJäche  des  Battaglini' sehen  Complexes  ein  Tetraedroid;  wir 
lügen  hinzu: 

Jedem  Tetraedroid  als  Singularitätenfläche  entsprechen  zwei 
Battaglini' sehe  Complexe. 

Die  auf  die  Coordinaten  p  bezogene  Gleichung  des  JBatta- 
nVmi' sehen  Complexes  lässt  sich  durch  die  Quadrate  der  p  allein 
'lusdrücken. 

Ein  specieller  Fall   des  Battaglini'schen  Complexes   ist   der 

Painvin'sche  {Bull,  de  Barhoux,  1871;    Nouv.  Ann.  de  math., 

1872;  Desmoulin,  Bull,  de  la  Soc.  Math.,  20),  ivelcher  aus  den 

^ämmtlichen  Geraden  besteht,  von  denen  aus  man  an  ein  Ellip- 

nd  Paare  von  orthogonalen  Berührungsebenen  legen  Icann. 

Man  erhält  diesen  Complex,  wenn  man  eine  der  beiden 
Flächen  2^^  Grads,  die  auf  die  oben  angegebene  Art  (als 
Enveloppe)  zur  Erzeugung  des  Complexes  dienen,  in  den  Kugel- 
kreis des  (Euclid' sehen)  Raums*)  degener iren  lässt. 

Die  Singularitätenfläche  des  Painvin'schen  Complexes  ist 
■ine  FresneVsche  Wellenfläche. 

Die  Battaglini'schen  Complexe  wm-den  von  Segre  und  Loria^ 
Math.  Ann.,  23  und  von  Montesano,  Bend.  Acc.  Napöli,  1886 
in  Classen  geordnet;  man  vergleiche  auch  das  Stürmische  Werk, 
Bd.  3,  p.  488  u.  ff. 

§  9.    Der  Reye'sche  oder  tetraedrale  Complex. 

Zu  dem  tetraedralen  oder  Keye'schen  Complex  gehört  das 
>ymbol  oder  die  Charakteristik 

[(11)(11)(11)]     (siehe  §7). 

Wwe    Gleichung    in    Klein^schen   x- Coordinaten   kann   ge- 
rieben werden: 

«(%'  +  ^2')  +  fcfe'  +  ^4')  +  <%'  +  ^'Z)  =  0. 

Bern  Beye'schen  Complex  entspricht  ein  Tetraeder  von  der 
Beschaffenheit,  dass  jede  Gerade,  welche  in  einer  seiner  Seitenflächen 
liegt  oder  durch  eine  seiner  Ecken  geht,  dem  Complex  angehört. 

Bie  vier  Seitenflächen  und  die  vier  Ecken  des  Tetraeders 
Idcn  die  Singularitätenfläche  des  Complexes,  und  die  Congruenz 

*)  Kugelkreis  oder  absoluter  Kegelschnitt  (assoluto)  heisst  der 
unendlich  ferne  imaginäre  Kreis,  der  allen  Kugeln  des  Raums  ge- 
meinschaftlich ist^  d.  h.  der  Ort  der  unendlich  fernen  imaginären 
Kreispunkte  sämmtlicher  Ebenen    des   Raums.      Siehe  S.  28  und  83. 

26* 
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der  s'mgulären  Geraden  besteht  aus  allen  in  einer  der  vier  Ebenen 
enthaltenen  und  allen  durch  einen  der  vier  Eckpunlde  gellenden 
Geraden. 

Die  Kanten  des  Tetraeders  sind  Doppelgerade  des  Complexes. 

Wählt  man  dieses  Tetraeder  zum  Fundamentalietraeder  der 
Coordinaten,  so  lautet  die  Gleichung  des  Complexes  in  Coordi- 
naten  p^^: 

(^PnPu  +  ^Pi3Pi2  +  ^PuP2i  =  0- 

Der  Beye'sche  Complex  besteht  aus  allen  Geraden,  welche 
die  4  Ebenen  des  Fundamentaltetraeders  in  4  Funkten  schneidm, 
die  in  einem  bestimmten  anharmonischen  Verhältniss  stehen;  oder: 
aus  allen  Geraden,  die  von  den  4  Ecken  des  Tetraeders  in 
vier  in  bestimmtem  anharmonischem  Verhältniss  stehenden  Ebe- 
nen projicirt  werden.  (Dieses  zweite  anharmonische  Verhältniss 
ist  dem  ersteren  gleich). 

Variirt  man  das  anharmonische  Verhältniss ,  ivährend  das 
Tetraeder  fest  bleibt,  so  ergeben  sich  oo^  confocale  tetraedrah 
Complexe. 

Reye  hat  die  folgenden  Erzeugungsweisen  des  tetraedralen 
Complexes  angegeben: 

Er  ist  die  Gesammtheit  der  Geraden,  tvelche  die  sich  ent- 
sprechenden Pu/nJcte  zweier  superponirter  homographisch  einando- 
zugeordneter  Bäume  (siehe  Kap.  1)  verbinden,  oder: 

die  Gesammtheit  der  Schnittlinien  der  sich  entsprechenden 
Ebenen  der  beiden  nämlichen  Fäume\  oder: 

die  Gesammtheit  der  Geraden,  welche  die  ihnen  entsprechen- 
den Geraden  in  denselben  beiden  Bäumen  schneiden. 

Andere  Erzeugungsarten  sind: 

Der  Beye'sche  Complex  ist  die  Gesammtheit  der  Geraden, 
welche  die  Faare  sich  entsprechender  Strahlen  zweier  homogra- 
phischer'  und  beliebig  im  Baum  gelegener  Strahlenbüschel  treffen. 

Er  ist  auch  die  Gesammtheit  der  Geraden ,  welche  die 
FmiMe  einer  Ebene  mit  den  Punkten  der  ihnen  entsprechenden 
Strahlen  eines  homographisch  auf  die  Ebene  bezogenen  Bündels 
verbinden. 

Er  wird  ferner  durch  alle  Sehnen  und  Tangenten  der  sämmt- 
liehen  Baumcurven  3^^^  Ordnung  deßnirt,  welche  durch  die 
4  Ecken  des  Tetraeders  gehen  und  eine  Gerade  des  Baums,  die 
dem  Complex  natürlich  angehört,  zweimal  schneiden.  Nimmt  man 
statt    dieser    Geraden    eine    andere    Gerade    des    Complexes,    so 
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andern  sich  die  Curven  3^^^  Ordnung,  der  Complex  aber  Neiht 
derselbe. 

Der  lleye'sclie  Complex  ivird  durch  das  Tetraeder  und  eine 
dieser  Erzeugungsgeraden  des  Complexes  individualisirt. 

Ein  speciell  von  metrischem  Gesichtspunkt  aufgefasster 
tetraedaler  Complex  hesteht  aus  den  Geraden,  die  von  zwei  festen 
Punkten  gleichiveit  entfernt  sind;  siehe  E.  Sturm,  1.  c,  p.  364. 
Ein  anderer  specieller  tetraedraler  Complex  hat  die  Charakteristik 
[(22)  (ll)];  siehe  §  7;  hei  ihm  sind  die  Complexcurven ,  d.  h. 
die  Curven,  tv eiche  in  den  Ebenen  des  Baums  von  Geraden  des 
Complexes  umhüllt  werden,  sämmtlich  Parabeln  und  die  Complex- 
Jcegel  sämmtlich  gleichseitig.     Vergl.  S.  122. 

Den  tetraedralen  Complex  untersuchte  zuerst  Reye,  die 
Geometrie  der  Lage,  2  Bde.,  Hannover  1877,  1880  (l.  Aufl., 
1866,  1868);  auf  ihn  folgten  Lie,  Gott.  Nachr.,  1870,  Math. 
Ann.,  5;  Battaglini,  Giorn.  di  Batt.,  12;  Aschieri,  Bend. 
Ist.  Lomb.,  1879;  Loria,  Atti  Acc.  Torino,  1884;  Giorn.  di 
Batt.,  23;  etc. 

Weiler,  Zeitschr.  f.  Math.,  22  stellte  die  Abbildung  auf 
den  Raum  von  drei  Dimensionen  her;  dem  tetraedralen  Complex 

»der  2*®  Thl.  des  1*®^  Bds.  des  Stürmischen  Werks  gewidmet. 
Arbeiten  über  andere  specielle  Complexe  findet  man  auf 
222,  223  des  öfter  citirten  Buches  von  Loria,  11  pass.  e  il pres. 
delle  princip.  teorie  geom.,  Torino,  1896  und  auf  p.  102,  103  der 
deutschen  Ausg. 

§  10.    Allgemeine  Theorie  der  Liniencongruenzen. 

Die  Ordnung  n  einer  algebraischen  Congruenz  ist  die  An- 
zahl ihrer  Geraden,  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raums 
gehen,  und  die  Classe  m  einer  Congruenz  die  Anzahl  ihrer  in 
einer  beliebigen  Ebene  gelegenen  Geraden. 

Unter  dem  Bang  r  (nach  Schumacher:  Art,  nach  Sturm: 
Bang)  einer  Congruenz  versteht  man  die  Anzahl  ihrer  Paare 
von  Geraden,  die  mit  einer  willkürlichen  Geraden  des  Raums 
demselben  Büschel  angehören. 

Eine  Congruenz  von  der  Ordnung  n  und  Classe  m  pflegt 
man  mit  (n,  m)  zu  bezeichnen,  und,  wenn  auch  der  Rang  an- 
gegeben werden  soll,  mit  (n,  m,  r). 

Nennt  man  das  Geschlecht  der  Regelfläche,  längs  welcher 
die  Congruenz  (w_,  m,  r)  von  einem  allgemeinen  linearen  Complex 
geschnitten  wird,  p^  so  besteht  die  Relation 

p  =  (^n  —  l)  (m  —  l)  —  r. 
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Die  Zahl  j?  pflegen  einige  Autoren  auch  das  Geschlecht  der 
Congruenz  zu  nennen. 

Wenn  Classe  und  Ordnung  gleich  1  sind,  so  ist  der  Bang 
Null 

Jede  Congruenz,  deren  Ordnung  und  Classe  gleich  sind, 
und  die  einem,  linearen  Complex  angehört,  hat  den  Bang  Null. 

Die  Congruenz,  ivelche  der  Schnitt  zweier  Complexe  von  den 
Graden  n^,  n^  ist,  hat  den  Bang  n^n^in-^  —  l)  (^2  —  ^)- 

Die  Ebenen,  ivelche  durch  zwei  der  n  Strahlen  der  Congruenz, 
die  durch  einen  Punkt  P  gehen,  gelegt  iverden,  umhüllen,  wenn  P 
eine  Gerade  durchläuft,  eine  ahwickelhare  Fläche  T  von  der  Classe 

^n(n  —  1)  -f-  *%• 

durchläuft  P   eine   Ubene,   so    umhüllen  dieselben   Ebenen    eine 
Fläche  S  von  der  Classe 

^m(}n  —  1)  -\-  r , 

für   welche    die   von   P  durchlaufene   Ebene    ^m(m  —  1)- fache 
Berühru/ngsebene  ist. 

Die  Schnittpunkte  der  in  einer  Ebene  liegenden  m  Geraden 
der  Congruenz  bilden,  wenn  die  Ebene  um  eine  Gerade  rotirt. 
eine  Curve  C  von  der  Ordnung 

^m(m  —  1)  ~t"  ^% 

und  wenn  die  Ebene  um  einen  Punkt  rotirt,  eine  Fläche  S^  vott 
der  Ordnung 

\n{n  —  1)  -\-  r, 

für  welche  das  Centrum  des  Ebenenbündels 

^n(n  —  1)- fach  er 
Punkt  ist. 

Der  Ort  der  Geraden  der  Congruenz,  die  eine  gegeben» 
Gerade  schneiden,  ist  eine  Begel fläche  B  von  der  Ordnung 

n  -{-  m, 

welche  diese  Gerade  zur  n- fachen  Directrix  hat. 


Mittelst  der  algebraischen  Congruenzen  werden  involutorisch 
Correspondenzen  höherer  Ordnung  zwischen  den  Ebenen  un( 
Punkten  des  Raums  bestimmt;  diese  Zuordnungen  wollen  wi 
analog  den  gewöhnlichen  Nullpolaritäten  und  Nullsystemen  vo: 
Möbius  (§3,  S.  385)  Nullsgsteme  höherer  Ordnung  nennen.     Is 
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in  Punkt  des  Raums  gegeben,  so  gehen  n  Strahlen  der  Con- 
,Tuenz  und  mithin  a  =  ^n(n —  l)  Ebenen  durch  ihn;  wenn 
^ine  Ebene  gegeben  ist,  so  liegen  m  Strahlen  der  Congi'uenz 
md  mithin  ß  =  ^m(m  —  l)  Punkte  in  ihr;  die  gewöhn- 
uhe    Nullpolarität    ist    ein     specieller    Fall    der    höheren     für 

Einer  solchen  Correspondenz  kann  man  eine  zweite  Charak- 
ist'ik  y  beilegen,  welche  angibt,  wie  viele  Punkte  auf  einer 
oeliebigen  Geraden  des  Eaums  derart  existiren,  dass  eine  der 
len  Punkten  entsprechenden  Ebenen  durch  die  Gerade  geht. 
Wenn  ein  solches  Nullsystem  mittelst  einer  Congruenz  hergestellt 
'vird,  entspricht  seine  dritte  Charakteristik  y  dem  JRang  der  Con- 
ruenz. 

Das    älteste  Beispiel   für   eine    derartige    Zuordnung    wurde 
von  Cremona,   Compt.  Rend.,  54,  1862  gegeben;  spätere  Unter- 
suchungen sind  von  Ameseder,   Grelle,  97;  Voss,  Math.  Ann., 
.23;  R.  Sturm,  ib.,   28. 

Mehr   Einzelheiten   und   Beispiele   findet   man   in  §  56   des 
l**''^  Bds.  des  Stürmischen  Werks. 


Jeder  Strahl  der  Cmigruenz  tcird  von  zivei  anderen  unend- 
lich nahen  Strahlen  geschnitten ;  die  beiden  Schnittpunkte  heissen 
Brennpunkte,  Focalpunkte  und  die  beiden  durch  diese  Gerade 
und  je   eine   der   beiden    anderen,  gehenden  Ebenen  Focalebenen. 

Die  Focalpunkte  beschreiben  dieselbe  Fläche  (Brennfläche), 
die  von  den  Focalebenen  umhüllt  wird.    Sie  ist  von  der  Ordnung 

n^  =  2m(n  —  l)  —  2r 
der  Classe 

m^  =  2w(m  —  l)  —  2r. 

Daraus  ercfibt  sich: 
^'Die  Differenz  ztvischen   der   Ordnung   und  der   Classe   der 
Brennfläche  einer   algebraischen  Congruenz  ist  das  Doppelte  der 
Differenz  zwischen  der  Ordnung  und  der  Classe  der  Congruenz, 
Theorem  von  Klein;  siehe  Lie,  Gött.  Nachr.,  1870. 

Jeder  Strahl  der  Congruenz  berührt  die  Brennfläche  in 
seinen  eigenen  Focalpunkten  und  die  Berührungsebenen  in  diesen 
Punkten  sind  die  Focalebenen. 

Singulare  Punkte  und  Ebenen  der  Congruenz  werden  die 
Punkte  und  Ebenen  genannt,  denen  unendlich  viele  Gerade  der 
Congruenz   angehören;    die    von   den   letzteren   gebildeten    Kegel 
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und  die  von  ihnen  umhüllten  Curven  heissen  singidüre  Kegt 
und  Curven  der  Congruenz. 

Sind  diese  Kegel  von  der  h^^^  Ordnung,  so  sagt  man,  dt 
singulare  Punkt  sei  vom  Grad  //;  sind  die  Curven  von  dt 
h^^^  Classe,  so  heisst  die  singulare  Ebene  vom  Grad  h. 

Zwei  singulare  Punkte  oder  Ebenen  heissen  verbunden  (cm 
jugati),  wenn  die  Gerade,  welche  die  beiden  Punkte  verbindt 
oder  der  gemeinschaftliche  Schnitt  der  beiden  Ebenen  ist,  d( 
Congruenz  angehört. 

Manchmal  scheint  es,  als  ob  die  Congruenz  eine  besondei 
Brennfläche  nicht  besitze,  sondern  nur  eine  BrennVmie  habe. 

Wir  wollen  z.  B.  die  Congruenz  der  Geraden  betrachte: 
die  zwei  gegebene  Curven  treffen ;  die  Punkte  dieser  Curve 
treten  als  Focalpunkte  der  Strahlen  der  Congruenz  auf,  un 
es  könnte  daher  scheinen,  dass  es  andere  Focalpunkte,  als  d 
den  beiden  Curven  angehörigen,  nicht  gebe. 

Einige  Autoren  haben  diese  Congruenzen  sölclie  ohne  Brem 
fläche  genannt,  R.  Sturm  jedoch  bemerkt  in  seinem  citirten  Wer 
dass  diese  Annahme  nicht  zutrifft,  wenn  die  Congruenz  eii 
höhere  als  die  1*®  Ordnung  hat;  denn  offenbar  ist  alsdann  jed' 
Punkt  der  Verbindungsgeraden  der  beiden  Berührungspunk 
der  den  zwei  Curven  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  a 
Focalpunkt  anzusehen  und  daher  die  Brennfläche  die  aus  diese 
Verbindungsgeraden  gebildete  Regelfläche,  d.  h.  die  Developpab 
der    den   beiden    Curven  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen. 

Die  Punkte  der  beiden  Curven  sind  nach  der  eben  geg 
benen  Definition  offenbar  auch  singulare  Punkte  der  CongrueD 
man  sieht  daher,  dass  solche  Congruenzen  unendlich  viele  sing 
läre  Punkte  haben ;  diese  können  eine  oder  mehrere  Linien  bilde 
die  wir  singulare  Linien  nennen  wollen;  im  Allgemeinen  jede 
sind   die  singulären  Punkte  nur  in  endlicher  Anzahl  vorbände 

Man  kann  mithin  die  Congruenzen  von  höherer  als  d 
.-j^ten  Ordnung  in  solche  unterscheiden,  die  keine  singulären  Lini 
haben  und  in  solche  mit  singulären  Linien. 

Wenn  man  einen  Strahl  einer  beliebigen  (auch  nie 
algebraischen)  Congruenz  betrachtet  und  alle  ihm  unendli 
nahen,  sowie  die  kleinsten  Abstände  zwischen  ihm  und  dieS' 
anderen,  so  sind  die  auf  dem  Strahl  liegenden  Fusspunkte  dies 
kleinsten  Abstände  im  Allgemeinen  immer  zwischen  zwei  FunkU 
die  Grenzpunkte  heissen,  enthalten. 

Unter    allen   unendlich   nahen    Strahlen    gibt    es,    wie    A^ 
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en  bereits  gesagt  haben,  zwei,  die  den  Strahl  schneiden,   für 
^lohe  also  der  kleinste  Abstand  Null  ist;  diese  Schnitte  sind  die 
dpimkte. 
Beachtenswerth  ist  das  Theorem: 

Die  Focalpunkte,  die  natürlich  heide  innerhalb  des  von  den 
nspunkten   eingeschlossenen  Segments   liegen,    stehen  gleichtveit 
den  Grenzpunkten  ab. 

Daraus    ergiebt   sich:    Der    MittelpunM    des    Segments    der 

rcnzpimJcte  fällt  mit  dem  MittelpunM  des  Segments   der  Focal- 

inlie  zusammen;  er  wird  der  Mittelpunkt  des  Strahls  genannt. 

Man  betrachte  die  beiden  dem  gegebenen  Strahl   unendlich 

ihen  Strahlen,   für   welche    die   Fusspunkte    der   kleinsten   Ab- 

:  ände    von    dem    gegebenen  Strahl   mit   den    Grenzpunkten    zu- 

mmenfallen;  man   erhält   dann    das  Theorem:    Die  Richtungen 

eser  kleinsten  von  den  Grenzpunkten  ausgehenden  Abstände  stehen 

i  nkrecht  aufeinander;  die  durch  den  Strahl  und  diese  Richtungen 

f  "ähenden  Ebenen  heissen  Hauptebenen. 

Die  Ebenen,   ivelche  den   Winkel  zwischen  den  Hauptebenen 
'  übiren,  fallen  mit  den  Halbirungsebenen  des   Winkels  zwischen 
Focalebenen  zusammen. 

Zivischen  dem   Winkel  y.,   den  die    beiden  Focalebenen  mit- 
nander   bilden,   dem  Abstand   2d    der    Grenzpunkte   umd    dem 

ihstand   26  der  Focalpunkte  besteht  die  Belation:  siny  =  -r- 

Die  hier  entwickelten  Begriffe  gehören  der  Infinitesimal- 
aeorie  der  Congruenzen  an,  zu  welcher  Hamilton  und  Kum- 
ler  den  Grund  gelegt  haben.  Wir  werden  diese  Theorie  in 
^apitel  16  besprechen  und  dort  auch  die  sogenannte  Dichtigkeit 
,  es  Systems  in  einem  Punkt  eines  Strahls  in  dem  von  Kummer 
i  ingeführten  Sinn  definiren  (siehe  weiter  unten  Kap.  16,  §  15), 
ie  mit  dem  Begriff  der  Krümmung  einer  Fläche  in  einem  Punkt 
erwandt  ist.  Von  den  Congruenzen,  die  nach  Methoden  der  In- 
initesimalgeometrie  studirt  wurden,  ist  die  Congruenz  der  Nor- 
nalen  zu  einer  Fläche  bemerkenswerth;  von  ihr  wird  ebenfalls 
n  Kap.  16  die  Rede  sein.  Hier  beschränken  wir  uns  darauf, 
n  den  folgenden  Paragraphen  die  algebraischen  Congruenzen 
L**'  und  2*«^  Ordnung  zu  betrachten. 


Die  erste  Species  wichtiger  Congruenzen,  die  sich  den  Geo- 
netern  bot,  war  die  der  Normalen  zu  einer  Fläche.  Im  Jahr 
1828    begann   Hamilton   sein    Studium    der  Congruenzen,    die 
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auch  Strahlensysteme  genannt  wurden,  Irisli  Trans.,  15,  182^ 
16,  1830;  17,  1837  und  im  Jahr  1860  veröffentlichte  Kun 
mer  seinen  schon  erwähnten  Aufsatz,  Crelle,  67,  der  einen  wicl 
tigen  Fortschritt  in  der  Entwickelung  der  Theorie  bedeutete. 

Den  Anfang  mit  dem  systematischen  Studium  der  alg 
braischen  Congruenzen  1*^^  und  2*^^^  Ordnung  machte  Kumm< 
im  Jahr  1866  in  einem  anderen  Aufsatz  Berl.  ÄhJi.,  1866  ui 
ein  grosser  Theil  der  neuen  Geometrie  Plücker's  wurde  d 
Theorie  der  Congruenzen  und  speciell  derjenigen  gewidmet,  d 
sich  aus  dem  Schnitt  zweier   linearer  Complexe  ergeben. 

Andere  Arbeiten  über  die  Congruenzen  sind  von  Möbiu 
Leipz.  Ber.,  14,  1862;  Matthiessen,  Zeitschr.  f.  Math.,  2 
Acta  math.,  4;  Weingarten,  Grelle,  98;  Bianchi,  Ann. 
mat.,  15;  Yoss^  Math.  Ann.,  d:,  E.Sturm,  Gott.  Nachr.,  ISS 
Math.  Ann.,  36;  Schumacher,  ib.,  37,  38;  Montesano,  A 
Acc.  Torino,  1892;  Bend.  Lincei,  1892;  Bend.  Palermo,  1893;  e 

Eine  alles  Wesentliche  umfassende  Darstellung  der  Co 
gruenzentheorie  findet  man  bei  Sturm  1.  c.  Bd.  2.  Die  Einfü 
rung  des  Bangs  geschah  durch  Schumacher,  der  ihn,  \\ 
wir  oben  bereits  bemerkt  haben,  Art  nannte. 


§  11.    Congruenzen  l*®'*  Ordnung. 

Alle  Gongruenzen   1*®^  Ordnung  sind    vom  Bang  Null: 
hönnen   keine    eigentliche   Brennfläche    als   Ort   der   Focalpuu. 
haben;  ihre  Brennfläche  ist  vielmehr  nur  die  Enveloppe  der  Foc 
ebenen. 

Unter  die  Congruenzen  l*^''  Ordnung  ist  das  Strahlenbün 
zu  rechnen,  tvelches  von  der  Glasse  Null  ist  und  für  welci 
nur  ein  einziger  singulärer  Punkt  existirt. 

Jede  andere  Gongruenz  P^"^  Ordnung  hat  immer  tcemgst( 
eine   singulare  Linie.      Wenn    eine  singulare  Linie  der  linew 
Gongruenz  die   Ordnung  y^^  hat  und  so  beschaff'en  ist,    dass 
unendlich  vielen  Strahlen,   die  von  einem  ihrer  Punkte  ausgefi 
einen  Kegel  h^^^  Ordnung  bilden,  so  besteht  die  Belation 

^Vh^^Q''  —  1)  =  ^*(***  —  ^)' 

worin    m  die  Glasse   der  Gongruenz   angibt  und  die  Summir^ 
sich  über  alle  singulären  Linien  erstreckt. 

Man  erhält  fe/rner  noch  zivei   Beziehungen,   von   denen 
letzte  aus  den  beiden  früheren  folgt: 


§    12.  Congruenzen   2.  0.  411 

^y,J(^  =  m(ni  -\-  l), 
^y^h    ==  '2  m. 

Die   Congruenz  erster   Ordnung    kann  höchstens   zwei    sin- 

Linien  (Leitcurven  der  Congruem)  haben. 
Wenn    sie    nur    eine   Leitcurve    hat    und   auf  jedem    ihrer 
len    die  Focalpunkte   im  Allgemeinen  verschieden   sind,   so 
eine  Congruenz  der  Sehnen  einer  gewissen  Curve  vor. 
Die    einzige    aus   Sehnen    einer    Curve   gebildete    Congruenz 
1    Ordnu/ng   ist    die   Congruenz    der   Sehnen   einer    Baumcurve 
B    Ordnung;  sie  ist  von  der  3^^^  Classe. 

Wenn  die  Congruenz  zwei  Leitcurven  hat,  so  muss  die  eine 
%  iJinen  eine  Gerade  sein;  die  Ordnung  der  anderen  Curve  ist 
B  n  die  Classe  m  der  Congruenz;  diese  Directrix  m*®^  Ordnung 
i  is  die  Gerade  in 

m(m  —  l) 
i  ikten  treffen. 

Wenn  die  beiden  Brennpunkte  auf  jedem  Strahl  der  Con- 

r  enz   zusammenfallen,    so    hat    diese    eine    einzige    Focalcurve 

'  Directrix,  welche  nur  eine  Gerade  sein  kann. 

Diese  Congruenz  lässt  sich  auf  eine  einzige  Art,  wie  folgt, 

(  ^ugen:  man  ordnet   die  Punkte  einer  Geraden   in  einer  Cor- 

i  oondenz  [l,w]  den  Ebenen    des    Büschels  zu,    welches   diese 

I  "ode  zur  Axe  hat,  und  betrachtet  als  Gerade  der   Congruenz 

I    sämmtlichen  (ein  Büschel  bildenden)  Geraden,    tvelche  durch 

I  en  Punkt  der  Geraden  gehen  und  in  der  entsprechenden  JEbene 

ten. 

Der  (einzige)  Brennpunkt  eines  jeden  Strahls  ist  der  Punkt, 
welchem  der  Strahl  die  Leitgerade  trifft  und  die  Focalehene 
die  Ebene,  die  durch  den  Strahl  und  die  Leitgerade  geht. 

Kummer  hat  in  seiner  Arbeit  Berl.  Äbh.,  1866  bei  der 
issification  der  Congruenzen  V^^  Ordnung  die  mit  nur  einer 
callinie  nicht  zu  diesen  Congfruenzen  srerechnet. 


12.    Congruenzen  2*®^  Ordnung   ohne    singulare   Linien. 

Die   Congruenzen    zweiter    Ordnung    können    nur    entweder 
'6    endliche  Anzahl   singulärer  Punkte    oder  singulare    Linien 

In  dem  ersteren  Fall  kann  die  Classe  (m  nicht  höher  als  die 

sein. 
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In  einer  Congruenz  2'^^^  Ordnung  ohne  singulare  Lh 
Jcönncn  Iceine  singulären  Ebenen  von  einem  höheren  als  ( 
pen  Q^d^  ^^^  keine  singulären  Punkte  von  höherem  als  • 
6^^^  Grad  vorkommen.     Siehe  §  10. 

Jeder  singulare  Punkt  ersten  Grads  ist   das  Centrum  e 
Strahlenhüschels ,    welches    in    einer   singulären   Ebene    liegt, 
ebenfalls  ersten  Grads  ist. 

Der  Hang  einer  Congruenz  (2,  m)  ohne  singulare  Li', 
ist  der  (m  —  2)*®. 

Die  Charakteristiken  des  durch  die  Congruenz  (2,w) 
stimmten  Nullsystems  (siehe  §  10)  sind: 

1,    ^m{m — l),    m — 2. 

Die  Brennfläche  einer  Congruenz  (2,  m)  ohne  singu 
Curven  ist  4*®^  Ordnung,  2m^^^  Classe  und  12^^^  Bangs^);  j 
singulare  Punkt  der  Congruenz  ist  Doppelpunkt  für  die  Br 
fläche. 

Die  Strahlen,  deren  Focalpunkte  und  die  Strahlen,  d 
Focalebenen  zusammenfallen,  bilden  2  Begel flächen  2(m-\-: 
Grads. 

Wenn  a^  die  Anzahl  der  singulären  Punkte  h^^^  Grads 
zeichnet,  so  gelten  die  folgenden  Belationen: 

^ci,.  =  18  —  m, 
^ocji   =  4(m  -f-  2), 
^aj^h^  =  2m(m  +  2), 
^a,h^  =  {m  +  2f{m—  l). 

Jede  Congruenz  (2,m)  ohne  singulare  Linien  hat  ^(m—2)(ri 
Doppelstrahlen  und  zu  jedem  singulären  Punkt  7<*^^  Grads 
hören  ^(h — l)(/^  —  2)  Doppelstrahlen,  welche  Doppelerzeug 
des  von  diesem  Punkt  ausgehenden  Kegels  sind;  kein  Do, 
strahl  liegt  in  der  Brennfläche. 

Jede  singulare  Ebene  enthält  6  auf  einem  Kegelschnitt  lieg 
singulare  Punkte  und  jeder  (von  einem  singidären  Punkt  2^^  G 
ausgehende)  singulare  Kegel  2^^^  Grads  enthält  im  Ganzen  9 
guläre  Punkte,  die  auf  einer  Baumcurve  4^^  Ordnung  1^^^  Sp 
liegen,  welche  einen  Doppelpunkt  in  der  Spitze  des  Kegels 
Jeder  Doppclstrahl    enthält  zwei    sirundärc  Punkte;    die 


'*)    Unter  Rang   einer  Fläche  versteht  man    die  Zahl  a. 
S.  208. 
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'  ihlen,  ivelche  die  Grade  der  beiden   letzteren  angehen,    he- 

,}i  +  2. 
Es  gibt  zwei  Arten  vmi  Congruenzen  {2,  m)  ohne  singulare 

.  nämlich : 
I.  die  Congruenzen,  ivelche  nur  singulare  Punkte  vom  1^^^, 
5*"°  und  (m—  l)*^^  Grad  besitzen  (1^^  Art); 
n.  diejenigen,   welche  nur  singulare  Punkte  vom  P^^,  ^^^^ 
(^m  +  1)*'''  (^rad  haben  (2^  Art). 

Die  Zahlen  a^  bezüglich  der  verschiedenen  Arten  von  Con- 
nzen  (2,  m)  ohne  singulare  Linien  sind  mithin  die  folgenden: 


Congruenzen  1*®"^  Art 

(2,2) 

(2,3) 

(2,4)       (2,5)       (2,6) 

(2,7) 

^\ 

16 

10 

6            3               1 

0 

^t 

— 

5 

6            6              4 

0 

«s 

— 

— 

2 

3       1       6 

10 

a^ 

— 

— 

— 

1               0 

0 

^6 

• — 

— 

— 

1 

0 

«6 



1 

1 

Congruenzen  2**'"'  Art 

(2,4) 

(2,6) 

^x 

6 

0 

a. 

6 

8 

^% 

2 

0 

«4 

— 

4 

'ur  die  beiden  Congruenzen  (2,  6)  werden  nach  dem  Vor- 

g  ß.  Sturmes    in   seinem   citirten  Werk  die  Bezeichnungen 

6)i,  (2,  6)ii  gebraucht.    Es  ist  zu  beachten,  dass  die  Autoren 

R.  Sturm  seine  „2*®  Art"  die  „1*^"  nannten  und  umgekehrt. 


Die  Congruenz  (2,  2)  hat  zur  Brennfläche  eine  Kummer- 
'  Fläche;  sie  ist  der  vollständige  Schnitt  eines  Complexes  2^^^  Grads 

einem  linearen  Complex. 

Aus  den  16  singulären  Pmilden  lassen  sich  40  Paare  ver-^ 
idenei'  Punkte  und  80  Paare  nicht  verbundener  Punkte  susam- 
'istellen.     Jeder  Punkt  ist  mit  anderen  5  Punkten  verbunden. 
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Diese  Congruenz  studirte  speciell  Kummer,  Berl.  AI 
1866;  Reye,  Grelle^  86;  Schur,  Math.  Ann.,  15;  Capora 
Mem.  Lincei,  (3),  2,  1878;  Stahl,  Grelle,  92;  Hirst,  Xo, 
matJi.  Soc,  14;  R.  Sturm,  Grelle,  101.  Eine  ausführliche  1 
handlung  dieser  und  anderer  Congruenzen  findet  man  ; 
p.  117   u.  ff.   des  2*^^  Bds.   des  R.   Stürmischen  Werks. 


Die  Gongruenz  (2,  3)  hat  5  singulare  Punkte  <S*®"  Gn 
S2,  10  ersten  Grads  S^  und  mithin  10  singulare  Eltenen;  j 
von  diesen  geht  durch  2  Punkte  S^  und  einen  Punkt  S^. 

Jeder  Punkt  S^  ist  mit  jedem  anderen  S2  und  mit  vier 
verbunden;  jeder  Punkt  S^  ist  mit  drei  /S^  und  mit  zivei  S^  1 
hunden. 

Durch  jede  Gongruenz  (2,  3)  gehen  10  tetraedrale  Ci 
plexe;  das  Fundamentaltetraeder  eines  jeden  von  ihnen  hat 
Ecken  drei  Punkte  S^  und  den  einzigen  Punkt  S^,  der  mit  kdr 
dieser  drei  S2  verbunden  ist. 

Die  Brennfläche  ist  eine  Fläche  4*®'  Ordnung  wid  6^^  Glat 
sie  hat  die  10  singulären  Ebenen  zu  in  Kegelschnitten  d(yp, 
berührenden  Ebenen, 

Diese  Congruenz  wurde  ausser  von  Kummer,  Reye,  Hii 
die  oben  citirt  wurden,  auch  von  Stahl,  Grelle^  91;  Voss,  M^ 
Ann.,  23,  p.  381  u.  ff.;  Schumacher,  Unters,  über  Strahlern 
3^^""  Ordn.  und  2^^^  Gl^asse,  Dissertation,  München  1885  stuc 


Die  Gongruenz  (2,  4)  ist  vom  2^^^  Bang;  sie  hat  nothu 
diger  Weise  einen  Doppelstrahl,  der  die  beiden  singulären  Pm 
3^^^  Ordnung  verbindet;  sie  besitzt  zwei  miteinander  verbuna 
singulare  Punkte  S^  dritten  Grads,  6  zweiten  und  6  ersten  Gr 
und  mithin  6  singulare  Ebenen.  In  jeder  singulären  Ebene  1 
ein  Punkt  S^,  zwei  S^  und  zwei  S^.  Jeder  Punkt  S2  ist 
mit  einem  der  übrigen  /Sg  nicht  verbunden;  ein  Punkt  S^ 
ein  S2  sind  immer  verbunden;  jeder  Punkt  Sj^  ist  mit  drei  and( 
S^  nicht  verbunden  und  nur  mit  einem  einzigen  S^  verbunden 

Die  Brennfläche  ist  4*^"^  Ordnung  und   8^^^  Glasse  mit 
konischen  Punkten  und  6  längs  Kegelschnitten  berührenden  Ebei 
Die  Bitangentialebenen    umhüllen    eine  Developpable   4*®^   Glü 
und  die  stationären  Ebenen  eine  Developpable  12^^^  Glasse,  we 
die  Brennfläche  längs  einer  Gurve  12^^^  Ordnung  berührt. 

Durch  die  Gongruenz  (2,  4)  gehen   3  tetraedrale  Gompl 
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Die  Ecken  des  Tetraeders  sind  die  'beiden  Punkte  S^  und 
Punkte  /S'g,  welche  nicht  miteinander  verbunden  sind. 
Die    Congruenz    wurde    ausser    von    Kummer    und    den 
1  gen  oben  citirten  Autoren  speciell   auch   von  Stahl  studirt, 
.  97.  

Die  Congruenz  (2,  5)  hat  drei  singulare  Ebenen  und  'ist 
I    3^""  Hang. 

I^Rg  hat  einen  Punkt  S^,  drei  Punkte  8^,  sechs  S^  und  drei 
l^^ner  drei  Doppelstrahlen,  die  8^  mit  jedem  der  Punkte  8^ 
!;  nnden. 

Es  existirt  ein  einziger  singidärer  Kegel  4^^^  Ordnung,  ivel- 

die  sämmtlichen  singulären  Punkte  bis  auf  einen  8^  enthält. 
i  diesem  8^  entsprechende  singulare  Ebene  enthält  auch  die 
l  Im  anderen  Punkte  8^ . 

Die  Congruenz  (2,5)  gehört  zu  einem  einzigen  tetraedralen 
i  nplex,  dessen  Tetraeder  die  Punkte  8^,  8^  zu  Ecken  hat. 

Die  Brennfläche  ist  4*®^  Ordnung,  10^^^  Klasse  mit  13  konir 
i-m  Punkten  und  3  singulären  Berührungsebenen.  Die  doppelt 
l  ührenden   Ebenen    umhüllen    eine    Developpable    12^^^   Classe 

die  stationären  Ebenen  eine  Developpable  18^^^  Classe. 

Diese  Brennfläche  ist  nicht   die   einzige  Fläche  4^^^   Ord- 
,  mit  13  konischen  Punkten. 


Die  Congruenz  (2,  6)i  hat  einen  Punkt  8^,  sechs  8^,  vier  82,. 
S^ ,  eine  singulare  Ebene,  6  Doppelstrahlen. 

Alle  Punkte  8^  u/nd  der  einzige  8^  liegen  in  der  singulären 
ene;  der  Rang  von  (2,  6)1  ist  der  4^. 

Die  (2,  6)1  gehört  einem  tetraedralen  Complex  nicht  an. 

Die  Brennfläche  ist  4*®^  Ordnung,  12^^^  Classe  mit  12  Doppel- 
iikten;  sie  ist  nicht  die  einzige  von  dieser  Beschaffenheit*) ;  die 
opelt  berührenden  Developpablen  und  die  stationären  Ebenen 
d  beide  von  der  24^^^  Classe. 


Die  Congruenz  (2,6)n  hat  vier  Punkte  8^,  aclit  8^,  sechs 
W^lstraMen,  ivelche  die  4  Punkte  8^  verbinden;  sie  ist  vom 
"^  Mang. 

*)  Rohn  hat  bewiesen,  dass  es  4  Arten  von  Flächen  4*^"'  Ord- 
ng  mit  12  Doppelpunkten  gibt;  siehe  Math.  Ann.^  29;  vergl.  auch 
Sturm,  1.  c,  p.  271. 
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Sie  unterscheidet  sich  dadurch  von  der  anderen  Congrue 
6'*^'"  Classe,  dass  sie  einem  tetraedralen  Complex  angehört;  t 
Ecken    des  Tetraeders  sind  die  4  Punkte  S^. 

Die  sechs  in  einer  Ebene  liegenden  Strahlen  der  Congrue 
bilden  immer  ein  Brianchon'sches  Sechsseit.      Vergl.  S.  76. 

Die  Brennfläche  hat  12  Doppelpunkte;  sie  ist  nicht  diesel 
wie  die  von  (2,  6)i,   sondern   eine  andere   der   4  von  Rohn  ( 
fiindenen    Flächen    (siehe   oben).      Vergl.    E.  Sturm,   1,  c, 
p.  271. 

Man  beachte,  dass  die  Congruenzen  (2,5),  (2,4),  (2,. 
(2,  2)  sich  sämmtlich  als  specielle  Fälle  von  (2,  6)ii  anseh 
lassen;   Kummer,  1.  c,  p.  102;  R.  Sturm,  1.  c,  2,  p.  294. 


Die   Congruenz  (2,  7)   hat  einen  Punkt  Sq,    10  Punkte 
und  10  Doppelstrahlen,   welche  den  einzigen  Punkt  S^  mit 
10  Punkten  S^  verbinden;  sie  ist  vom  5*®^  Bang. 

Die  Brenn  fläche  ist  von  der  14^^^  Classe  und  hat  11  co 
sehe  Punkte;  die  doppelt  berührenden  Developpablen  u/nd  stat 
nären  Ebenen  sind  von  den   Classen  40  bez.    30;   diese  Brei 
fläche  ist  nicht  die  einzige,  die  11  conische  Punkte  hat;   es 
ausser  ihr  noch  drei  andere^  wie  Bohn,  l.  c.  gefunden  hat. 


Die  Congruenzen  2*®^  Ordnung  mit  nur  singulären  Punk' 
wurden  zuerst  in  der  bereits  citirten  Arbeit  von  Kumni' 
1866  studirt;  später  folgten  die  oben  schon  angegebenen  A 
Sätze,  dann  Caporali,  Bend.  Acc.  Napoli,  1879;  Bertini,  Be 
Acc.  Lincei,  1879—80;  Loria,  Atti  Acc.  Torino,  1884— I8c^ 
Masoni,  Bend.  Acc.  Napoli,  1883. 

Die  Arbeit  Caporali's  enthält  eine  sehr  elegante  Erz 
gungsart  für  die  Congruenzen  (7,  2),  (6,  2),  (5,  2). 

§13.    Congruenzen   2**^'"  Ordnung   mit   singulären   Lini< 

Von  diesen  Congruenzen  unterscheidet  man  drei  Kategori« 
I.  Die  Congruenz  besteht  aus  den  Sehnen  einer  Baumcii) 

welche  nur  eine  Curve  4*®"*  Ordnung  P^^  Species  sein  kann.  Si« 

Kap.  10,  S.  254.     Sie  ist  6^"  Classe  und  ^*^°  Bangs. 

Die   Brennfläche  ist  8^^^  Ordnung  und   uird  aus  den  t 

Kegeln   ^*"^  Grads  gebildet,   die   durch    die   Curve   4*"  Ord^ 

pehen. 
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Die  4  Spitzen  der  Kegel  sind  für  die  Congruenz  singulare 
1  ikte  ^*®^  Grads '^  die  singulare  Linie  ist  offenbar  die  Baum- 
c  'je  4*®^  Ordnung. 

II.    Die    Congruenz    bestellt   aus    allen    Geraden,   die   zwei 

ni    treffen;    diese   Curven    sind  die    singidären  Linien   und 

)i  sein: 

A)  zwei  Kegelschnitte  mit  ztvei  gemeinschaftlichen  Punkten  : 
Kongruenz  ist  4*®"^  Classe  und  ^*®^  Bangs;  die  Punkte   der 

l  len  Kegelschnitte  sind  singulär  2^^^  Grads  mit  Ausnahme  der 
l  len  gemeinschaftlichen  Punkte,   die   singulär   5*®^  Grads   sind: 
c  Ebenen  der  heiden  Kegelschnitte  sind  singulär  2'^^^  Grads  und 
i  zwei  Berührungsebenen  an  beide  Kegelschnitte  in  ihren  Schnitt 
I  ikten  singulare  Ebenen  1^^^  Grads. 

Betrachtet  man  das  Büschel  von  Flächen  2^^^  Ordnung, 
i  die  durch  die  beiden  Kegelschnitte  gehen,  und  in  diesem  Büschel 

:wei  nicht  degenerirten  Kegel,  so  sind  die  Spitzen  dieser 
i  len  Kegel  auch  singulare  Punkte  ^*^^  Grads  für  die  Congruenz; 
(  Brenn  fläche  (4^^^  Ordnung)  besteht  dann  aus  diesen  beiden 
.  leln. 

B)  Eine  der  singulär en  Linien  ist  eine  Gerade  und  die 
i  lere  eine  Curve  n^^^  Ordnung,  welche  die  Gerade  in  n  —  2 
-  nkten  schneidet.     Diese  Congruenz  ist  n^^^  Classe   und  nullten 

)igs. 

Jeder  Punkt  auf  der  singidären  Geraden  isd  ein  singulärer 
nkt  n^^^  Grads  und  jeder  Punkt  der  Curve  singulär  i*^^  Grads. 
^"  durch  die  Gerade   gelegte  Ebene   ist   singulär    2^^^  Grads. 

Brennfläche  besteht  aus  der  Gesammtheit  aller  durch  die 
rade  an  die  Curve  gezogenen  Berührungsebenen ;  sie  ist  mithin 

'1er  Ordnung 

m  —  2(w  —  2), 

i^  m  die  Classe  der  Baumcurve  angibt. 

ie  Congruenz  hat  zu  Doppelstrahlen  alle  Geraden,  iv eiche 
rve  ziveimal  schneiden   und  von  den  Punkten  der  singu- 
Geradcn  ausgehen;  diese  Bisecanten  bilden  eine  Begelfläche 
i  der  Ordnung 

2(n  —  l)  —  ^m. 

m.  Die  Congruenz  besteht  aus  Strahlen,  ivelche  eine  gewisse 
guläre  Linie  nur  einmal  schneiden.  Es  können  hier  die 
I enden  Fälle  vorkommen: 

A)  die  singidäre  Linie  ist  eine   Gerade.     Die  Congruenz 
t  den  Bang  Nidl.     Sie  kann  sein: 

Pascal,  ßepertorium.  IL  27 
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(1)  die  Congruenz  (2,2)  aller  Geraden,  die  eine  Fläc, 
^ter  Qfdfiqifig  Iferilhren  und  eine  gegebene  Gerade  schneiden; 

(2)  die  Congruenzen  (2,  2^  —  2)  der  Geraden,  welc 
in  einem  Punkt  eine  Fläche  ^^^^  Ch^dming  mit  einer  (jw,  —  2)- fach 
Geraden  berühren  und  ivelche  diese  letztere  in  einem  zweit 
Funkt  treffen; 

(3)  die  Congruenzen  (2,m)  der  Geraden,  die  man  erha 
wenn  die  Punkte  einer  Geraden  den  Ebenen  eines  Büsche 
dessen  Äxe  die  Gerade  ist,  in  der  Correspondenz  (2,  m)  zugeor 
net  und  die  Büschel  von  Geraden  construirt  werden,  deren  Centru 
in  einem  Punkt  der  Geraden  liegt  und  deren  Ebene  die  diest 
Punkt  entsprechende  Ebene  ist. 

Diese  Species  (3)  hat  Kummer  nicht  in  Erwägung  gezog« 

B)  Die  singulare  Linie  ist  von  der  Ordnung  w  >  1 ;  v 
jedem  ihrer  Punkte  geht  ein  Strahlenbüschel  der  Congruenz  o 
und  ausserdem  ein  anderer  isolirter  Strahl.  Die  Classe  der  C( 
gruenz  ist  der  Ordnung  der  singulären  Curve,  die  rational  s> 
muss,  gleich. 

Die  Ebenen  der  von  den  Punkten  der  singulären  Cu. 
ausgehenden  Strahlenbüschel  müssen  einen  Kegel  zweiter  Ordm 
berühren,  dessen  Spitze  auch  ein  singulärer  Punkt  für  die  C 
gruenz  ist. 

Der  Bang  der  Congruenz  ist  n  —  1 . 

Die  Congruenz  besteht  aus  den  Tangenten  an  einen  Ki 
^ter  QycJnung. 

Von  dieser  Species  lassen  sich  zwei  Unterabtheilungen  un> 
scheiden: 

(1)  die  rationale    Curve    n^^^  Ordnung   liegt   auf 
Kegel  2"^^^  Grads  und  geht  n  —  2  mal  durch  dessen  Spitze; 

(2)  die  rationale  Curve  7i^^  Ordnung   liegt  nicht      | 
dem  Kegel,  ist  aber  projectiv  zu  ihm,  d.  h.  ihre  Punkte  entsprec 
eindeutig  den  Berührungsebenen  des  Kegels  und  jeder  Punkt  l 
in  der  ihm  entsprechenden  Berührungsebene. 

C)  Die  singulare  Linie  ist  von  der  Ordnung  n  > 
von  jedem  ihrer  Punkte  geht  ein  Kegel  ^*®'  Ordnung  von  Gera 
der  Congruenz  aus  und  irgend  ein  anderer  Strahl.  'Der  B 
der  Congruenz  ist  n  —  2 . 

3Ian  unterscheidet  die  folgenden  Fälle: 

(l)  der  Kegel  2^^^  Ordnung  zerfällt  in  zwei  Ebenen. 
Congruenz  ist  2^*^^"  Classe  und  besteht  aus  Strahlen^  welche  ei 
Kegel  2^^^  Ordnung  berühren  und  eine  ebene  Curve  n^^^  Ordm 
die  n  —  1  mal  durch  die  Spitze  des  Kegels  geht,  schneiden. 
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Die  hier  folgenden  Arten  hat  Kummer  nicht  in  Erwägung 
cen,  sie  wurden  von  Sturm  gefunden. 

(2)  Der  von  einem  Punkt  der  singulären  Linie  aus- 
nde  Kegel  ^^^^  Grads  ist  nicht  degenerirt;  die  singulare  Linie 
r'm  Kegelschnitt.     Die  Congruenz  besteht  aus  allen   Geraden, 

Idie  den  Kegelschnitt  schneiden  und  eine  Fläche  4^^^  Ordnung 
Uhren,  die  den  Kegelschnitt  zur  Doppelcurve  und  ausserdem 
II  4  andere  conische  Punkte  hat.     Die  Congruenz  ist  4^^^  Classe. 

(3)  Der  Kegel  degenerirt  nicht  und  die  singulare  Linie  ist 
ebene  Curve  3^^^  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt;  die  Con- 

trnz   ist   6^^  Classe;    sie  entsteht  auf  die  folgende  Art:    Man 

'imt  im  Baum  4  Punkte  an,   deren   6   Verbindungsgerade  sich 

'  der   Curve   3^^^  Ordnung   schneiden;    aUe  Kegel    ^*^^   Grads, 

•en  Spitzen  auf  der  Curve   liegen,   und   welche  durch  die  vier 

'■''hlten  Punkte  und  durch   den  Doppelpunkt  der  Curve  gehen, 

^en  die  Congruenz  (2,  6). 

Hk         (4)  Der  Kegel  degenerirt  nicht  und  die  singulare  Linie  ist 

^eHamncurve  3^^^  Ordnung;  die  Congruenz  ist  6^^  Classe;  sie 

steht  auf  die  folgende  Art:  Auf  der  Baumcurve  5*^^  Ordnung 

jtmt  man   4  Punkte  an    und    zieht  durch    einen  von  ihnen  P 

ll^lßehne,  tvelche  die  Curve  in  einem  fünften  Punkt  Q  schneidet; 

^^esammtheit  der  Kegel    ^*®^   Grads,    deren  Spitzen  auf  der 

rve  liegen,    und  welche    durch    die   4   Punkte   gehen    und    in 

die  Sehne  PQ  berühren,  erzeugt  die  Congruenz. 

Die  sechs  Verbindungsgeraden  der  4  Punkte  sind  Doppel- 
ahlen der  Congruenz  und  die  4  Punkte  sind  singidär  vom 
""  Grad. 


Die  Congruenzen  2*^^  Ordnung  mit  singulären  Linien  be- 
ridelte  zuerst  Kummer  in  dem  wiederholt  citirten  Aufsatz 
m  Jahr  1866;  er  begann  sie  zu  classificiren ;  es  entgingen  ihm 
ioch  einige  Species;  vollständig  ist  die  Aufzählung  von  Sturm, 
'fh.  Ann.,  36,  von  Schumacher,   ib.,    38  und   in  der  schon 

yn  Dissertation    Schumacher's.      Das    letzte   Kapitel    des 

Bds.  des  Stürmischen  Werks  gibt  eine  eingehende  Darstel- 
"'  dieser  Congruenzen. 

Mit   ihnen   beschäftigte    sich    auch   Montesano,  Atti   Acc. 

no,  1892;  Bend.  Lincei,  (5),  1;  Bend.  Palermo,  7;  Bend. 
•  Lomb.,  1893;  er  studirte  ihre  Abbildung  auf  eine  Ebene. 
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Ueber  die  Congruenzen  höherer  als  der  zweiten  Ordnui 
existiren  nur  wenige  Arbeiten. 

Eine  der  ersten  ist  von  Inner,  lieber  Strälilensysteme  3^^^  Or 
nimg  mit  Brenncurven,  Dissertation,  Halle  1870  (siehe  die  Fortsd 
d.  Math.,  1870,  p.  611);  eine  Congruenz  (3,  3)  wurde  v 
Eoccella  in  einer  unter  dem  Titel :  Sugli  enti  geometrici  dei 
spazio  di  rette  etc.,  1882  separat  publicirten  i^beit  untersucl 
in  welcher  der  Verfasser  eine  specielle,  durch  drei  projecti 
Büschel  linearer  Complexe  erzeugte  Congruenz  studirte.  Mit  Co 
gruenzen  3*^^  und  höherer  Ordnung  befassten  sich  auch  Hirs 
Proc.  London  Soc,  14,  16,  17;  Bend.  Palermo.,  1  und  Fan 
Atti  Acc.  Torino,  1894—1896;  1901;  Mem.  Acc.  Torino,  {t 
50,  1901.  In  dem  letzteren  Aufsatz  stellt  Fano  seine  sänm 
liehen  früheren  Untersuchungen  über  die  Congruenzen  S^^^  Cr 
nung  ohne  singulare  Linien  systematisch  zusammen. 

§  14.    Die  Kugelgeometrie. 

Wenn  5  Kugeln  gegeben  sind,  deren  Gleichungen  in  Car 
sischen  Coordinaten 

s,  =  {x-  ay  +  (y-  ft)^  +  (,-  yy  -  S,'  =  0, 
(i=l,2,...,5) 

laufen,   so    lässt  sich    die    Gleichung  jeder    anderen   Kugel   ( 
Baums 

S  =:  S^X^   ~r  ^2^2      I      %^3      1      ^4^4  "T"  ^5%  ""^^  0 

schreiben,    worin    die    x    Grössen    bedeuten,    die    von    der   S] 
ciellen  in  Betracht  gezogenen  Kugel  abhängen. 

Die  fünf  Grössen  x  kann  man  zu  homogenen  Coordi7ia 
einer  Kugel  des  Raums  nehmen;  die  fünf  gegebenen  Kug< 
sind  dann  die  Fundamentalkugeln  des   Coordinatensystems. 

Betrachtet    man    die   Kugel   als    Element   eines   Raums, 
bildet    offenbar    die   Gesammtheit    aller    Kugeln    einen    linear 
Baum  von  4  Dimensionen,  während  die  Gesammtheit  aller  Gerac 
des  Raums,    wie   wir   schon   gesagt   haben,    einen  quadratisch 
Raum  von  4  Dimensionen  bildet. 

Dieses  homogene  Coordinatensystem  wurde  von  Loria  i 
gewendet. 

Ein  anderes  von  Reye  benutztes  System  nicht  homogei 
Coordinaten  ist  das  folgende: 

Wir  wollen  Potenz  eines  Punlds  in  Bezug  auf  eine  Ku 
das    Produkt  der   Abstände    des   Punkts    von   zwei   mit   ihm 
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rselben  Geraden  liegenden  Punkten  der  Kugel  nennen;  (dieses 
odiict  hleiht  heim  Variiren  der  durch  den  Punkt  gehenden  Trans- 
•salen  constant);  die  drei  Coordinaten  cc^  ß,  y  des  Mittelpunkts 
:  Kugel  und  die  in  Bezug  auf  die  Kugel  gebildete  Potenz  p 
5  Anfangspunkts  der  Cartesischen  Coordinaten  (diese  Potenz 
rd  durch  ci^  -{-  ß^  -\-  y^  —  U'^  =  p  ausgedrückt)  können  zu 
ordinaten  der  Kugel  im  Raum  genommen  werden. 

Die  Coordinaten  x^  haben  (analog,  tvie  bei  den  homogenen 
inM-  oder  Ebenencoordinaten)  die  Eigenschaft,  dass  eine  jede 
■er  linearen  Transformationen  geometrisch  der  Umänderung  des 
■^tems  der  fünf  Fundamentalkugeln  in  ein  System  von  fünf 
deren  entspricht,  welche  in  Bezug  auf  die  früheren  zu  Coor- 
*taten  die  Coefficienten  der  zu  der  gegebenen  inversen  linearen 
bstitution  haben. 

Sie  haben  ausserdem  die  Eigenschaft,  dass,  tvenn  der  Kugel- 
mittelst  einer  Transformation  durch  reciproke  Badienvectoren 
^sformirt  wird,  die  Coordinaten  der  transformirten  Kugeln  in 
^mg  auf  die  5  transformirten  Fundamentalkugeln  dieselben  sind, 
die  der  früheren  Kugeln  in  Bezug  auf  die  früheren  5  Fun- 
tmentalkugeln.     L  o  r  i  a. 

Setzt  man 

l'B..,=    2i?,;    =    J?/    +    Jj/    — 

-  I  («.■  -  -,T~  +  (ft  -  ß,r  +  (j:  -  r,)^ ) , 

'  heisst  der  Ausdruck  2J?^.^.  Invariante   der   beiden  Fundamen- 

Ikugeln   (i),  (^■);    sein   Verschwinden  ist  die  nothtvendige   und 

isreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Kugeln  einander 

ihogonal  (senkrecht)  schneiden. 

Wenn  alle  B^j  verschtvinden,  d.  h.,  wenn  die  fünf  Kugeln 

(•  je  zweien  senkrecht  auf  einander  stehen,   so  gilt  die  Belation 

v7    1 

^  ^  =  0.     Darboux,    Sur    une    classc    remarquable    des 

'irbes  et  surfaces,  Paris  1873,  p.  135. 

Fünf  Kugeln,  die  sich  zu  je  zweien  orthogonal  schneiden, 
'itnen  nicht  sämmtlich  reell  sein. 

Wird  mit  B  der  Radius  einer  beliebisren  Kugel  mit  den 
oordinaten^  x-.,  (i  =  1,  2,  3,  4,  5)  bezeichnet,  so  besteht  die 
ormel 


♦ 


^^^^R,,.,.,. 


(^-.r. 


^s  welcher  unmittelbar    die  Beziehungen  vor  Augen  treten,  die 
vvischen  den  x  bestehen  müssen,  damit  die  Kugel  entweder  den 
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Radius  Null  habe  (sich  auf  einen  Punkt,  eine  sogenannte  Punl 
Tiugel,  reducire)  oder  einen  unendlich  grossen  Radius  habe  (si( 
auf  eine  Ebene,  eine  Ebenenkugel,  reducire). 

Eine  PunJctkugel  ist  als  orthogonal  zu  einer  Kugel  anz> 
selten,  wenn  sie  auf  ihr  liegt;  ztvei  Punktkugeln  sind  orthogom 
wenn  sie  zusammenfallen. 

Nennt  man  B^    die  Polare  des  Pols  y  in  Bezug  auf  die  For 

^xx  "^^  ^  -^ij  ^i  ^'j  ? 

ij 

so  ist  die  gemeinschaftliche  Invariante  der  beiden  Kugeln  i, 
den  Coordinaten  (x)  und  (y) 

Bxy 

Die  Bedingung  dafür,  dass  die  beiden  Kugeln  (x),  ( 
einander  berühren,  ist 

J^yyK.  -  (KyY  =  0  • 

Wie  in  der  Liniengeometrie,  so  lassen  sich  auch  in  d 
Kugelgeometrie  die  Kugelcom/plexe,  die  Kugelcongruenzen ,  ih 
Ordnungen,  etc.  definiren. 

Alle  Kugeln  eines  linearen  Kugelcomplexes  stehen  senhri 
auf  derselben  Kugel. 

Alle  Punktkugeln  des  Raums  bilden  offenbar  einen  Compl 
2^^  Grads,  dessen  Gleichung 

^B.jXiXj==0 
ij 
lautet;  wenn  man  zwischen  den  x  eine  neue  quadi-atische  Gl 
chung  aufstellt,  so  ergibt  sich  ein  anderer  Kugelcomplex  2*^^^  Gra( 
die  den  beiden  Complexen  gemeinschaftliche  Congruenz  4*^''  Oi 
nung  wird  nur  von  Punktkugeln  gebildet;  dabei  ist  das  Theon 
bemerkenswerth,  dass  der  Ort  dieser  cx)^  Punkfkugeln  eine  Cycl> 
ist.     Siehe  Kap.  12,  §  7. 

Ferner  gilt  im  Allgemeinen: 

Der  Ort  der  Punktkugeln  eines  Complexes  n^^^  Ordnu 
ist  eine  Fläche  2n^^^  Ordnung,  die  den  unendlich  fernen  in 
ginären  Kreis  zur  n- fachen  Linie  hat.  Der  Ort  der  Pnn 
kugeln  einer  Congruenz  w*®'"  Ordnung  ist  eine  Curve  2n^^^  Ordern 

Von    diesem    Gesichtspunkt    aus    studirte    und    classifici 
Loria  die  Cycliden^  wie  wir  an  der  betreffenden  Stelle,  Kap. 
angegeben  haben. 


§  14.    Punktkugeln  eines  Complexes. 
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Die    ersten    Begriffe    einer    Kugelgeometrie    verdankt    man 

j,  Compt.  Bend.,    1870;   Math.  Ann.,  5,   ferner  Darboux  in 

I  n  schon  auf  Seite  421   citirten  Werk  (vergl.  auch  Darboux, 

>ns  sur  la  theorle  generale   des  surfaces,   Vol.  1:    Les  coor- 

'('es  pcntasplieriques)\  auf  sie  folgten  Reye,  Synthetische  Geo- 

rle  der  Kugeln  und  linearen  Kugelsysteme  mit  einer  Einleitung 

die    analytische   Geometrie    der  Kugelsysteme,    Leipzig    1879; 

■lle,  99;  Loria,  Mem.  Acc.  Torino,  1884;  Atti  Acc.  Torino, 

s5. 

Die  Arbeit  des  letzteren  Autors  enthält  eine  systematische 
handlung  des  Gegenstands;  wir  haben  sie  zu  den  wenigen 
igen  Angaben  benutzt. 

Mit  metrischen  Beziehungen  in  Bezug  auf  die  Kugeln  des 
ums  beschäftigten  sich  Frobenius,  Grelle,  79;  Darboux, 
c.  und  Ann.  de  VEc.  norm,  sup.,  1872;  siehe  auch  Salmon- 
edler,  Anal.  Geom.  des  Baums ^  2.  Thl.,  3.  Aufl.  p.  453  u.  ff. 
Ueber  die  Bestimmung  der  durch  drei  gegebene  Punkte 
henden  Bunldkugel  und  die  Beziehung  dieses  Problems  zu  der 
ifgabe,  den  Kreis  zu  construiren,  der  drei  gegebene  Kreise 
rührt,  siehe  Casey,  Trans.  Irish  Ac,  1866;  Cayley,  Ann. 
it.,  (2)   1. 


Kapitel  XV. 
Abzählende  Geometrie. 

§  1.    Allgemeines.  —  Prineip  der  Erhaltung  der  Anza 

Die  abzählende  Geometrie  beschäftigt  sich  mit  den  Problem 
die  zu  ermitteln  suchen,  tvie  viele  bestimmte  geometrische  Gebi 
■existiren,  die  gegebenen  Bedingungen  genügen;  z.  B.  wie  vi 
Kegelschnitte  eines  Büschels  eine  Gerade  berühren,  oder  ^ 
viele  Curven  4*®^  Ordnung  mit  einem  dreifachen  Punkt  du 
zehn  gegebene  Punkte  gehen,  etc. 

Nachdem  das  geometrische  Gebilde  definirt  ist,  nehmen  ^ 
an,  es  existiren  oo^  Individuen,  die  dieser  Definition  entsprech 
d.  h.,   v^ir  setzen  voraus,    bei    der   analytischen   Darstellung 
Gebildes  bleiben  c  Constante  unbestimmt;  die  Zahl  c  pflegt  i 
dann  die  Constantenzalü  des  Gebildes  genannt  zu  werden. 

1.  Für  einen  Funkt  der  Ebene  ist  c  =  2  und  für  eii 
JPtmJct  des  Baums  c  =  3. 

2.  Für  eine  Ebene  des  Baums  ist  c  ==  3. 

3.  Für  eine  Gerade  in  der  Ebene  ist  c  =  2  und  für  ( 
solche  im  Baum  =  4. 

4.  Bei   einem  Breieck   im  Baum   wird  c  =  9   und  in 
Ebene  c  =  6. 

5.  Die  Constantenmhl  eines  ebenen  Polygons  von  n  Sc 
im  Baum  beträgt: 

c=  2n-\-  3. 

6.  Für  ehi  Polyeder  von  k  Seiten  ist  c  =  k  -]-  Q.  Hop 
Grunerfs  Arch.,  55;    Schubert,  ib.,  63. 

7.  Die  Constantcnzahl  beträgt  für  eine  in  einer  gegehe 
Ebene  liegende  Curve  n^^^  Ordnung,  v*"  Classe,  mit  d  Dop^ 
punkten,  r  Spitzen,  6  Boppeltangenten,  i  Inflexionen: 

c=  3  +  -\n(n  -\-'6)  —  d  —  2r  =  3+-^v(v  +  3)—  S  — 
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8.  für  eine  allgemeine  Fläche  n^^^  Ordnung: 

c  =  i(«+l)(«  +  2)(«  +  3)  — 1, 

9.  für  einen  allgemeinen  Liniencomplex  n^^^  Ordnung: 

c  =  i(n  +  1)  («  +  2y  («  +  3)  —  1; 

üroth,  CreUe,  67;   Voss,  Math.  Ann.,  9. 

Wenn  y  eine  Bedingung  ausdrückt,  welcher  ein  geometri- 
hes  Gebilde,  dessen  Definition  gegeben  ist,  unterworfen  wird, 
ad  z  eine  andere  solche  Bedingung,  so  wird  die  aus  beiden  zu- 
immen  resultirende  Bedingung  durch  yz  dargestellt  und  das 
roducf  der  beiden  Bedingungen  genannt. 

Wenn  z.  B.  g  die  Bedingung  bezeichnet,  unter  welcher  eine 
erade  eine  bestimmte  andere  Gerade  schneidet  und  gp  die  Be- 
ingung,  die  erfüllt  sein  muss,  damit  eine  Gerade  durch  einen 
unkt  gehe,  so  stellt  ggp  die  Bedingung  dar,  unter  welcher 
.ne  Gerade  durch  einen  Punkt  geht  und  eine  andere  Gerade 
•ifft;  g'^  die  Bedingung  dafür,  dass  eine  Gerade  zwei  gegebene 
erade  schneide,  etc. 

Man  sagt,  eine  Bedingung  sei  von  der  Dimension  cc  für  ein 
estimmtes  geometrisches  Gebilde,  wenn  sie  zu  a  Gleichungen 
wischen  den  c  Constanten  des  Gebildes  führt,  d.  h.  wenn  oü^~^ 
Jebilde  vorhanden  sind  (cx)^  =  endliche  Zahl),  die  der  gegebe- 
len  Bedingung  genügen.  Die  Gesammtheit  aller,  der  Bedingung 
on  der  Dimension  a  genügenden  cx)^~"  Gebilde  heisst  ein 
>ystem  von  der  (c  —  ccf^^  Stufe;  so  ist  eine  Curve  ein  System 
l*^"^  Stufe;  ein  Strahlencomplex  ein  System  S*®'^  Stufe,  eine 
legelfläche  ein    Strahlen  System   1*®^  Stufe    etc. 

Die  Dimension  einer  Bedingung ,  welche  das  Product  meh- 
'crer  anderer  ist,  kommt  der  Summe  der  Dimensionen  der  Fac- 
oren  gleich. 

Es  sei  c  die  Constantenzahl  eines  geometrischen  Gebildes 
md  diesem  mögen  c-fach  zusammengesetzte  Bedingungen  auf- 
erlegt werden ;  alsdann  existirt  im  Allgemeinen  eine  endliche 
Anzahl  N  von  Individuen  des  Gebildes^  welche  diesen  Bedin- 
jfungen  genügen. 

Wird  die  gegenseitige  Lage  der  Elemente  des  Gebildes  ge- 
'indert,  oder  wird  sie  auf  geeignete  Weise  specialisirt,  so  bleibt 
die  Zahl  N  entweder  iingeändert  oder  wird  unendlich  gross.  Dieser 
Satz  heisst  das  Princip  der  Erhaltung  der  Anzahl  oder  das  Frincip 
der  gleichgiütigen  oder  spcci eilen  Lage.  Schubert.  Algebraisch 
interpretirt,   sagt   es    aus,   dass   eine   Gleichung,    wie  man    auch 
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die  Werthe  ihrer  Coefficienten  ändern  möge,  entweder  dieselbe 
Anzahl  von  Wurzeln  behält,  oder  eine  Identität  wird,  in  wel- 
chem Fall  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln  unendlich  gross  ist. 

Selbstverständlich  muss  man  bei  seiner  Anwendung  die 
durch  die  vorgenommenen  Aenderungen  etwa  eingetretene  Ver 
vielfachung  der  Individuen  in  Rechnung  ziehen. 

Dieses  Princip  ist  sehr  förderlich ,  weil  man  durch  Spe 
cialisirung  der  Lage  der  Elemente  eines  Gebildes  die  Berechnung 
der  Anzahl  von  Individuen,  die  gegebenen  Bedingungen  genügen 
bedeutend  vereinfachen  kann.  Ein  Beispiel  wird  seine  Anweii 
düng  erläutern: 

Man  wünscht  zu  wissen,  wie  viele  Gerade  4  gegeben* 
Oerade  treffen. 

Man  weist  den  4  Geraden  eine  specielle  Lage  an  um 
nimmt  z.  B.  an,  zwei  von  ihnen  gehen  durch  einen  Punkt  j 
und  die  beiden  anderen  durch  einen  anderen  Punkt  P';  dann  gib 
es  offenbar  zwei  Gerade,  welche  die  4  Geraden  treffen  und  zwa 
die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  P,  P'  und  den  Schnit 
der  beiden  Ebenen,  in  denen  die  beiden  gegebenen  Paare  vo 
Oeraden  liegen.  Vermöge  des  obigen  Princips  können  wir  dahe 
behaupten,  dass  immer  zivei  Gerade  existiren,  welche  vier  gegehert 
Gerade  treifen.  Es  leuchtet  auch  ein,  dass  durch  andere  Sp( 
cialisirung  der  Lage  der  vier  Geraden  (z.  B.  durch  die  Annahm« 
drei  der  Geraden  liegen  in  einer  Ebene  oder  gehen  durch  eine 
Punkt  etc.)    die  gesuchte  Anzahl   unendlich   gross  werden  kam 

Die    Anwendungen    dieses    Princips,    welches    als    Postuli  - 
anzunehmen  ist,  sind  verschiedenartig;  es  wurde  von  Schubei 
klar   formulirt    und    kann    auf    vier    verschiedene    Arten    ausg< 
sprochen    werden,    die   sich   als    Corollare   des   Princips   ansehe 
lassen.      Siehe    Schubert,    Calcül    der    ahzählenden    Geomdr 
Leipzig  1879,  p.  12    u.  334. 

§  2.    Symbolischer  Calcül  der  Bedingungen. 
Incidenz-   und  Coincidenzformeln.     Sätze   über   die 

Berührungen.  / 

Für  das  Thema,  welches  uns  hier  beschäftigt,  ist  die  Y 
führung  der  folgenden  Symbolik  von  Bedeutung. 

Es  sei  ein  Gebilde  gegeben,  dessen  Constantenzahl  c  ^ 
trägt;  wenn  wir  ihm  eine  Bedingung  v  von  der  Dimensid 
auferlegen,    so    erhalten    wir   eine    endliche   Anzahl    von  Indi^ 
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en,  die  ihr  genügen;  wir  wollen  diese  Zahl  mit  demselben 
ichstaben  v  bezeichnen,  der  auch  die  Bedingung  darstellt. 

Man  kann  dann  zwischen  den  Symbolen,  welche  die  ver- 
liiedenen  Bedingungen  darstellen,  die  sich  einem  Gebilde  auf- 
legen lassen,  damit  es  auf  eine  endlicJie  Anzahl  von  Arten 
stimmt  sei ,  Fundamentalbeziehungen  oder  -Identitäten  fest- 
allen. 

Es  sei  z.  B.  p  das  Symbol,  welches  die  Bedingung  darstellt, 
iter  welcher  ein  Punkt  in  einer  Ebene  liegt  und  P  das  Sym- 
>1  für  die  Bedingung,  dass  ein  Punkt  in  einem  speciellen 
i't  fest  liege;   wir  können  dann  offenbar  symbolisch   schreiben: 


p'  =  p, 


1 
eil  beide  Terme  den  Zahlenwerth   1   haben. 

Auf  diese  Art  würde  man  nur  zu  Relationen  zwischen  Be- 
rgungen von  der  Dimension  c  kommen;  nimmt  man  aber 
nen  Kunstgriff  zu  Hülfe,  so  lässt  sich  auch  Beziehungen 
vischen  solchen  von  beliebiger  Dimension  ci<Cc  ein  Sinn  bei- 
gen: Es  mögen  verschiedene  Bedingungen  von  der  Dimension 
vorliegen;  sie  seien  v ,  v\  v'\  .  .  .  und  y  sei  eine  beliebige 
edingung  von  der  Dimension  c  —  a.  Multiplicirt  man  v,  v\ 
',  .  •  •  niit  y,  so  ergeben  sich  lauter  Bedingungen  von  der 
'imension  c.  Nun  wollen  wir  annehmen,  es  bestehe  zwischen 
en  V  eine  Relation,  wenn  die  aus  der  Multiplication  eines  jeden 
'erms  dieser  Relation  mit  (dem  beliebigen)  y  sich  ergebende 
Beziehung  (die  eine  solche  zwischen  Bedingungen  von  der  Dimen- 
ion  c  darstellt)  thatsächlich  in  dem  oben  angegebenen  Sinn 
xistirt. 

Bezeichnet  z.  B.  p^  die  Bedingung,  unter  welcher  ein  Punkt 
uf  einer  Geraden  liegt,  so  ist  offenbar 

Denn,  multiplicirt  man  z.  B.  mit  p,  so  folgt  p^  =  pPg-, 
nd  diese  Relation  besteht,  weil  beide  Seiten  der  Gleichung  den 
Verth  1  haben. 

Im    Allgemeinen   gelten    für    die    symbolischen    Gleichungen^ 
''eiche   man  auf  diese  Art  erhält,   alle   gewöhnlichen  Regeln  der 
iritkmetik  iiher  Addition,  Subtraction  und  Multiplication. 
Fundamentalrelationen  sind: 

p,  p  ,  bez.  Psind  die  Symbole,  welche  die  Bedin- 
gungen darstellen,  unter  welchen  ein  PunJct 
p'' z=L  P2)^  =  p  i        in   einer  Ebene,   auf  einer  Geraden,   oder 

fest  liegt:, 


=  Pr. 
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ee„  =  E 


99s  = 


' 

9p 



ffe 

9s 

ffffe 

a 

y 

9e' 

V 

e,e  ,  hez.E  sind  die  Symbole,  tc eiche  die  Bedü 
gungen  darstellen,  die  bestehen  müssen,  di 
mit  eine  Ebene  durch  einen  Funkt  oder  eii 
Gerade  gehe  oder  fest  liege; 

9>  9e'  9p>  9s'  ^^^-  ^  ^*^^  ^^^  Symbole  für  d 
Bedingungen,  die  bestehen  müssen,  dam 
eine  Gerade  entweder  eine  Gerade  sehnen 
oder  in  einer  Ebene  liege  oder  durch  eim 
Funkt  gehe  oder  einem  Strahlenbüschel  ai 
gehöre  oder  fest  liege*). 


Punkt  und  Gerade,  Ebene  und  Gerade,  Punkt  und  Ebei 
heissen  incident,  wenn  sie  sich  gegenseitig  angehören,  d.  h.  wer 
der  Punkt  auf  der  Geraden  liegt,  die  Gerade  in  der  Ebene  od» 
der  Punkt  in  der  Ebene;  zwei  Gerade  heissen  incident,  wenn  s 
sich  schneiden. 

Incidenzformeln  werden  wir  alle  Gleichungen  zwischen  d( 
Bedingungen  nennen,  welche  diese  vier  Incidenzen  darstellen. 

Sie  lauten,  wenn  die  Symbole  die  oben  angegebene  Bede 
tung  haben: 


P9   =Prj  +  9e=P^^  +  9e^ 
P9p=P^+9s^ 

P9s  =  P^9p=  G  -\-p^g=  G  +p^"g,, 

eg   =9p-\-  %  =  9p  +  e^ 

e9e  =9s  +  ^^' 

eVe=  ^9s  =G^e'g=G  +  e'^g^, 

p^  —  p'^e  -f-  pe^  —  e^  =  0, 
p^e  — p^e^  +  pt^  =  0, 

(^—9j^+9e\+9plie-9K-\-H^0, 
Gh—gXhp+h:)-\-{g,^-^g:)h—gH=0, 
^K  —  9sK  +  9pH=:0, 
^^-9sK+  9eH  =  0. 


Die  Gerade  g  und  d 
Punkt  p  gehören  si' 
an. 

Die  Ebene  e  und  d 
Gerade  g  gehören 
sich  an. 

Der  Punkt  p  und 
die  Ebene  e  gehör 
sich  an. 

Das  Symbol  h  ist,  wie 
das  Symbol  einer  G 
raden  und  die  beid 
Geraden      g    und 
schneiden  sich. 


*)  Diese  Symbole  haben  Schubert  in  seinen  weiter  unt 
citirten  Arbeiten  und  auch  andere  deutsche  Autoren  benutzt;  sie  l 
ziehen  sich  auf  die  Anfangsbuchstaben  der  Worte  Gerade,  Ebsi 
Funkt,  Strahl. 
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Diese  Formeln  kommen  auf  vielfache  Art  zur  Anwendung; 
r  können  uns  dabei  aber  nicht  aufhalten  und  verweisen  auf 
s  Schubert 'sehe  Werk.  Wir  beschränken  uns  darauf,  einige 
ispiele  anzuführen. 

Es  liege  das  einfach  unendliche  System  aller  Berührungs- 
raden  und  der  bezüglichen  ^erührangspunJcte  einer  Raumcurve 
)r;  wenn  man  dann  ein  einfach  unendliches  System  derartiger 
iirven  betrachtet,  so  erhält  man  in  der  Gesammtheit  ein 
»ppelt  unendliches  System  von  sich  angehörenden  Geraden 
id  Punkten.  Füi*  ein  solches  System  stellt  das  Symbol  p^  die 
edingung  dar,  unter  welcher  einer  dieser  Punkte  gleichzeitig 
zwei  gegebenen  Ebenen  liegt ,  d.  h.  in  einer  gegebenen 
eraden',  es  stellt  mithin  auch  die  Anzahl  der  Curven  des 
^stems  dar,  welche  von  einer  gegebenen  Geraden  geschnitten 
erden;  ebenso  wird  das  Symbol  g^  die  Anzahl  der  Tangenten 
3S  Systems  angeben,  welche  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen, 
aber  auch  die  Anzahl  der  Curven  des  Systems,  die  eine  gege- 
3ne  Ebene  berühren,  und  pg  die  Anzahl  der  Punkte  des  Systems, 
ie  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen  und  zugleich  Geraden  ent- 
Drechen,  die  eine  andere  gegebene  Gerade  schneiden;  aus  der 
ormel  pg  =  p^  -\-  g^  folgt  daher  das  Theorem: 

Es  liege  ein  einfach  unendliches  System  von  Baumcurven 
or;  wenn  m  der  Anzahl  der  Curven,  die  eine  gegebene  Gerade 
chneiden,  die  Anzahl  der  Curven  addirt  wird,  die  eine  bestimmte 
^ene  berühren,  so  erhält  man  als  Summe  die  Anzahl  der 
^urven  des  Systems,  tvelche  eine  Ebene  derart  schneiden,'  dass 
Tangenten  in  den  Schnittpunkten  eine  bestimmte  Gerade 
effen;  oder  man  erhält  den  Grad  der  Curve,  tvelche  der  Ort 
er  Berührungspmikte  aller  eine  gegebene  Gerade  schneidenden 
"a^enten  an  die  Curven  des  Systems  ist;  Z euth en,  Compt. 
"tend.,  1872. 

Es  sei  n  die  Ordnung  einer  ebenen  Curve,  v  die  Bedingung, 
tnter  welcher  sie  eine  gegebene  Gerade  des  Raums  schneidet, 
^  die  Bedingung  dafür,  dass  ihre  Ebene  durch  einen  gegebenen 
unkt  gehe,  P  diejenige,  unter  welcher  sie  selbst  durch  einen 
^unkt  geht.  Betrachtet  man  ein  doppelt  unendliches  System 
olcher  Curven,  so  erhält  man  ein  dreifach  unendliches  System 
'on  Punkten,  und  die  Ebenen  der  Curven  bilden  ein  doppelt 
inendliches  System  von  Ebenen. 

Die  Incidenzf ormel 

2r  —  p^e  -\-  pe-'  —  e^  =  0 
xira 
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P  =  ja  V  —  w  jit^, 
weil 

i?^  =  P,    e  =  (i,   p^  =  V 
und  überdies 

e3  ^  ^3  ^  0 

ist ,  da  im  Allgemeinen  in  einem  doppelt  unendlichen  Systei 
von  Curven  die  (dreifacJie)  Bedingung  nicht  erfüllt  werden  kam 
dass  eine  Curve  dieses  Systems  in  einer  willkürlich  vorgeschrit 
benen  Ebene  liegen,  d.  h.,  dass  die  Ebene  der  Curve  durch  dr^ 
gegebene  Punkte  gehen  soll. 

Nun  drückt  die  oben  angegebene  Relation  die  BedingiiB 
P  durch  die  beiden  anderen  v  und  ,a  aus ;  wenn  wir  daher  eir 
Tabelle  hätten,  aus  welcher  wir  den  Werth  von  ^v  und  >. 
entnehmen  könnten,  so  würden  wir  den  Werth  von  P  erhalte: 
So  wollen  wir  z.  B,  ein  doppelt  unendliches  System  von  Kegi 
scJmitten  im  Raum  und  zwar  speciell  das  System  aller  Kege 
schnitte  betrachten,  die  drei  gegebene  Ebenen  berühren  und  dr 
gegebene  Gerade  schneiden;  nennt  man  q  die  Bedingung,  untt 
welcher  ein  Kegelschnitt  des  Raums  eine  Ebene  berührt,  so  las 
sich  die  Bedingung,  welcher  alle  diese  Kegelschnitte  genügt 
müssen,  durch  v^q^  ausdrücken.  Multiplicirt  man  daher  bei( 
Seiten  der  Incidenzformel  mit  v^q^,  so  erhält  man,  da  im  vo 
liegenden  Fall  n  =  2   ist. 

Aus  der  Tabelle,  die  wir  weiter  unten  in  §  4  folgen  lasb. 
entnehmen  wir: 

^v^Q^=  72,      ^^-v\^  =  24, 

mithin 

P^Y  =  24, 

d.  h.,  in    unserem  System   gibt    es    24    Kegelschnitte,    die   dur( 
einen  Punkt  gehen. 

Coincident  heissen  zwei  Elemente  (zwei  Punkte,  zwei  G 
rade,  zwei  Ebenen),  die  unendlich  nahe  aneinander  liegen. 

Die  bezüglichen  Formeln  heissen  Coincidenzformeln.  i" 
von  ihnen  entspricht  dem  sogenannten  Chasl es' sehen  Coincid' 
princip.     Siehe  Kap.  1,  §  2. 

Wir  wollen  annehmen,  ein  einfach  unendliches  System  vi 
Paaren  von  Punkten  sei  derart  gegeben,  dass  es  in  ihm  p  Paa 
gibt,  die  den  ersten  Punkt  und  q  Paare,  die  den  zweiten  Puai 
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meinschaftlich  haben,  und  es  stelle  g  die  Gerade  dar,  welche 
beiden  Punkte  eines  Paars  verbindet  und  mithin  auch 
Anzahl  der  Geraden,   welche  Paare   von  Punkten  verbinden 

d  von  einer  heliehigen  Geraden  des  Raums  getroffen  werden. 
'  ichnet  man  dann  mit  e  die  Anzald  der  Coincidenzen ,  d.  h. 
Zahl,  tvelche  angibt,  uie  oft  die  beiden  Funkte  eines  Paars 
cidircn,  so  ergibt  sich  die  Formel 

£=P  +  (l  —  9 (1) 

Wenn  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punl'te  eines  Paars 
feste  Lage  hat,  so  wird  g  =  0  und  man  erhält 

>e  letztere  Beziehung  entspricht  der  Ghasl es' sehen  Correspon- 
-formel. 

Aus  der  Formel  (l)  lassen  sich  verschiedene  andere  ableiten, 
^A.  die  beiden  folgenden: 

Bk  ^P  =P<l  —  9e^ 

i^mi  die  nachstehende  Art  zu  interpretiren  sind: 

Ist  ein  dreifach  unendliches  System  von  Punktepaaren  ge- 

und  man  addirt  die  Anzahl  der  Paare,  deren  erstes  Ele- 

lent   fest  liegt,   die  Anzahl    derjenigen,   deren    ztveites  Element 

'^  liegt,   und  den  Grad  des  Liniencomplexes ,  tvelcher   aus  den 

^^entsprechenden    Punkte    eines    Paars    verbindenden   Geraden 

^fff^t,  so  ist  die  Summe  derjenigen  Zahl  gleich,  welche  angibt,  wie 

'  sich   zwei  entsprechende  Punkte  unbegrenzt  in    einer  Richtung 

linder  nähern,  die  durch  einen  beliebigen  festen  PunJct  geht. 

Bei    einem    doppelt   unendlichen  System    von   Punktepaaren 

>t  die  Differenz  zivischen  der  Anzahl  der  Paare,   deren  Punkte 

ez.  in  zwei  voraus  bestimmten  Ebenen  liegen   und  der  Anzahl 

'er  Paare,  für  welche  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  in 

iner  im  Voraus  festgesetzten  Ebene  liegt,  der  Ordnung  der  Raum- 

urve  gleich,  ivelche  der  Ort  der  Coincidenzen  ist. 

Es  lassen  sich  nun  die  Formeln  für  die  Ausdehnung  des 
hasles'schen  Correspondenzprincips  auf  die  Ebene  und  den 
laum  ableiten.  Sie  sind  von  Salmon,  Geom.  of  three  dim., 
-  ed.,  1865,  p.  511  (siehe  Fiedler's  Bearbeitung,  2.  Thl.  2.  Aufl., 
••556);  Zeuthen,  Compt.  Bend.,  1874;  Schubert,  Math, 
^nn.,  10  angegeben  worden.  Siehe  auch  des  letzteren  Calciil 
^<r  abzählenden  Geometrie,  Leipzig  1879,  p.  45. 
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Aus  denselben  Principien  ergeben  sich  die  folgenden  wicl 
tigen  Theoreme: 

Es  liege  ein  einfach  unendliches  System  ebener  Curven  un 
ausserdem  eine  Curve  n^^^  Ordnung  und  m^^^  Classe  vor.    Wem 

V  und  Q  die  sogenannten  beiden  Charakteristiken  des  Si)ster)\ 
ebener  Curven  sind.,  d.  h.  angeben,  wie  viele  Curven  des  Sysfen 
durch  einen  Punkt  gehen  bez.  eine  Gerade  berühren,  so  gibt  es 

nq  -\-  mv 

Curven  des  Systems,  welche  die  gegebene  Curve  berühren. 

Und  ähnlich:  In  einem  einfach  unendlichen  System  vo 
Baumcurven  gibt  es 

nQ  -\-  mv 

Curven,  die  eine  Fläche  n^^^  Ordnimg  und  m^^^  Classe  berühre, 
wenn    mit  q    die  Anzahl    der    eine  Ebene   berührenden  und  m 

V  die  Anzahl  der  eine  Gerade  schneidenden  Curven  bezeichn 
wird. 

Die  Berührungspunkte  zweier  einfach  unendlicher  Systen 
von  ebenen  Curven,  deren  Charakteristiken  bez. 

^1'    Ql'l      ^2'    9-2 

sind,  bilden  eine  Curve  von  der  Ordnung 

'^lQ2  +  Ql^2  +  n'^2' 

und  die  Tangenten  in  diesen  Berührungspunkten  umhüllen  ei) 
Curve  von  der  Classe 

'^1^2  +  ?i^2  +  Q1Q2  • 
Eine  Verallgemeinerung  des   1**^^  Theorems  lautet: 
Es  sei  in  der  Ebene  eine  Zuordnung  zwischen  Punkten  ur, 
Geraden  von  der  Art  festgestellt,  dass  jeder  Geraden  eine  Anza 
Q  von  auf  ihr  liegenden  Punkten  und  jedem  Punkt  eine  Anza 

V  von   durch  ihn  gehenden  Geraden  entspricht;  es  wird  dann 

nq  -f~  "^^ 
mal  vorkommen,  dass  eine  dieser  Geraden  in  einem  der  ihr  eh 
sprechenden  Punkte  eine  ebene  Curve  n^^  Ordnung  und  m^^^  Glas 
berührt. 

Dieser  Satz  kann  zur  Ableitung  des  Correspondenzprinci] 
von  Brill-Cajle-y  benutzt  werden  (siehe  Kap.  5,  §  4),  welch 
die  Erweiterung  des  für  die  Correspondenzen  auf  der  Geradt 
geltenden  Chasles'schen  Princips  auf  diejenigen  Correspondenz« 
ist,  die  auf  Curven  beliebigen  Geschlechts  bestehen.  Siehe  §  1 
des  citirten  Schubert 'sehen  Werks. 
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Um  die  Fruchtbarkeit  dieser  Theoreme  darzuthun  und  ihre 
Lwendung  zu  zeigen,  wollen  wir  das  folgende  Beispiel  ein- 
hender  ausführen: 

Es  soll  zu  ermitteln  sein,  wie  viele  in  einer  Ebene  liegende 
'gelschnitte  5  gegebene  Kegelschnitte  berühren.  Bezeichnet 
m  mit  *S'  die  Bedingung,  unter  welcher  ein  Kegelschnitt  eines 
stems  einen  anderen  festen  Kegelschnitt  berührt  und  mit  (i 
-  Bedingung,  unter  welcher  seine  Ebene  durch  einen  Punkt 
ht,  so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Kegelschnitt  des 
men  Systems  5  Kegelschnitte  berühre,  durch 

cfeben. 

Nun  ist  aber  nach  einem  der  vorstehenden  Theoreme 

S  =  nQ  -f-  mv  =  2q  -\-  2v, 

.eü  in  dem  vorliegenden  Fall  m  =  n  =  2  ist;  die  Bedingung 
utet  daher: 

Aus  den  Tabellen  in  §  4  entnehmen  wir  dann  die  Werthe 
)n  fi^^^,  fi^Q^v,  etc.  und  erhalten  schliesslich 

^3^5  _  25-102  =  3264 
'die  Anzahl   der  Kegelschnitte   eines    ebenen  Systems,    die   5 


m 

3gebene  Kegelschnitte  berühren 


§  3.    Die  Charakteristikentheorie. 

Man  habe  in  einer  Ebene  ein  einfach  unendliches  System 
on  Kegelschnitten;  es  sei  z  eine  Bedingung  1*^^  Dimension 
:!ine  einfache),  und  v  bez.  q  mögen  die  Bedingungen  darstellen, 
nter  denen  ein  Kegelschnitt  des  Systems  durch  einen  Punkt 
eht  bez.  eine  Gerade  berührt. 

Die  Charakteristikentheorie  beruht  auf  dem  nachstehenden 
atz  von  Chasles,  der  zwar  von  Chasles  als  allgemein  giltig 
ingestellt  wurde,  der  aber,  wie  man  später  in  Folge  der  Unter- 
K-hungen  von  Halphen   einsah,    nicht   für   alle  Fälle  gilt. 

Die  Bedingung  z  lässt  sich  (tvie  Halphen  zeigte,  nicht 
Ugemein,  sondern  nur  in  vielen  Fällen)  linear  durch  v  und  q 
mttelst  der  Formel 

Z  =  av  -\-  ßg 

Pascal,  Eepertorium.  n.  28 
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ausdrücken,  tvor'm  a,  ß  mir  von  der  Bedingung  z  ahhängi 
Zahlen  sind.  Die  Zahlen  v,  q  heissen  Charakteristiken  d 
Kegelschnittsystems. 

Dieses  Theorem,  welches  eine  wichtige  Formel  der  abzä 
lenden  Geometrie  der  Kegelschnitte  enthält,  wurde  durch  Vt 
suche  von  Chasles,  Compt.  Rend.,  1864  aufgefunden,  oh: 
Beweis  formulirt  und  zu  verschiedenen  Anwendungen  benutzt. 

Bewiesen  wurde  es  von  C  leb  seh,  Math.  Ann.,  6;  Ha 
phen.  Bull.  Soc.  matli.,  1;  Schubert  und  Hurwitz,  Gö 
Nachr.,  1876;  Schubert,  AU.  Geom.,  §38;  Brill,  Ma\ 
Ann.,  10;  etc. 

Das  Chasles' sehe  Theorem  gilt  jedoch  nicht  für  jede  E 
dingung  z.,  wie  Hai  phen  nachwies,  Compt.  Rend.,  83,  p.  5; 
und  886;  Froc.  Lond.  math.  Soc,  9,  10;  Math.  Ann.,  15;  Joui 
de  VEc.  pol.,  45;  er  machte  zu  dem  Theorem  den  Zusatz: 

Damit  das  Chasles' sehe  Theorem  giliig  sei,  d.  h.,  dm 
sich  z  durch  die  Formel 

z  =  av  -\-  ßQ 

ausdrücken  lasse,   tvorin   a  und  ß   nur  von  z  abhängen,   ist 
nöthig  und  ausreichend,  dass  die  Anzahl  der  Kegelschnitte,  iveU 
der  Bedingung  z  genügen  und  eine  Berührung  3*^^^  Ordnung  i 
einer  gegebenen  Curve  haben,  cc  -{-  ß  sei. 

Andererseits  hat  Study  in  seiner  Habilitationsschrift  (Leip> 
1885,  Math.  Ann.,  26)  nachgewiesen,  dass,  von  einem  gewiss 
Standpunkt  aus  betrachtet,  der  Chasles'sche  Satz  als  allgemt 
giltig  angesehen  werden   kann. 

Aus   dem    Chasles 'sehen   Theorem    folgt    ein    Corollar 
einem  von  uns  schon  in  §  2  mitgetheilten  Satz  über  die  Anz. 
der  Berührungscurven  an  gegebene  Curven: 

Wenn  man  die  Anzahl  der  Kegelschnitte   eines  Systems 
kennen  ivünscht,  icelche  eine  Curve  n^^^  Ordnung  und  m^^^  Cla 
berühren,  so  genügt  dazu,  in  der  Chasles' sehen  Formel 

a  =  m,     ß  =  n 
zu  setzen. 

Man  kann  auch  ein  allgemeineres  Problem,  als  das  Ob: 
les'sche,  aufstellen: 

Wenn  ein  System  von  beliebigen  Gebilden  (nicht  von  Keg  ' 
schnitten  allein)  gegeben  ist,  das  nicht  nur  einfach  unendlich,  S( 
dem  /v-fach  unendlich  ist,  existirt  dann  eine  endliche  Anzahl  \ 
/v- fachen   Bedingungen   der   Art,    dass  jede    andere   A"- fache  1 
dingung    z   sich    linear   und   mit   nur   von  der  Bedingung  z  i 
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ugigen  Coefficienten  durch  sie  ausdrücken  lässt  ?  ,  Diese 
fachen  Bedingungen,  deren  Anzahl  endlich  ist,  kann  man  dann 
?  CharaJiteristiken  des  Systems  nennen. 

An  diesem  Problem  hat  man  sich  vielfach  versucht ;  C  h  a  s  1  e  s 

'inte    einmal,    die    beiden    Charakteristiken   v  und   q   könnten 

ht    mu'    für    die    Kegelschnitte,    sondern   füi'   jede  Plancurve 

iten.     Halphen   dehnte   die   Betrachtungen    dieser    Art    auch 

f  die  Kegelschnitte  des  Eaums  und  die  Flächen  zweiter  Ord- 

mg  aus;  Bidl.  Soc.  math.,  2.     Cremona  bemerkte,  dass  sich 

r    ein    doppelt    unendliches    System    von    Kegelschnitten    drei 

larakteristiken  aufstellen  lassen;  nämlich  die  Anzahl  der  durch 

Punkte    gehenden   Kegelschnitte,    die  Anzahl    derjenigen,    die 

irch   einen   Punkt   gehen   und    eine  Gerade  berühren,    und  die 

iizahl   der   Kegelschnitte ,    die   zwei   Gerade    berühren ,    Compt. 

d.,  69,  p.  776.      Schubert    widmete    diesem    Problem    ein 

mzes  Kapitel   seiner  citirten  Arbeit    und  machte  den  Versuch, 

für  gewisse  einfache  Systeme  von  Gebilden  zu   lösen. 


Die  ersten  Arbeiten  über  die  Charakteristikentheorie  sind  die 
hr  zahlreichen  Aufsätze  von  Chasles  (z.B.  Compt. Bend.,  1864; 
»eciell  der  vom  27.  Juni  1864),  welche  zum  Theil  Veranlassung 
i  einer   Polemik  mit  De  Jonquieres  gaben;   ein  Verzeichniss 

sich  hierauf  beziehenden  Schriften  findet  man  bei  Loria, 
passato  e  il  presente  dclle  principali  teorie  geom.,  Torino 
B96,  p.  263,  264,  deutsche  Ausg.,  p.  65  u.  ff. 

Andere  Arbeiten  sind  von  Cayley,  namentlich  in  den 
hil.  Trans.,  1868;  Salmon,  An.  Geom.  der  höheren  ebenen 
urven,  deutsch  von  Fiedler,  2,  Aufl.,  Leipzig  1882;  Gre- 
en a,  Compt.  Rend.,  1864  (siehe  auch  seine  Introd.  ad  una 
oria  geom.  delle  curve  piane,  Bologna  1862,  auch  in  den  Mem. 
-cc.  Bologna,  12,  1861,  deutsch  von  M.  Curtze,  1865);  Zeu- 
aen,  unter  Anderem  Bidl.  des  sciences  math.,  7.  Eine  kurze 
arstellung  findet  man  in  der  Clebsch-Lindemann'schen 
-eometrie  und  viele  Literaturnachweise,  die  sich  jedoch  nur 
is  1872  erstrecken,  bei  Painvin,  Biül.  des  scknccs  math.,  3. 

üeber  die  neueste  Literatur  sehe  man  Loria,  1.  c.  nach, 
0  auch  die  lange  Eeihe  der  übrigen  Aufsätze  von  Chasles, 
'ompt.  Bend.,  1871 — 1877  über  die  zahlreichen  Anwendungen 
es  nach  ihm  benannten  Correspondenzprincips  auf  die  abzäh- 
^nde  Geometrie  aufgezählt  wird.  Die  Geschichte  dieses  Princips, 
elches  seiner  Natur  nach  so  eng  mit  den  Theorien  der  abzäh- 


436  Kapitel  XV,    Abzählende  Geometrie. 

lenden  Geometrie  verbunden   ist,    findet   man   in    einem  histo 
sehen  Aufsatz  von  Segre,  Bihl.  math.,   1892. 


Man  kann  sagen,  dass  die  abzählende  Geometrie  als  Lei 
körper  mit  der  Charakteristikentheorie  von  Chasles  entsti 
den  sei. 

Es  war  Halphen,  der,  von  der  Charakteristikentheo 
ausgehend,  den  symbolischen  Calcül  der  Bedingungen  einfuhr 
vsrelcher  dann  hauptsächlich  von  Schubert  fortgesetzt  wur 
Der  letztere  legte  systematisch  die  Grundlagen  dazu  in  seir 
Beiträgen  zur  abzählenden  Geometrie,  Math.  Ann.,  10  und  andei 
darauf  folgenden  Arbeiten,  ib.,   11,   12,  etc. 

Viele  Resultate  und  Bestimmungen  in  Bezug  auf  die  ; 
zählende  Geometrie  wurden  schon  früher  von  verschiedei 
Autoren  insbesondere  auf  geometrischem  Weg  gefunden,  "\ 
z.  B.  von  Steiner,  Grelle,  32,  37,  45,  55;  Bischoff,  ib.,  i 
De  Jonquieres,  Journ.  de  Liouville,  6,  1861;  10,  18( 
ein  Theil  der  Resultate,  zu  denen  sie  kamen,  ist  jedoch  fehl 
haft.  Der  Zweck  der  Autoren,  die  sich  später  mit  der  abzähl 
den  Geometrie  beschäftigt  haben,  bestand  hauptsächlich  da] 
derartige  Bestimmungen  auf  feste  Gesetze  zurückzufahren,  e 
Rechnung  für  sie  einzurichten  und  mit  deren  Hülfe  diesen  Tl 
der   Geometrie  zu  einem  systematischen  Ganzen  zu  machen. 

Ein  wichtiges  Buch,   in   welchem  man    alle  Methoden   i 
Resultate    der   abzählenden  Geometrie   zusammengestellt  und 
klärt  findet,    ist  von    Schubert,   Kalkül   der  ahzählenden  G 
metrie,  Leipzig  1879,  das  wir  bei  der  Bearbeitung  dieses  Kapi 
vielfach  benutzt  haben. 

Neuere  Forschungen  sind  insbesondere  von  demselben  An 
Schubert,  Math.  Ann.,  26,  38,  45;  Acta  math.,  8;  Hamhw 
Mitth.,  1,  2,  3,  etc.  und  von  Pieri,  Bend.  Palermo^  5;  Bi 
Ist.  Lomh.,  1893—1895. 


§  4.  Methoc^e  zur  Ermittelung  der  charakteristische 
Zahlen  eines  Systems  von  Gebilden.  Uebersicht  über  \ 
schiedene  wichtige  Resultate  der  abzählenden  Geomet: 

Aus  unseren  obigen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  du 
das    Rechnen    mit    Bedingungssymbolen     sich    der    Calcül 
einer  Bedingung  auf  den  mit  anderen  reduciren  lässt;  die  C 
rakteristikentheorie   hat    z.  B,  gerade    den  Zweck,   zu    ermitt 
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_'ewisse   elementare  Bedingungen   bestehen,   mit  deren  Hülfe 
ü  alle  übrigen  ausdrücken  lassen. 

Man   kann   nun    fragen,    ob    es  nicht   möglich   sei,    Zahlen 
fzufinden,  die  diese  elementaren   Bedingungen    oder  Charakte- 
tiken   darstellen  würden  und   mit   deren  Hülfe   sich  vielleicht 
übrigen   oder    doch  ein  Theil  von   ihnen  ausdrücken  lassen. 
ese   Ermittelung   geschieht    mittelst    einer   von    Chasles    ein- 
führten und  von  Zeuthen,  Schubert   und  Anderen   vielfach 
wendeten  und  weiter  entwickelten  Methode: 
Man  betrachtet  specielle  invariante  Ausartungen    des  gege- 
Qen  Gebildes,  sucht  die  Relationen  auf,  welche  die  Bedingungen 
■für,   dass  das   Gebilde    auf  die   gegebene  Art   degenerire,    mit 
übrigen    elementaren    Bedingungen    (unter    denen    es   durch 
ifii  Punkt  geht,  eine  Ebene,    oder    eine  Gerade   berührt)    ver- 
iden,  leitet  daraus  die   charakteristischen  Zahlen  für  die  aus- 
arteten  Gebilde  ab  und   erhält   schliesslich  mit  Hülfe  der  ge- 
idenen  Relationen  die  Zahlen   für  die  allgemeinen  Gebilde. 
Ein  Beispiel  wird  genügen,  die  Anwendung  dieser  Methode 
erläutern. 

Das  gegebene  Gebilde  sei  ein  Kegelschnitt.    Man   betrachte 
ei  invariante  Ausartungen  desselben,  nämlich 

einen  Kegelschnitt,  dessen  Punkte  eine  Doppelgerade  und 
dessen  Tangenten  zwei  verschiedene  Strahlenbüschel  bilden, 
deren  Centren  in  zwei  Punkten  der  Doppelgeraden  liegen; 
einen  Kegelschnitt,  dessen  Punkte  zwei  verschiedene  Gerade 
und   dessen   Tangenten   zwei    zusammenfallende   Strahlen- 
büschel bilden,    deren  Centrum   in   dem  Schnittpunkt  der 
beiden  Geraden  liegt. 
Bezeichnet  man  mit  rj  bez.  6  die  Bedingungen,  unter  welchen 
1    Kegelschnitt    auf  diese    beiden   Arten    degenerirt,    und    mit 
v^  Q   die  Bedingungen    dafür,    dass    die  Ebene    eines   Kegel- 
Imitts   durch  einen  Punkt  gehe,  der   Kegelschnitt  eine  Gerade 
hneide,  bez.  eine  gegebene  Ebene  berühre,  so  findet  man  mit- 
ist des  Princips  der  Coincidenzen  die  Relationen: 

2v  —  Q  —  2ja  ==  ^, 

uraus  ^  ' 

^  =  YV  +  i^  +  i^, 
|.  Q  =  iv  +  i^  +  i^' 


Es  soll  nun  die  Zahl 


^^VQ^ 
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zu  ermitteln  sein,  d.  h.,  die  Anzahl  der  Kegelschnitte  ein 
Ebene,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  also  eine  Gerade  d 
Kaums  schneiden,  und  vier  Gerade  der  Ebene,  mithin  vi 
Ebenen  des  Raums  berühren;  aus  den  vorstehenden  Forme 
ergibt  sich: 

Nun  ist  das  Glied,  welches  den  Factor  (jl^  enthält,  Ni 
weil  man  eine  Ebene  durch  4  beliebige  Punkte  des  Rau: 
nicht  legen  kann;  würde  man  daher  die  beiden  anderen  Oliei 
der  rechten  Seite  kennen,  so  wäre  auch  der  Werth  der  linl< 
Seite  bekannt.  Offenbar  gibt  es  nun  in  einer  Ebene  (^^)  d 
Kegelschnitte  r},  die  vier  gegebene  Gerade  zu  Tangenten  habt 
die  Anzahl  der  Kegelschnitte  ö  aber,  die  vier  gegebene  Gera 
berühren,  ist  Null;  man  erhält  also: 


Um  einen  Begi'iff  von  den  Resultaten  zu  geben,  weli 
sich  aus  den  bisher  entwickelten  Methoden  und  Principien  : 
leiten  lassen,  wollen  wir  hier  einige  Hauptergebnisse  zusamm» 
stellen,  auch  der  Bedeutung  wegen,  die  sie  an  sich  und  unabhän* 
von  den  Methoden  haben,  mit  deren  Hülfe  sie  gefunden  wurd 

Die  wichtigsten  in  dem  4*®^  Kap.  des  citirten  Werks  \ 
Schubert  enthaltenen  Sätze  lauten: 

1.  Es  gibt  zivei  Gerade,  die  4  gegebene  Gerade  treffen, 

2.  Es  gibt  drei  tvmdschiefe  Polygone  von  n  Seiten,  de> 
n  Ecken  in  gegebenen  Ebenen  liegen  und  deren  n  Seiten  du 
gegebene  Punkte  gehen. 

3.  Wenn  im  Baum  fünf  Paare  von  Geraden  gegeben  si 
so  lassen  sich  auf  20  verschiedene  Arten  fünf  in  einer  Eb 
liegende  und  in  einem  Punkt  msammenlaufende  Strahlen  da 
ziehen,  dass  jeder  der  Strahlen  die  2  Geraden  eines  der  gegebe 
Paare  trifft. 

4.  Ein  Kegelschnitt  liege  vor;  fi  sei  die  Bedingung  da) 
dass  seine  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe,  v,  dass 
eine  gegebene  Gerade  schneide,  o  die  Bedingung,  unter  weli 
er  eine  gegebene  Ebene  berührt.  Benutzt  man  nun  dieselben 
Zeichnungen,  wie  in  den  vorigen  Paragraphen,  so  erhält  man 
folgende  Tabelle  für  die  Anzahl  der  Kegelschnitte  des  Bau. 
die  acht  Bedingungen  genügen*): 

*)  Der  leichteren  Uebersicht  wegen  wollen  wir  hier  nochr 
die  Bedeutung  der  Symbole  in  dieser  Tabelle  angeben: 


§  4.    Resultate  der  abzählenden  Geometrie, 
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=  2 


l'v'q'  =  4 


^^v^ 


fi^v^Q  =  14 

^2^4^2  ^  24 
^2^.3^3  _  24 
^^V^Q^=   16 


7 

34 

v^  —    92 

(IV^Q 

52 

v^  —  116 

5     2 

76 

0/6^2  _  128 

(iv^q'  — 

72 

v^Q^  —  104 

IIV^Q^  — 

48 

v*^*—    64 

(iv^q'^  = 

24 

v^q''—    32 

(IVQ^ 

12 

1/2^«—    16 

(Iq'^  — 

6 

1^^^—      8 
^«-      4 

5.  j&5  existiren  in  jeder  gegebenen  Ebene  3264  Kegel- 
hnitte,  welche  fünf  andere  gegebene  Kegelschnitte  berühren. 

Bei  der  Berechnung  dieser  Zahl  machte  Steiner  Fehler;  er 
nd  den  Werth  6^;  genau  ermittelten  die  Zahl  zuerst  Chasles 
id  Th.  Berent 

6.  Es  stelle  fi  die  Bedingung  dafür  dar,  dass  eine  Fläche 
^^  Grads  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe,  q,  dass  sie  eine 
hene  berühre,  und  v,  dass  sie  eine  Gerade  berühre;  man  erhält 
inn  die  folgende  Tabelle  für  die  Anzahl  der  Flächen  ^*®^ 
rads  des  Raums,   die  neun  Bedingungen  erfüllen: 


^'=  q' 

—  1 

2    7              2    7 
V  yi  V  Q      

4 

4    3    2 

vYq'— 

112 

il\=    ^Q^ 

=   3 

2    fi               2       fi 

12 

vy— 

vY  — 

32 

iV  =  t^^ 

—    9 

2    5''           2    2    5 

36 

V^fl^Q 

a.V== 

80 

^y=  ^y 

=  17 

vYq'—vYq^— 

68 

5    2    2 

128 

^y=  ^Y 

—  21 

v'fi'—  vY  — 

8 

vY— 

vY  — 

56 

V(l^=    VQ^ 

—    2 

V^^^Q V^flQ^ 

24 

6    2 

6       2 

104 

I^H'^Q  =  VflQ'* 

—    6 

3    4    2           3     2    4 

72 

7     2 

7    2 

80 

l>(iy=Vfl^Q^ 

=  18 

V^fl^Q"            

104 

vV? 

—r. 

104 

Y=vfiy 

—  34 

vY—  vV  — 

16 

V^{.t  — 

V^Q     

92 

^',Y    ~ 

42 

4    4                4       4 
V  (Ji  Q  V^Q     

48 

v' 

92 

Das  Symbol  ii^v^  zeigt  an,  dass  die  Ebene  des  Kegelschnitts 
urch  drei  gegebene  Punkte  gehen  soll  (mithin  gegeben  ist)  und  der 
egelschnitt  fünf  (im  Raum)  gegebene  Gerade  schneiden  soll;  das 
ymbol  ji^v^Q  bedeutet,  dass  der  Kegelschnitt  in  einer  gegebenen 
bene  liegen,  vier  gegebene  Gerade  schneiden  (mithin  durch  vier  in 
iiner  Ebene  liegende  gegebene  Punkte  gehen)  und  eine  gegebene  Ebene 
nithin  eine  in  seiner  Ebene  liegende  gegebene  Gerade)  berühren  soll. 
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Diese  Tafeln  lassen  sich  auch  zur  Ableitung  von  Zahlf 
benutzen,  die  anderen  Bedingungen  für  die  Kegelschnitte  od' 
Flächen  2*^^  Grads  entsprechen ;  zu  diesem  Zweck  drückt  man  m 
Hülfe  der  symbolischen  Gleichungen  zwischen  den  Bedingung( 
(vergl.  §  2)  die  neuen  Bedingungen  durch  (i,  v,  q  aus  und  en 
nimmt  diesen  Tafeln  den  Zahlenwerth  eines  jeden  Terms  9' 
Grads.     Siehe  das  in  §  2  ausgeführte  Beispiel. 

7.  Es  gibt  666  841088  Flädien  ^*^^  Grads,  die  nei 
gegebene  Flächen  2^^^  Grads  berühren. 

8.  Eine  cubische  Plan  cur  ve  in  einer  gegebenen  Ebene  liege  vo 
es  sei  V  die  Bedingung  dafür,  dass  sie  durch  einen  Punkt  ge]< 
und  Q,  dass  sie  eine  Gerade  berühre;  man  erhält  dann  die  f( 
genden  Zahlen: 

Wenn  die  Curve  3^^^  Ordnung  allgemein,  d.  h.  6^^^  Classe,  (,■ 

v^Q^  =  26ß,     v^q'^  =  ^76,     v^q^  =  U24.,     0/2^^  =  9766, 
VQ^  =  21004,     Q^=  33616. 

IVenn  die  Curve  5*"  Ordnung  einen  Dopptlpunld  habt 
d.  h.  4*®^  Classe  sein  soll: 

V^=      12,         V^Q=      36,       a;6^2_,iQQ^ 

v^q'^  =  2A0,     v^q^  =  4:80,     v^q^=712, 
-^2^6^756,       a;^7_600,         ^8=400. 

Soll  schliesslich  die  Curve  eine  Spitze  haben,  also  3^^^  Classe  sei 
yi  =    24,       v^Q=     60,  .  v^^- =  114, 
y^^s=lQ^^     v^Q^=168,     1/2^^=114, 
VQ^=    60,         q'^  =    24. 

Die  Zahlen  für  die  cubischen  Plancurven  wurden  von  M  ai 
lard  de  la  Gournerie  berechnet,  Pech,  des  caractcristiques  o 
sy Sternes  elcm.  de  courbes  planes  du  3"'"'  ordre,  TJiese,  Paris  187 
dessen  Eesultate  in  dem  Bidl.  de  Darboux,  3,  1872,  p.  1' 
wieder  abgedruckt  sind,  später  von  Zeuthen,  Compt.  Bend.,  \^' 
und  von  Schubert,   Gott. Nachr.,   1874,   1875;  Math.  Ann.  1 

9.  Für  eine  Plancurve   4^^^  Ordnung,    12^^^  Classe  in  cn 
gegebenen  Ebene  gilt,  wenn  v  und  q  dieselhen  Bedingungen, 
vorher,  bezeichnen,  die  Tabelle: 


§  4.   Resultate  der  abzählenden  Geometrie. 
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^;lo^4  =  1296, 


12  '■ 
.9^5 


36, 


v'^Q^=777Q. 


-1, 
-216, 

-46656, 

-9840040     i;*^i«  =  56481396,   ^3^11=308389896, 

-1530345  504,  ^^1^=6  533  946  576,   ^1^=23011191144. 


^7^7^279600, 


v'^Q^-- 


1668096, 


Diese  Zahlen,  sowie  viele  andere,  die  sich  auf  specielle 
ächen  4*®^  Ordnung  (mit  doppelten,  dreifachen  Punkten,  mit 
)itzen  etc.)  beziehen,  berechnete  Zeuthen,  Comjpt  JRend.,  1872; 
openhagener  Acad.,  1873.  In  dem  Schub  er  tischen  Werk 
nd  die  Resultate  Zeuthen's  angegeben. 

10.   Für    eine    cubiscJie  Baumcurve   sei  P   die  Bedingung, 

(SS  sie  durch  einen  Funkt  gehe,  T,  dass  sie  eine  Gerade  berühre, 

'ine  Gerade  schneide,  q,  eine  Ebene  berühre,  B  die  Bedingung 

■  iür,  dass  sie  eine  gegebene  Gerade  in  zwei  Punkten   schneide. 

Man  erhält  dann  die  Tabelle: 


yi2  =  80160,     ^12=  56  960, 
JpövQ     =    10,        P^Q^=    20, 
PS^^    =    60,     PS,o3=  240, 
P^^Tq    =      8, 
PT^Q    =    12, 
T^v^      =120,     T^v^Q   =120, 

P2j54       _         1^      p^5        ^         1,      ^6         =6, 

p2^3^2_      Q^    PB^v'-  =      9,    B^v^  =20, 
P^B^y^=    12,    PB^vQ=    18,    J5^v^  =  40. 

Zu  vielen  anderen  ähnlichen  Zahlenbestimmungen  kommt 
aan  durch  Einführung  anderer  Bedingungen.  Schubert,  1.  c, 
^  25  hat  eine  grosse  Anzahl  zusammengestellt.  Solche  Berech- 
lungen  für  cubische  Raumcurven  wurden  von  Cremona,  Cr  eile, 
>0,  Bestimmungen  auf  geometrischem  Weg  von  R.  Sturm, 
"Jrelle,  79,  80  und  auch  von  Schubert  ausgeführt. 

Weitere  Zahlenangaben  in  Bezug  auf  die  linearen  Strahlen- 
■ongruenzen,  die  projectiven  Strahlen-  und  Ebenenbüschel  etc. 
indet  man   in  dem  wiederholt  citirten  Werk  von  Schubert. 


Kapitel  XYI. 
Inflnitesimaltlieorie  der  Curven  und  Flächen. 

§  1.    Tangenten  und  Normalen   an  Curven  und  Flächei 

Die  Tangente  an  eine  (Plan-  oder  Ilaum-)Curve  in  eine: 
Punkt  P  der  Curve  (dem  Berührungspunkt)  ist  die  Grenzla^ 
«iner  variabelen  Geraden,  die  durch  den  Punkt  P  und  eint 
anderen  demselben  Zweig  der  Curve  angehörigen  Punkt  J 
geht,   wenn  P'  mit  P  zusammenzufallen  strebt. 

Die  Normale  zu  einer  Plancurve  in  einem  Punkt  P  ist  d 
Gerade,    welche   in  P  senkrecht  auf  der  Tangente  in  P  steht. 

Die  Gleichungen  für  die  Tangente  und  die  Normale  8 
eine  Plancurve  lauten, 

wenn  die  Gleichung  der  Curve 

y  =  f{x)    ist: 

für  die  Tangente:     Y  —  y  =  ^^  (X  —  x)^ 

et  oc 

für  die  Normale:    ^  (Y  —  2/)  =  —  (^ —  ^)? 

wobei  X,  y  die  Coordinaten  des  Berührungspunkts  und  X,  Y  d 
laufenden  Coordinaten  sind; 

ist  dagegen  die  Gleichung  der  Curve 

fp{^j  y)  =  0, 

für  die  Tangente:     (X  —  x)-^ 1-  (Y —  y^-^  =  0, 

für  die  Normale:      {X  —  ^)  ö^  —  {Y —  V)'^  =  0/ 

ist  schliesslich  die  Curve  durch  die  beiden  Gleichungen 
x=^i\>{t),    y  =  i(t) 
gegeben^  so  lauten  die  Gleichungen 
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ir  die  Tangente:     ( T  —  7/)  ^  —  (X  —  a;)  ^|  =  0 

ud  die  Normale:     (Y  —  y)^  +  (X  —  x)  ^  =  0. 

Bezeichnet    man   mit   ö,  6'   die  Winkel,    welche    die    Tan- 
ente    und   die  Normale  mit   der  x-Axe  bilden,  so   erhält  man, 

enn    \i'  =  -^  gesetzt  wird: 
^  dx  ^ 

y 


cos  ö  =  H — ,  ,    cos  ö'  =  +     , 

—  yr+1^  — 1/1  +  y" 

sinÖ  =  +  — =L.^    sinÖ'=4-         ^ 


Das  Vorzeichen  dieser  Formeln  hängt  von  dem  üeberein- 
:ommen  ab,  das  man  in  Bezug  auf  die  positive  Richtung  der 
Tangenten  und  Normalen  trifft. 

Die  Länge  der  Tangente  und  die  Länge  der  Normalen 
leissen  die  Längen  der  von  dem  Punkt  P  der  Curve  und  der 
Axe  begrenzten  Segmente  der  Tangente  bez.  der  Normalen. 

Subtangente  und  Suhnormale  werden  die  Längen  der  auf 
1er  x-Axe  liegenden  Segmente  genannt,  die  von  dem  Fusspunkt 
les  von  dem  Curvenpunkt  P  auf  die  x-Axe  gefällten  Loths  und 
ien  Punkten  begrenzt  werden,  in  denen  die  Tangente  bez.  die 
N'ormale  die  x-Axe  treffen. 

Es  gelten  nun  die  Formeln: 

yVl  4-  y'^ 
T  ==  Länge  der  Tangente  =  ^-^ — ,— ^—  ? 


N  =  Länge  der  Normalen  =  y  yl  -j-  ?/'^ , 
St  ==  Subtangente  ==  —,  ? 

&  y 

Sn=  Subnormale  ==  yy\ 

Polar  subtangente  bez.  Polar  subnormale  heissen  die  Theile 
der  Tangente  bez.  Normalen,  die  zwischen  dem  Curvenpunkt 
und  dem  Punkt  liegen,  in  welchem  sie  von  dem  im  Pol  auf 
<ien  Radiusvector  errichteten  Loth  getroffen  werden. 


Asymptote  einer  Plancurve  ist  die  Gerade,  welche  die 
Orenzlage  der  Tangente  an  die  Curve  darstellt,  wenn  der  Be- 
rührungspunkt sich  unbegrenzt  auf  einem  Zweig  der  Curve  in 
das  Unendliche  entfernt. 
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.  Die  Gleichung  der  Asymptote  ist 

Y—ÄX  —  B  =  0, 
wori/n 

A  =  lim  -^ , 
dx 

dy 


B  =  \im{y-£x) 


ist,  und  diese  Grenzen  in  dem  Sinn  zu  nehmen  sind,  dass  di 
Coordinaten  rr,  y  des  Curvenpunkts  den  Coordinaten  des  unend 
lieh  fernen  Punkts  der  Curve  zustreben  sollen. 


Die^  Gleichungen  der   Tangente    an  eine  Raum  curve  lauter 
tverm  die  Baumcurve   durch 


gegeben  ist: 


y  =  (p(x) 

oder  symmetrischer: 

X  —  x  _  Y—y  _  Z—z 

dx  dy  dz 

und,  wenn  die  Curve  durch  die  Gleichungen 

f{x,  y,  i)  ==  0,     F(x,  y,  z)  =  0 
gegeben  ist: 

-5—  (X  —  x)  -]-•  TT-  (Y  —  y)  4-  — -  (Z  —  z)  =  0. 
öx  ^  ^     ^    cy  ^  '^ ^    ^     cz  ^  ^ 

Normalebene  einer  Baumcurve  in  einem  Punkt  P  heis^ 
die  Ebene,  welche  auf  der  in  P  an  die  Curve  gelegten  Tai 
gente  senkrecht  steht  und   durch   den  Berührungspunkt  geht. 

Die  Gleichung  der  Normalebene  hat  eine  der  beiden  folgt/ 
den  Formen: 

(X—x)dx  +  (Y—  y)dy  +  (Z  —  z)dz  =^  0, 


§  1.   Tangentialebene,  Flächenormale. 
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X  —  iT,  Y  —  y,  Z  —  0 

K  K  ^jL 

dx'  dy '  dz 

dF  BF  dF_ 

dx  '  dy  '  dz 

Die  Bichtimgscosinus  der  Tangente  sind: 

cosa  =  GOs(tj  x)  = 


=  0, 


cos  ß  =  cos  (t,  y)  = 
cosy  =  cos(^,  ^)  = 


ds  ' 

dy_ 
ds  ' 

dz 
ds' 


{ds  =y~d^F+dy^~+~d?) , 


enn  mit  (t,  x),  {t,y),  {t,  z)  die  WinJcel  zivischen  der  Tangente 
und  den  Axen  x,  y ,  z  hezeicJmet  tv erden. 

Wenn  P  ein  Punkt  einer  Fläche  ist  und  alle  möglichen  auf 

ieser  Fläche  liegenden  Baumcurven  durch  ihn  gezogen  werden, 

0  liegen  die  in  P  an    alle  diese   Curven   gezogenen   Tangenten 

nmtlich  in  einer  FJbene,  der  Tangentialebene  an  die  Fläche. 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  an  die  Fläche  fix,  y,z)  =  0 

ndet: 


df 


df 


(z-.)^  +  (r-,)^+(z-.) 


dy 


dz 


0, 


Die  durch  P  gehende  Gerade,  welche  senkrecht  auf  der 
Tangentialebene  an  die  Fläche  in  P  steht,  heisst  die  Flächen- 
lormäle. 

Die  Gleichungen  der  Flächennormalen  sind: 

X  —  x  _  Y—y  _  Z—z 

^fli  K  ~  ^±    ~    K  ' 

^^  dx  dy  dz 

md  die  JRichtungscosinus  der  Flächennormalen: 

dl 

dx 


cos  (n,  x)  = 


cos  (n ,  y)  = 


dl 
dy 
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cos  {n,  z)  = 


dz 


-1  ' 

p 

yi+p' 

+  q^' 

2 

yi+p' 

+  2^^ 

1 

Wenn  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 

gegeben  ist,  und  wenn 

^        ex'     ^        dy 

gesetzt  wird,  so  lauten  die  Gleichungen  der  Flächennormalen, 

X~  X Y —  y Z  —  z 

p        ~        q 

und  die  Richtung scosinus  sind: 

cos(w,  oo)  ==  -{- 

cos(^,  2/)  =  + 

cos(w,  ^)  =  +     , 

§  2.    Concavität  und  Convexität  der  ebenen  Curven. 

Inflexion. 

Es  sei  P  ein  Punkt  einer  Plancurve,  deren  Gleichu 
y  ==  f(x)  lautet,  und  Xq  sei  seine  Abscisse ;  wenn  eine  Zahl 
von  der  Beschaffenheit  existirt,  dass  alle  Punkte  mit  der  A 
scisse  XQ^h  (worin  /i<CÄist),  einen  Bogen  bilden,  der  a 
einer  und  derselben  Seite  der  Tangente  an  die  Curve  in  P  lie: 
so  sagt  man,  die  Curve  sei  in  P  convex  oder  concav]  exist 
keine  solche  Zahl  k,  so  ist  die  Curve  in  P  weder  convex  no 
concav,  sondern  besitzt  daselbst  einen  InflexionspunJct  oder  Wen( 
punkt. 

Die  Curve  heisst  ferner  in  P  cmivex  bez.  concav  in  Be^ 
auf  die  x-Äxe,  wenn  alle  Punkte   mit   der  Abscisse  Xq  +  '* 
dem  stumpfen  bez.  spitzen  Winkel  liegen,  welchen  die  Tangei 
an    die  Curve  in  P  mit   der  ic-Axe  bildet. 

Damit  eine  Curve  in  einem  PunJct  convex  oder  concav  t 
ist  es  nöthig  und  ausreichend,  dass,  wenn  y',  y" ,  y'" ,  .  -  • ,  V 
die  Derivirten  von  y   nach    x  sind,   die  in  dtm  Punkt  Xq  N 
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rden,  und  wenn  i/("*+i)  die   erste  der  Derivirten  ist,  ivelclie  in 
nicht  'Verschwinden,  die  Ordnung  m  eine  ungerade  Zahl  sei. 

In  diesem  Fall  ist  die  Curve  convex  oder  concav  in  Bezug 
f  die  x-Axe,  je  nachdem  das  Product 

'fiv  oder  negativ  ist. 
Damit  der  PunJct  P  mit  der  Äbscisse  Xq  ein  Inflexions- 
niJit  der  Curve  sei,  ist  es  nöthig,  dass  für  x  =  Xq  die  zweite 
irivirte  f  (x)  verschwinde,  d.  h.  die  InflexionspunJcte  sind  in  der 
{hl  derjenigen  PunMe  enthalten,  deren  Äbscissen  die  zweite  Deri- 
rte  von  y  nach  x  annulliren. 


§  3.   Inhalt  ebener  Flächen,  Länge  der  Curvenbogen, 
olumina  von   Körpern    und    Inhalt    beliebiger   Flächen. 

Es  sei  eine  ebene  Curve  gegeben,  deren  auf  rechtwinklige 
:>ordinaten  bezogene  Gleichung  g  =  f(^x)  lautet ,  und  man  be- 
achte einen  Theil  der  Curve  von  x  =  a  his  x  =  ß,  der  von 
■n  betreffenden  Parallelen  zur  g-Axe  nur  einmal  getroffen  wird. 

Man  ziehe  die  beiden  Ordinaten  in  den  Endpunkten,  deren 
bscissen  cc  und  ß  sind;  der  Inhalt  des  von  dem  Curvenbogen, 
"r  a;-Axe  und  den  beiden  Endordinaten  begrenzten  Ebenen- 
ücks  wird  auf  die  folgende  Art  bestimmt: 

Man  zerlege  das  Intervall  von    a  Ms  ß    in  eine  helieUge 
uzahl  von  Theilen 

nd  ziehe  von  den  TJi eilung spunMen  aus  die  Ordinaten  his  zur 
^urve;  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Ordinaten  wird  ein 
■einer  Curvenhogen  enthalten  sein,  auf  dem  ein  beliebiger  Punkt  P 
•'(genommen  ivird;  es  sei  x^  die  Äbscisse  des  Punktes  P,  der  auf 
em  Ideinen  dem  Intervall  6^  entsprechenden  Bogen  geiväliU 
urde.  Das  Product  6^  f(x^)  ist  der  Inhalt  des  Bechtecks,  dessen 
^asis  ö^  und  dessen  Höhe  die  Ordinate  des  Punktes  P  ist. 
Die  Grenze  der  Summirung 

r=l 

immt,  ivenn  man  die  Theilintervalle  ö^  an  Grösse  unbegrenzt 
Climen   und  mithin   ihre    Anzahl    n    ins    Unendliche    wachsen 
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lässt,  den  Inhalt  der  ebenen  nvischen  der  Curve  und  Äbscisse^ 
axe  entJiaUenen  Fläche. 

Analytisch  wird  dieser  Flächeninhalt  durch  die  Formel 

dx 


ff{x) 


ausgedrückt.     Siehe  Bd.  1,  Kap.  7. 

Jede  heliehige  von  ebenen  Curven  eingescldossene  ebene  Fläc 
lässt  sich  immer  aus  ebenen  Flächen  der  angegebenen  Art  zitsa) 
mensetzen,  d.  h.  solchen,  die  von  Curvenbogen  und  der  x-Axe  l 
grenzt  sind. 

Man  führe  die  Zerlegung  des  Intervalls,  wie  oben,  ai 
ziehe  die  Tangente  an  die  Curve  in  dem  Punkt  der  Cur^^ 
dessen  Abscisse  x^  ist,  und  ebenso  in  allen  analogen  Punkte 
und  betrachte  das  Segment  der  Tangente,  welches  von  den  beid 
durch  die  Endpunkte  des  Intervalls  8^  gehenden  Ordinaten  1 
stimmt  wird. 

Die  Länge  des  Curvenbogens  oder  einfach  der  Curvenhog 
wird  als  die  Grenze  der  Sumwie  aller  dieser  Tattgentensegmet 
für   n  =  oo    definirt. 

Der  analytische  Ausdruck  für  den  ebenen  Curvenbogen  laut 

a 

Nennt  man  den  Curvenbogen  s,  so  gilt  die  Di/ferentl 
beziehung: 

ds^  =  dx^  -j-  dy^. 

Bezeichnet  6  den   Winkel,   ivelchen  die   Tangente    in    c' 
Funkt  der  Curve  mit  der  x-Axe  bildet,  so  ist: 

y-N  et  Ju 

cos  ä  =  j-i 
äs 

■    n      ^y 

ds 


Wir  definiren  nun  die  Länge  des  Bogens  einer  Raumcur 

Es    seien   y  =  (p{x)    und    z  ==  i/^(^)    die   Gleichungen    ' 

Raumcm've;    wir    wollen    den  Theil   der   Curve   betrachten,    " 

von  einem  Punkt  mit  der  Abscisse  x  =  a  bis  zu  einem  Pui 
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[  it  der  Abscisse  x  =  ß  reicht,   und   annehmen,  dieser  Theil  sei 
1  )  beschaffen,  dass  jede  Ebene,  deren  Abscisse  zwischen  «  und  ß 
egt,  und  welche  auf    der   x-Axe   senkrecht   steht,    ihn   nur   in 
nem  Punkt  treffe. 

Wir  theilen  das  Stück  der  x-Axe  von  fl?==o;  bis  x  =  ß^  wie 
über,  in  Theilintervalle  d^,  8^^  ...  ^  8^  und  legen  durch  die 
heilpunkte  auf  der  ic-Axe  senkrechte  Ebenen,  welche  den  totalen 
ogen  der  Curve  in  ebensoviele  Theilbogen  zerlegen;  in  jedem 
leser  Theilbogen,  z.  B.  in  demjenigen,  der  sich  in  8^,  projicirt, 
ählen  wir  einen  Punkt,  ziehen  in  ihm  die  Tangente  an  die 
urve  und  betrachten  das  Stück  dieser  Tangente,  welches  von 
tn  durch  die  Endpunkte  des  Segments  8^  gehenden  Ebenen 
egrenzt  wird. 

Die  Grenze  der  Summe  aller  dieser  Tangentenstücke,  wenn  die 
i'tervaUe  8^  an  Grösse  unbegrenzt  äbnelimen,  ist  die  Länge 
es  Eaumcurvenhogens. 

Der  analytische  Ausdruck  für  den  Curvenhogen  ist: 


-./y^+(ii)+©^- 


ds'^  =  dx^  +  dy'^  -\-dz^ 

bezeichnet  man  mit  {t,  x),  (t,  y),  (t,  z)  die  RichtungsivinkeJ 
;  Tangente,  so  erhält  man  die  Formeln  (vergl.  §  l): 

cos(^,  x)  =  -£, 
cos(t,  g)  =  -^, 
cos{f,z)=~^j^ 


Wir  gehen  nun  zu  der  Bestimmung  der  Volumina  und  des 
nhalts  beliebiger  Flächen  über. 

Wir  wollen  den  endlichen  Theil  einer  von  einer  geschlosse- 
len  Linie  (dem  Rand)  begrenzten  Fläche  betrachten;  dieser  Rand 
trojicire  sich  auf  die  a??/- Ebene  in  eine  ebene  geschlosseae 
Linie  cp  und  es  werde  angenommen,  die  sämmtlichen  Geraden, 
»velche  durch  die  Punkte  der  von  tp  eingeschlossenen  ebenen 
Fläche  gehen,  treffen  die  Fläche  im  Raum  höchstens  in  einem 
Hgen  Punkt. 

Pascal,  Repertorium.  II.  29 
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Man  ziehe  in  der  Ebene  xy  ein  Rechteck,  dessen  Seit 
den  beiden  Axen  x  und  y  parallel  laufen  und  die  Curve  tp  1 
rühren,  die  vollständig  im  Inneren  dieses  Rechtecks  liege,  u 
a,  ß  seien  die  Abscissen,  «',  j3'  die  Ordinaten  der  Ecken  d 
Rechtecks. 

Wir  theilen  das  Intervall  der  ic-Axe  von  a  bis  |3  in  The 
Intervalle  (5^,  .  .  .,  (J^  und  das  Intervall  der  «/-Axe  von  «'bis 
in  Theilintervalle  S^^  8^  i  •  -  ^  ^n  ^^^  ziehen  durch  die  Thf 
punkte  die  Parallelen  zu  den  Axen  x  bez.  y. 

Auf  diese  Art  wird  das  der  Curve  cp  umschriebene  Red 
eck  in  eine  Anzahl  kleiner  Rechtecke  geteilt,  von  denen  je( 
den  Flächeninhalt  8^8^  hat;  wir  betrachten  von  ihnen  nur  d 
welche  entweder  ganz  im  Innern  des  von  cp  begrenzten  Ebent 
Stücks  liegen,  oder  von  cp  durchschnitten  werden  und  lassen  < 
übrigen  kleinen  Rechtecke,  die  ganz  ausserhalb  des  von  cp  1 
grenzten  Ebenenstücks  liegen,  weg. 

Durch  einen  im  Rechteck  vom  Flächeninhalt  8^8^  (c 
Umfang  nicht  ausgeschlossen)  liegenden  Punkt  (x^  y^  ziehen  ^ 
die  Parallele  zur  ^;-Axe  bis  zu  ihrem  Schnitt  mit  der  Fläcl 
dieser  Schnittpunkt   wird  über  der  a?^- Ebene  in  einer  Höhe 

^rs  =  f{^r'  y») 

liegen,  wenn  z  =  f(x,  y)  die  Gleichung  der  Fläche  ist. 

Die  Grenze  der  Summe  der  Völmnina  aller  rechtwinklii 
Parallelepipeda  von  einer  Basis,  wie  8^8^,  und  Höhe,  wie  i. 
ist,  wenn  die  Intervalle  8,8'  an  Grösse  unbegrenzt  abnekw 
dasjenige,  was  das  zwischen  der  Fläche  u/nd  der  xy-Eb 
gelegene   Volumen  genannt  wird. 

Dieses  Volumen  hat  den  analytischen  Ausdruck 


V=JJf(x,  y)dxdy, 


worin   das  Boppelmtegral  über   das  ganze  von  der  Curve 
grenzte  JEhenenstüch  zu   erstrecken    ist.     Vergl.   Mepertorium. 
S.  160. 

Ein  beliebiges  von  Flächen  eingeschlossenes  Volumen  ki 
immer  aus  derartigen  Volumina  zusammengesetzt  werden,  d 
solchen,  die  von  Theilen  der  Flächen  mul  der  xy -Ebene  begr* 
werden. 

Wir  wollen  das  in  der  einen  Richtung  unbegrenzte  re« 
winklige  Parallelepipedon  constnüren,  welches  das  Rechteck  6 
zur  Basis   hat;    seine   Seitenflächen   werden  auf  der   Flächt 
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iininliniges    Vierseit  ausschneiden,   innerhalb    dessen   sich    der 
nkt   von   der  Höhe  z^^  befindet. 

Wir  legen  durch  diesen  Punkt  die  Tangentialebene  und 
sen  sie  durch  die  Seitenflächen  des  Parallelepipedons  begrenzt 
n;  die  Grenze  der  Summe  der  Flächeninhalte  aller  auf  diese 
■f  in  den  verschiedenen  Tangentialebenen  gebildeten  Farallelo- 
imme  ist,  uenn  die  ö^,  d/  unbegrenzt  Meiner  werden,  der 
halt  der  Fläche. 

Dir  anahjtischer  Ausdruck  laufet 


hei  ist  das  Doppelintegral ,  wie  oben^  über  das  ganze  von   der 
irce  (p  begrenzte  Ebenenstück  zu  erstrecken. 

Bis  vor  Kurzem  wurde  der  Inhalt  der  Flächen  in  den  an- 

liensten  Lehrbüchern  (siehe  z.B.  Serret, Di/f.-w.  Integr.-Bechn.) 

I  andere  Art  definirt,  nämlich  als  die  Grenze  der  Summe  der 

itenflächen  von  Polyedern,    die  dreieckige  Seitenflächen  haben 

i'l  in  die  Fläche  eingeschrieben  sind.   H.A.  Schwarz  zeigte,  dass 

ese    Definition    in    gewissen    Fällen    illusorisch    oder    ungenau 

"den  kann;    Werke,   Bd.  2,  p.  309;    siehe    auch   die   2.  Ausg. 

Gours  d'analyse  von  Hermite,   Paris   1883,  p.  35,  36,   in 

hem  die  Bemerkung  von  Schwarz  zuerst  veröiFentlicht  wurde. 


Ist  z  Rotationsaxe  der  gegebenen  Fläche,  deren  Gleichung 

dann 

\,  so  ist  das  Volumen  zwischen  zwei  zur  Hotationsaxe  senk- 
en Ebenen,  welche  die  Fläche  in  zwei  Parallelkreisen  mit 
Radien  r^,  r^  schneiden: 


I  2 

Y  =Tt  Cr^F\r)dr 


nd  der  Flächeninhalt  des  zwischen   den    beiden   Parallelkreisen 
'it  den  Radien  r^,  r^   enthaltenen  Flächenstücks  tvird  durch  die 


27cfryi-\-r\r)dr 
usgedrückt.  "^^ 


29* 
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Der  Flächeninhalt  der  Kugelcaloite ,  d.  h.  des  kleineren  d 
heiden  Theile  der  Kug elöber fläche ,  die  von  einem  beliebigen  a 
der  Kugel  gezogenen  Kreis  vom  JRadius  r  bestimmt  werden^  is 

27tB{R—yR^  —  r^), 

worin  B  den  JRadius  der  Kugel  bezeichnet. 

Lässt  man  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  und  &,  (a> 
um  die  grössere  Axe  rotiren,  so  entsteht  ein  Eotationsellipso: 

Der  Flächeninhalt  des  Theils  eines  solchen  ElUpsoids,  welch 
von  zwei  Ebenen  bestimmt  wird,  die  auf  der  Botationsaxe  senkrei 
stehen  und  von  denen  die  eine  durch  das  Centrum  geht  und  v 
der  anderen  um  die  Grösse  r   absteht,  ist 

7t  —  \r  Va^  —  e^r^  -f-  4-  —  arc  sin  —  r\  , 


worin 


e^  = b —  ist. 


Der  Flächeninhalt  des  halben  ElUpsoids  ist 

,9    ,     nab 

■7t  0'^  -\ arc  sm  e. 

Das  von  einem  Ellipsoid  mit  drei  ungleichen  Axen  u 
sclüossene   Volumen  ist 

^Ttabc, 

ivenn  a,  b,  c  die  drei  Halbaxen  bezeichnen. 

Das  von  einem  einschaligen  Hyperboloid  und  zwei  < 
Kehlellipse  parallelen  Ebenen  begrenzte  Volumen  ist,  ivenn  di 
Ebenen  um  die  Grössen  +  c  von  der  Kehlellipse  abstehen: 

^7tabc, 

wobei  a,  b  die  Halbaxen  der  Kchlellipse  sind.  ^ 

Das  von  einem  elliptischen  Paraholoid  und  einer  auf^ 
Axe  senkrechten  Ebene  eingeschlossene  Volumen  ist  der  Häi 
des  Volumens  des  Cgiinders  gleich,  der  dieselbe  Basis  und  Höhe  / 

Der  Flächeninhalt  eines  Torus  (vergl.  Kap.  12,  §  7),  ivelc. 
durch  einen  Kreis  erzeugt  wird,  dessen  Badius  B  ist,  und  der 
ei/ne  in  seiner  Ebene   liegende    und  von   seinem  Mittelpunkt 
die  Grösse  a  abstehende  Gerade   rotirt,    ist 

4:7t^aB, 
und  das  von  derselben  Fläche  eingeschlossene  Volumen: 

27t^aB\ 


I 
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Flächeninhalte  und  Volumina  für  Polarcoordinaten. 

seien  q  (der  Radiusvector)  und  6  (die  Amplitude)  die 
//ircoordinaten  (vergl.  S.  20)  eines  Punkts  einer  gegebenen 
incurve,  P^,  P2  ^^^^  Punkte  der  Curve  und  0  der  Pol  des 
ordinatensystems ;  der  zwischen  P^  und  Pg  gelegene  Theil  der 
rve  sei  derart,  dass  jede  beliebige  durch  0  gehende  und 
lerhalb  des  Winkels  P^  OP2  liegende  Gerade  ihn  nur  in  einem 
nkt  trifft.  Man  zerlege  den  Winkel  P^0P2  in  n  Theile 
,  (»2,  •  •  • ,  w„;  der  Curvenbogen  von  P^  bis  Pg  wird  alsdann 
rch  die  Schenkel  der  Theilwinkel  in  n  Theile  zerlegt;  in 
lem  dieser  n  Theile  (z.  B.  in  dem  Theil,  der  dem  Winkel  co^ 
tspricht)  wähle  man  einen  beliebigen  Punkt,  dessen  Radius- 
ctor  Q^  sei  und  beschreibe  den  Kreisbogen  vom  Centrum  0 
d  Radius  ^^,  der  von  den  Schenkeln  des  Winkels  co^  be- 
enzt  wird.  Die  Grenze  der  Summe  der  Flächeninhalte  aller 
'eisausschnitte,  wie  desjenigen,  dessen  Flächeninhalt  ^q^^co^  ist^\ 
stimmt  den  Inhalt  der  zwischen  der  Curve  und  den  beiden 
rch  P^,  Pg  gehenden  Endradienvectoren  enthaltenen  Fläche. 

Der  analytische  Ausdruck  für  diesen  Flächeninhalt  ist: 


t7j 


ß^,  $2  die  Amplituden  der  Punkte  P^,  Pg  bedeuten  und 
'genommen  ist,  dass  q  mittelst  der  Gleichung  der  Curve  als  Func- 
m  von  6  ausgedrückt  sei. 

Diese  Definition  des  Flächeninhalts  stimmt  mit  der  früher 
gebenen  in  der  Art  überein,  dass,  wenn  der  Inhalt  einer 
äche  erst  auf  die  eben  erläuterte  Weise  aus  Flächeninhalten  für 
)larcoordinaten  und  dann  aus  solchen  zusammengesetzt  wird, 
ie  sie  im  Anfang  des  Paragraphen  besprochen  wurden,  die  mit 
Ulfe  der  beiden  entsprechenden  Formeln  gefundenen  Resultate 
entisch  sind. 

Auf  analoge  Art  kann  man  bei  den  Volumina  verfahren. 
ii-  wollen  einen  Theil  einer  Fläche  betrachten,  deren  Punkte 
e  Grössen  q.,  6,  cp  zu  Polarcoordinaten  haben.    Vergl.  S.  35. 

Man  betrachte  den  Kegel  mit  nicht  ebener  Basis,  dessen 
>itze  in  dem  Pol  0  liegt  und  dessen  Basis  der  gegebene 
iieil   der   Fläche   ist,    und    nehme  an,    dieser  Theil  sei   so   be- 

*)  Hier,  wie  in  allen  ähnlichen  Fällen,  verstehen  wir  unter  <o^ 
ich  die  Zahl,  welche  die  Länge  des  zu  dem  Centriwinkel  co^  gehöri- 
■n  Kreisbogens  auf  einem  Kreis  mit  dem  Radius  1  misst. 
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schaffen,  dass  jede  durch  0  gehende  und  im  Innern  des  Kegt 
liegende  Gerade  ihn  immer  nur  in  einem  Punkt  treffe.  Wir  woll 
nun  den  an  der  Spitze  des  Kegels  von  dem  Kegelmantel  ui 
schlossenen  Raum  den  körperlichen  Winkel  oder  kurz  den  Wint 
an  der  Spitze  des  Kegels  nennen.  Diesen  Winkel  zerlegen  \\ 
in  eine  Anzahl  körperlicher  Theilwinkel,  von  denen  jeder  aus  d 
Fläche  ein  Stück  ausschneiden  wird,  und  nehmen  auf  diesem  Stü 
einen  Punkt  P^^  an,  dessen  Radiusvector  q^.^  sei.  Wir  bilden  n 
den  Kegel,  der  zum  Winkel  an  der  Spitze  den  körperlich 
Theilwinkel  hat,  innerhalb  dessen  sich  der  Punkt  P^^  befindet,  u 
zur  Basis  einen  Theil  der  Kugeloberfläche,  die  aus  dem  Centn 
0  mit  dem  Radius  q^^  beschrieben  wird.  Die  Grenze  der  Sum) 
der  Volumina  dller  dieser  Kegel  deßnirt ,  wenn  die  körperlich 
Theihvinhel,  in  welche  der  totale,  der  Fläche  zugeJiörige,  an  d< 
Pol  0  liegende  körperliche  Winkel  zerlegt  tvurde,  unbegrenzt  o 
nehmen,  das  zwischen  der  Fläche  und  dem  Punkt  0  enthalte 
Volumen.     Es  möge  Polarvolumen  heissen. 

Der  analytische  Ausdruck  für  dieses   Volumen  ist: 


y  =  i  f  I  Q^  sin  B  dd  d(p'^ 


dabei  ist  das  Doppelintegral  auf  die  Gesammtheit  aller  TV- 
6,  Qp  auszudehnen,  ivelche  Punkten  des  betrachteten  Theih 
Fläche  entsprechen. 

Selbstverständlich  gilt  auch  hier  die  Bemerkung,  dass  dii 
neue  Definition  des  Volumens  mit  der  früheren  nicht  in  Wid< 
Spruch  steht,  und  dass,  wenn  man  das  Polarvolumen  mitte 
der  früheren  Formeln  berechnet,  indem  man  es  in  Summ 
und  Differenzen  von  Volumina  der  früher  betrachteten  Art  zi 
legt  und  dann  die  dieser  letzteren  Art  von  Volumina  6) 
sprechenden  Formeln  anw^endet,  die  beiden  Resultate  identis 
sein  müssen. 

Wir  geben  schliesslich  die  Formeln  an,  welche  für  i 
Bogenlänge  von  Plan-  und  Raumcurven  und  für  die  Inha 
beliebiger  Flächen  bei  Polarcoordinaten  gelten.     Sie  lauten: 

Q;^  ^__ 

Bogenlänge  der  Plancurve  =  j  dQy  1  -\-  Q^  (j-)  ' 

Dogenlänge  der  Daumcurve  = 


l+,^0^  +  ,^sin^ö(gy 
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thalt  von  Flächen  = 


=  /y,.ö.,>/{,^  +  (||)>in^e  +  (g 


4.    Krümmung   von   Plan-  und   Raumcurven.     Torsion. 
Natürliche  Gleichungen. 

Der  Winkel,  den  die  Tangenten  in  zwei  benachbarten 
unkten  P,  P'  einer  Plan-  oder  Raumcurve  miteinander  bilden 
nd  welcher  der  Null  zustrebt,  wenn  die  beiden  Berührungs- 
unkte  sich  einander  nähern,  heisst  ContmgenzwinkeJ.  Wir 
ehmen  an,  dieser  Winkel  werde  durch  den  mit  dem  Radius  1 
eschriebenen  Kreisbogen  gemessen,  der  zu  einem  dem  Contin- 
enzwinkel  gleichen  Centriwinkel  gehört.  Das  Mass  dieses  Kreis- 
ogens   werde  mit  6  bezeichnet. 

Wenn  die  Länge  des  von  zwei  benachbarten  Punkten  be- 
;renzten  Bogens  s  genannt  wird,  so  versteht  man  unter  Kriim- 
nung  der  Plan-  oder  Baumcurve  in  einem  Punlt  P  die  Grenze 
(es  Verhältnisses 

e 

■ —  f 

s 

aUs  P'  dem  Punkt  P  zustreht;  das  Verhältniss  selbst  pflegt 
nan  die  mittlere  Krümmung  des  Bogens  s  zu  nennen. 

Betrachtet  man  6  als  Function  von  5,  so  kann  man  die 
Krümynung  auch  als  Derivirte  von  6  nach  s  ausdrücken. 

Der  reciproke  Werth  der  Krümmung  heisst  der  Krümmungs- 
radius. 

Handelt  es  sich  um  eine  Plancurve,  deren  Gleichung 

y  =  f{^) 
"'t  so  ivird  die  Krümmung  durch  die  Formel 


C        ^              ^" 

^         (1  +  2/'^^ 

ausgedrüc 

kt;  lauten  dagegen  die  Gleichungen  der  Plancurve 

X  —  cp(t), 

so  ist 

y  —  n^d), 

doc  d^y       dy  d^x 

^         1           dt  dt^        dt  dt^ 

{©+©"! 
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Wenn  t  =  s  (dem  Curventogen)  ist,  so  erhält  man 

d^y  d^x 

1   _  ds^  _  ds^ 

R  dx  dy 

ds  ds 


1  _  i//^V_i_  (^\ 


B 

In  Polarcordinaten  q,  6  ist,  wenn  die  Gleichung  der  Cun 
Q  =  (p(6)  lautet  und  q,  q'  die  erste  bez.  ziveite  Berivirte  vo> 
Q  nach  6   sind: 

7?  3 

In  dem  Fall  einer  Raumcurve  tvird  die  Krümmung  duro 

<^  =  k= 

=  -j-^  y{dy  A—  dz  d'^yy-\-  (dz  d^x—dx  d^zy-\-  (dx  d^y—dy  d^x) 
ausgedrückt,  oder,  wenn  s  die  unabhängige   Variable  ist,  durch 


Wenn  von  einem  Punkt  im  Raum  die  Parallelen  zu  allei 
Tangenten  an  eine  gegebene  RaumcurYe  gezogen  werden  uni 
diese  Parallelen  durch  eine  Kugel  begrenzt  werden,  deren  Cen 
trum  der  feste  Punkt  des  Raums  ist,  so  wird  auf  diese  Ar 
auf  der  Kugel  eine  sphärische  Curvc  entstehen,  die  das  sphärl 
sehe  Bild  der  gegebenen  Raumcurve  heisst. 

Zieht  man  von  einem  Punkt  der  gegebenen  Curve  au 
die  Parallele  zu  der  in  dem  entsprechenden  Punkt  an  das  sphä 
rische  Bild  gelegten  Tangente,  so  erhält  man  die  Ilauptnormal 
zu  der  gegebenen  Raumcurve. 

Die  Gleichungen  der  Hauptnormalen  lauten: 

X—x  _  Y—y  _  Z—z 

^dx  ^dy  ^  dz 

d  -j-  d  -j^  d  -j 

ds  ds  ds 

und  ihre  Richtungscosinus  sind: 
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dx 


cos  ^  =  B 

cos  Tj  =  R 


ds 
ds 

ds 
ds 

dz 


j.      ds 

cos  L    =  ±1  — 5 ? 

^  ds 

"Cnn  R  den  Krümmungsradius  bezeichnet. 


Wir  werden  unter  positiver  RicMung  der  Normalen  einer 
'len  Curve  in  P  oder  der  Haiiptnormalen  einer  J?m(mcurve 
i  P  diejenige  der  beiden  Richtungen  der  Normalen  verstehen, 
eiche  so  beschaffen  ist,  dass  man,  von  P  in  ihrem  Sinn  aus- 
ehend,  Punkte  trifft,  die  auf  derselben  Seite  der  Tangente  in 
'.  oder  auf  derselben  Beite  der  senkrecht  zur  Hauptnormalen 
urch  P  gelegten  Ebene  liegen,  wie  die  dem  Punkt  P  unend- 
ch  nahen  Punkte  der  Curve. 

Unter  der  positiven  Richtung  der  Tangente  an  die  ebene 
lu've  in  P  verstehen  wir  ferner  diejenige  der  beiden  Richtungen 
er  Tangente,  welche  mit  der  positiven  Richtung  der  ^-Axe 
iisammenfällt,  wenn  man  die  Curve  in  ihrer  eigenen  Ebene  so 
erschiebt,  dass  sich  die  positive  Richtung  der  x-Axe  mit  der 
ositiven  Richtung  der  Normalen  deckt. 

Der  Punkt  auf  der  positiven  Richtung  der  Normalen  zur 
lancurve  oder  der  Hauptnormalen  zur  Raumcurve,  der  von  P 
m  eine  Grösse  gleich  R  (dem  Krümmungsradius)  absteht, 
eisst  der  dem  Punkt  P  entsprechende  Krümmung smittelpwnkt. 

Bei  einer  Raumcurve  heisst  die  durch  den  Krümmungs- 
littelpunkt  senkrecht  zur  Tangente  und  Hauptnormalen  gezogene 
Terade  Krümmung saxe ,  Polarlinie  und  die  ihr  parallele  durch 
en  Punkt  P  der  Curve  gehende  Gerade  Binormale  (nach  Saint- 
enant,  Mem.  sur  les  lignes  courhes  non  planes,  Journ.  de  l'Ec. 
Ol,  18,  p.  17). 

BefT  Krümmungsmittelpunkt  ist  hei  Plancurven  die  Grenz- 
ige  des  Schnittpunkts  der  Normalen  in  P  mit  der  Normalen  in 
mem  dem  Punkt  P  unendlich  nahen  Punkt. 

Bie  Krümmungsaxe  (Polare)  ist  hei  Raumcurven  die  Grenz- 
We  der  Schnittgeraden  der  Normalehene  zur  Curve  in  P  mit  der 
^ormälehene  in  einem  dem  Punkt  P  unendlich  nahen  Punkt. 
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Die   Coordinaten   des  Krümmung smittelpunlis  sind  im  Fat 
einer  ebenen  Curve 

diese  Formeln  gelten  jedoch  nur  dann,  wenn  die  obigen  Verein 
barungen  über  die  positiven  Eichtungen  der  Tangente  und  Noi 
malen  vorher  getroffen  worden  sind,  und  wenn  man  sich  B  a] 
eine  ihrem  Wesen  nach  positive  Grösse  denkt. 

Die  Coordinaten  des  Krümmung smittelpunlits  im  Fall  eim 
gewundenen   Curve  sind 

d  -7— 


ds 

,  dz 
d-j- 


ds 

wobei  das  Vorzeichen  durch  die  Vereinbarungen  bestimmt  wir 
die  über  die  positive  Bichtung  der  Tangente  an  die  ge wunder 
Curve  noch  zu  treffen  sind. 

Die  Gleichungen   der  Krümmungsaxe  lauten: 

X  —  x^         Y—y^         Z  —  z^ 


cos  X  cos  yb  cos  v 


1 


worin   X,  fx,  v  die  Bichtungswinkel  der  Krümmungsaxe  hezeichni 

und  durch 

dy  d^z  —  dz  d^y 


cos  X  =  B 


cos  fi  ==  B 


ds"" 

dz  d^x  —  dxd^z 
~d? 


„  dx  d^y  —  dyd^x 

cos  1^  =  J? ^-3-^-- 

ds^ 

'bestimmt  werden. 

Die  durch  die  Tangente  und  die  Hauptnormale  einer  Cur 
doppelter  Krümmung  gehende  Ebene  heisst  Schmiegmufsehe 
(Krümmungsehene,  Osculationsehene) ;  ihre  Gleichung  lautet: 
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X  —  x^    Y — ?/?   ^  —  ^  '' 
dx  ^  dy ,  dz      !  =  0. 

d^x,         d^y ,         d^z      \ 

Die  Sdimiegungsebene  ist  die  Grenzlage  der  Ebene,  welche 
trch  einen  PunM  der  Curve  wnd  zwei  andere  PunJcte  der  Curve 
jefit,  ivenn  diese  beiden  anderen  Punkte  sich  auf  beliebige  Weise 
iem  erster en  unbegrenzt  nähern. 

Die  zweite  Krümmung  (Schmiegung,  Flexion,  Torsion  oder 
Windung)  steht  in  Beziehung  zu  der  Deviation  der  Krüm- 
mumjsaxe  bei  dem  üebergang  von  einem  Punkt  der  Curve  zu 
dem  folgenden  (dem  Schmiegung swinkel ,  Torsions-,  Flexions- 
oder  Windung s winket)  ^  wie  die  gewöhnliche  Krümmung  (die 
auch  die  erste  Krümmung  genannt  wird)  in  Beziehung  zu  der 
Deviation  der  Tangente  (dem  Contingenzicinkel)  steht. 

Bezeichnet  man  mit  t  den  Torsionswinkel ,  d.  h.  den 
Winkel  zwischen  den  beiden  Krümmungsaxen ,  die  zweien  un- 
endlich nahen  Punkten  der  Curve  entsprechen  oder  besser  den- 
jenigen Bogen  eines  Kreises  vom  Radius  1,  der  zu  einem  diesem 
Winkel  gleichen  Centriwinkel  gehört,  so  heisst  die  Grenze  des 
Verhältnisses 


orsion  oder  Schmiegung  in  einem  PunM  der  Baumcurve. 
Dir  analgtischer  Ausdruck  ist 


1   -1  /  /c^  cos  Z\2        /rf  cos  f^X^  j_  (d  cos  vV- 

t  ~  Y   Kdr)   +  \cü~~)     '    \~ds    J 


in  k,  fi,  V  die  Bichtung swinkel  der  Krümmungsaxe  bedeuten, 
imd  T  der  Torsionshalbmesser  heisst. 

In  der  Theorie  der  Raumcurven  (gewundenen  Curven, 
Curven  doppelter  Krümmung)  sind  von  grosser  Bedeutung  die 
sogenannten  Fr  en  et' sehen  oder  S er  r  et' sehen  Formeln.,  welche 
Ausdrücke  für  die  Differentiale  der  neun  Cosinus 

cos  a ,  cos  ß ,  cos  y  (die  Richtungscosinus  der  Tangente), 

cos  h, ,  cos  7] ,  cos  l  (die  Richtungscosinus  der  Hauptnormalen), 

cosA,  cosfi,  cosv  (die  Richtungscosinus  der  Krümmungsaxe) 

liefern. 

Sie  lauten: 
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d  cos  a  1 

d  cos  ß  1 

ds  B 

d  cos  7  1 

^~dr~  ^  B 


J  =    -D    COS  I 


cos  ri , 
cos^; 


d  cos  ^  1 

d  cos  fi  1 

-^^  =  ^-cosi?, 

d  cos  1»         1  , 


cZ  cos  ^  1  1  , 

— :^ —  ==  —  ^  cos  «  —  ^  cos  /, , 
ds  B  jT  ' 

<^  cos  rj  1  _         1 

.^^  =  -_^-COS^  —  ^COSft, 
(?  cos  ^1  1 


Die  analytischen  Beziehungen,  welche  zwischen  der  Krüm- 
mung und  dem  Bogen  einer  Plancurve  bez.  der  Krümmung. 
Torsion  und  dem  Bogen  einer  Eaumcurve  bestehen,  werden  die 
natürlichen  Gleichungen  der  Curve,  equazioni  vntrinsiche,  intrinm 
equations  genannt,  weil  sie  zwar  die  Form,  aber  nicht  die  Lage 
der  Curve  in  der  Ebene  bez.  im  Kaum  bestimmen. 

Sind  die  natürlichen  Gleichungen 

i?  =  J?(5)^     T=T(s) 

einer  Eaumcurve  heliehig  gegeben,  so  existirt  immer  die  ihnen 
entsprechende  Curve,  und  das  Problem,  die  Curve  zu  bestimmen, 
reducirt  sich  auf  die  Integration  einer  Gleichung  vom  BiccatV sehen 
Typus;   vergl.  Bepert.  Bd.  1,  p.  173.     (Darboux). 

Die  Curve,  bei  welcher  das  Verhältniss  der  beiden  Krüm- 
mungen constant  bleibt,  ist  eine  Schraubenlinie,  SchnecJcen- 
linie  oder  Hei  ix  (Curven,  die  auf  einem  Cylvnder  aufgetragen 
sind  und  dessen  Erzeugende  unter  constantem  Winkel  schneiden); 
sind  im  Besonderen  die  beiden  Krümmmigen  constant,  so  ist  der 
Cylinder  eirn  Kreiscylinder.    Puiseux,  Cr  eile,  7;  Bertrand,  ib.,  8. 
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Die  natürliche  Gleichung  des  Kegelschnitts  lautet: 

dB 


i.f 


1/  2  4 

K  —  14-  AB^—  BB^ 


worin  A,  B  zwei  Constante  bezeichnen. 

Die  natürlichen  Gleichungen  der  Parabel  und  der  gleichseitigen 
Hyperbel  sind 


1     r*      dB 


3     /   -.  /,-o.  2 


1      /^        dB 

bez.   s  =  ^r 


worin  p  und  a  die  Parameter  der  Parabel  bez.  der  gleichseitigeil 
Hyperbel  bedeuten. 

Eine   der   natürlichen    Gleichungen    einer   sphärischen    (auf 
ler  Kugel  liegenden)  Curve  lautet: 


'    ds\     ds  J 


B    ,     d  /^dB\ 


Die  Curven,  für  welche  eine  der  natürlichen  Gleichungen  eine 
lineare  Belation  zwischen  den  beiden  Krümmungen  ist,  heissen 
Bertrand' sehe  Curven.    Cr  eile,  15. 

Sie  haben  die  bemerkensiverthe  Eigenschaft,  dass  ihre  Haupt- 
normalen auch  die  Hauptnormalen  einer  zweiten  Curve  sind,  die 
der  ersten  conjugirt  genannt  wird.  Siehe  auch  Bonnet,  Journ. 
de  VEc.  pol,  32,  1848;  Serret,  Crelle,  16;  Compt.  Bend.,  1877; 
Cesaro,  Biv.  di  mal,   2;  Mathesis,  2;  etc. 


Die  Ersten,  welche  sich  ex  professo  mit  der  Theorie  der 
gewundenen  Curven  beschäftigten,  waren  besonders  Clairaut, 
Becherches  sur  les  courbes  ä  double  courbure,  Paris  1731; 
Tinseau,  Mem.  des  Sav.  etr.,  9,  1781;  Monge,  ib.,  10,  1785; 
Journ.  de  VEc.  pol,  2,  1799;  Laueret,  Mem.  de  VÄc.  de  Paris, 
1,  1806;  2,  1811;  Jacobi,  Crelle,  14,  16;  Saint-Venant, 
Journ.  de  VEc.  pol,  1845. 

Die  berühmten  Formeln   von  Freuet  und  Serret  wurden 
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fast  gleichzeitig  von  diesen  beiden  Autoren  entdeckt.  Crelle 
17,  1852  und  16,  1851*). 

Mit  der  sogenannten  natürlichen  Geometrie  der  Curven,  d.  h 
dem  Studium  der  Curven  mittelst  der  natürlichen  Gleichunger 
befassten  sich  speciell  Hoppe  in  zahlreichen  Arbeiten,  Crelh' 
60,63;  Arcli.  der  Math.,  1880,  85,89,  etc.;  Lie,  Bestimmung  alle i 
Baumcurven,  deren  Krümmungsradius,  Torsionsradius  und  Bogen 
längen  durch  heliehige  Belationen  verknüpft  sind  ^  Christiania 
Vid.  Selsk.  Forhandl.,  1882;  siehe  auch  seine  Vorles.  über  cmi 
Gruppen.,  etc.,  Leipzig,  1893;  ein  neueres  Buch  ist  von  Cesaro 
Geom.  intrinsica,  Napoli,  1896  (die  deutsche  üebersetzung  vor 
Kowalewski  ist  bei  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  1901  erschienen) 
welches  ausschliesslich  diese  Richtung  verfolgt. 

Die  Hauptwerke  über  die  Infinitesimaltheorie  der  Raum 
curven  sind  von  Schell,  Allgemeine  Theorie  der  Curven  dop 
pelter  Krümmung.,  Leipzig,  2.  Aufl.  1898;  P.  Serret,  Thew 
nouv.  etc.,  Paris  1860;  Joachimsthal,  Äniv.  der  Diff.  uni 
Int.  etc.,  3.  Aufl.,  bearb.  vonNatani,  Leipzig  1890;  Scheffers,  G. 
Anw.  der  Diff.  und  Int.  etc.,  Bd.  1,  Leipzig  1900  (vergl.  das  Na 
menregister) ;  dazu  kommen  die  Arbeiten  über  Differentialgeo 
metrie,  die  wir  in  den  nächsten  Paragraphen  citiren  werden. 


§  5.    Berührungen  von  Curven  und  Flächen. 

Wenn  y=f{x),  y  =  (p{x)  die  Gleichungen  zweier  ehe^id 
Curven  sind,  so  sagt  man,  die  Curven  berühren  sich  in  den 
Punkt  mit  der  Abscisse  x  =  Xq  in  der  i^^^  Ordnung  oder  {i-\-  l) 
punJctig,  wenn  für  x  =  Xq 

f  W  =  9'W» 


/•'•  (rr^)  =  (p'(xq)      ist. 

Wenn  i  eine  gerade  Zahl  ist,  so  berühren  sich  die  beidei 
Curven  in  diesem  PunJct  und  schneiden  sich  zugleich  in  ihm;  is 
i  dagegen  ungerade^  so  schneiden  sich  die  beiden  Curven  nicht. 

Wenn  zwei  Curven  f,  cp   in   einem  Bu/nki   eine  Berühruni 


*)  Der  in  dem  Crelle'schen  Journal  später  als  der  Serret'sch 
zum  Abdruck  gekommene  Frenet'sche  Aufsatz  war  schon  im  Jah 
1847  der  Toulouser  Facultät  als  Doctordissertation  präsentirt  worden 
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'"'  Ordnung  haben,  so  herührt  eine  dritte  Curve  'tjj,  welche  mit 
■ine  Berührung  von  der  Ordnung  Je  <C  i  hat,  auch  die  andere 
in  der  seihen  Ordnung  Je. 

Eine  Curve,   die  in  einem  PunJct  mit  einer  anderen  festen 

rve    eine    BerüJirung    i^^    Ordnung    hat,    Jcmin   man    als   die 

rrenzlage    einer    beweglichen    Curve    ansehen,    die   durcJi    i  -\-  1 

^unJcte  der  festen    Curve  geht,    wenn   diese   «  -f-  1  PunJcte   sicJi 

hegrenzt  einander  nüJiern. 

Von  einer  Curve,  deren  Gleichung  i  unbestimmte  Con- 
tanten enthält,  sagt  man,  sie  osculire  eine  andere  feste  Curve, 
renn  sie  mit  ihr  in  einem  Punkt  eine  Berührung  der  grössten 
h'dnung  hat,  die  für  sie  überhaupt  bei  Berücksichtigung  der 
ur  Verfügung  stehenden  Constanten  möglich  ist;  im  Allgemei- 
ten  ist  diese  Jiöchste  Ordnung  die  (i — l)*^;  in  speciellen  Fällen 
ann  sie  diese  Creme  üherscJireiten. 

Der  eine  Curve  in  einem  Punkt  osculirende  Kreis  ist  der 
(reis,  welcher  mit  der  Curve  in  diesem  Punkt  eine  Berührung 
on  wenigstens  der  2*®^  Ordnung  hat. 

Ber  eine  Curve  in  einem  PiinM  osculirende  Kreis  ist  der 
lurch  diesen  PunJd  gehende  Kreis,  dessen  Centrum  im  Krüm- 
nun{fsmittelpunJit  liegt  (der  Krümmung sJcr eis). 

Wen/n  der  osculirende  Kreis  mit  der  Curve  in  einem  PimJct 

Berührung  ungerader  Ordnung  (also  von  höherer  als  der 
tioeiten  Ordnung)  hat,  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  in  diesem 
PunJet  ein  Maximum  oder  Minimum. 


Es  sei  eine  Fläche  und  ihre  Normale  in  einem  Punkt  P 
gegeben;  es  sei  femer  eine  durch  den  Punkt  P  der  Fläche 
gehende  Raumcurve  gegeben ;  man  stelle  die  Projection  der 
Curve  auf  die  Fläche  her,  indem  man  die  projicirenden  Geraden 
parallel  zur  Normalen  auf  die  Fläche  zieht.  Man  sagt  dann,  die 
Curve  und  die  FläcJie  haben  in  dem  PunJct  P  eine  Berührung 
i^  Ordnung,  wenn  die  Curve  und  ihre  so  gebildete  Projection 
sich  in  P  in  der  i^^^  Ordnung  berühren. 

Von  einer  Fläche,  deren  Gleichung  i  willkürliche  Parameter 
enthält,  sagt  man,  sie  osculire  eine  gegebene  Curve  in  einem 
Punkt,  wenn  sie  mit  ihr  eine  Berührung  der  grössten,  mit  der 
Anzahl  der  willkürlichen  Parameter  verträglichen  Ordnung  hat. 
Diese  Ordnung  ist  tvenigstens  die  (i  —  l)*®. 

Eine  durch  einen  Punkt  P  der  Raumcurve  gehende  Ebene 
osculirt  die  Curve  in  P,  wenn  sie  mit  ihr  in  P  eine  Berührung 
von  wenigstens  der    2*®"^  Ordnung   hat.     Siehe  §  4. 


464  Kapitel  XVI.    Tnfinitesimaltheorie. 

Die  osculirende  Kugel  ist  die  Kugel,  welche  eine  Raun 
curve  in  einem  Punkt  wenigstens  in  der  driften  Ordnung  berühi 

§  6.    Enveloppen   von  Curven   und   Flächen. 
Abwickelbare  Flächen. 

Wenn  die  Gleichung  /"  ==  0  einer  Curve  (oder  einer  Fläch 
einen  unbestimmten  Parameter  a  enthält  und  man  diesen  stet 
variiren  lässt,  so  entsteht  auf  diese  Art  ein  einfach  unendlich 
System  von  Curven  (oder  Flächen).  Betrachtet  man  nun  eint 
bestimmten  Werth  von  a  und  dann  einen  variirten  Werth 

a  -\~  Ja  ^ 

so  kann  der  Schnitt  der  entsprechenden  beiden  Curven  (od 
Flächen),  wenn  Ja  sich  der  Null  nähert,  im  Allgemeinen  ein 
Grenzlage  zustreben.  Die  Gesammtheit  aller  dieser  Grenzlag« 
kann  eine  Curve  (oder  Fläche)  bilden,  welche  dann  die  Ei 
hüllende  oder  Enveloppe  des  gegebenen  Systems  von  Curven  (od 
Flächen)  heisst,  während  jede  einzelne  Curve  (oder  Fläche)  d 
Systems  Eingehüllte  oder  Umhüllte  genannt  wird.  In  dem  Fa 
von  Flächen  wird  die  Grenzlage  der  Schnittcurve  zweier  Nac 
barflächen  des  Systems  CharaMeristiJc  genannt.     Monge. 

Um  die  Gleichung  der  Enveloppe  zu  erhalten,  hat  man  di 
Parameter  a  aus  der  gegebenen  Gleichung  und  aus  derjenigen  , 

eliminiren,    die  sich   ergieht,    wenn  ihre  Derivirte  nach  a   glei( 

(rf\ 
f=0,      7^==    Ol    . 

Die  Einhüllende    berührt    alle   Eingehüllten   längs  den 
Sprech  enden  Ch  arakteristiken. 

Die  auf  einer  Eingehüllten  liegende  Charakteristik  schneid 
die  benachbarte  Eingehüllte  in  gewissen  Punkten,  die  Gren 
lagen  zustreben  können,  wenn  die  beiden  Eingehüllten  sich  ei 
ander  unbegrenzt  nähern;  die  Gesammtheit  dieser  Grenzlagt 
bildet  im  Allgemeinen  eine  der  Enveloppe  angehörige  Curv 
welche  die  Eückkehrkante  (Cuspidalcurve)  der  Enveloppe  ^i 
nannt  wird. 

Jede  Charakteristik  berührt  die  Bückkehrkante. 

Die  Gleichungen  der  Rückkehrkante  erhält  man  durch  E- 
mination  von  a  aus 


f==0       ^^  =  0       ^  =  0 
'  '     da        ^'      da' 


% 


r 
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Die  Enveloppe  eines  einfach  unendlichen  Systems  von 
benen  ist  eine  Fläche,  die  Developpable  oder  ab ivicJcelhare  Fläche 
nannt  wird. 

Die  abwickelbare  Fläche  ist  Osculationsdeveloppable  ihrer 
ickkehrkante. 

Bezeichnet    man    mit    r,  s^  t   die    aus    der    Gleichung    der 
äche    abgeleiteten  zweiten  Derivirten  von  z  nach  x  und  «/,  so 
■ür  jede  developpable  Fläche 

rt  —  s^  =  0. 

Die  abwickelbaren  Flächen  haben  ihren  Namen  von  der 
genschaft,  dass  man  sie  auf  eine  Ebene  ohne  Falten  und 
-üche  ausbreiten  (abwickeln)  kann. 

Die  Developpable  ist  der  Ort  der  Tangenten  an  eine  Bauni- 
rve,  die  BücMehrkante  der  Fläche  ist,  und  diese  Tangenten  sind 
Charakteristiken  der  Developpablen. 
mm^^Die  Berührungsebenen   der  Developpablen  sind  Osculations- 
l^fn  der  Bückkehrkante. 

Die  Enveloppe  der  Normalebenen  einer  Raumcurve  wird 
flardeveloppable  (Fläche  der  Kormalebenen  oder  der  Krümmung s- 

|^|ü  der  geivundenen  Gurve  genannt. 
^^Die  Charakteristiken  der  Polardeveloppahlen  sind  die  Krüm- 
■  ^Jtngsaxen  (Polarlinien)  der  gegebenen  Curve. 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Bückkehrkante  der  Polar- 
■v^oppablen  sind 

I  -r^  '  m  dB 

Xq  =  X  -\-  B  coB  E,  —  T  -j    cos  A, , 
«/o  ^  y  -{-  B  cos  t]  —  T-j^cos(i, 

^f.  =  z  4-  B  cos  t  —  T  -5—  cos  V  . 

Die  Bückkehrkante  der  Polar  developpablen  einer  gewundenen 
irve  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  in  den  Punkten  der 
irve  die  Fläche  osculirenden  Kugeln,  der  Schmiegung skug ein . 

Die  Enveloppe  der  auf  der  Hauptnormalen  senkrecht  stehen- 
n  Berührungsebenen  an  eine  Raumcurve  (nach  Laueret, 
m.  sur  Ics  courbes  ä  double  courbure,  Me'm.  pres.  par  div. 
('•  ä  VAc.  de  Paris,  1,  p.  420:  der  rectificirenden  Ebenen)  ist 
e  sogenannte  rectificirende  developpable  Fläche  der  Baumcurve. 

Breitet  man  die  rectificirende  Developpahlc  einer  gegebenen 
"micurve  auf  eine  Ebene  aus,  so  transformirt  sich  diese  Curve 

auf  der  Fläche  liegt)   in  eine  Gerade. 

IMw*scal,  Kepertorium.  II.  30 
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§  7.    Evoluten  und  Evolventen. 

Wenn  wir  uns  denken,  es  sei  um  eine  gegebene  ebei 
oder  gewundene  Curve  ein  biegsamer  aber  nicht  dehnbar 
Faden  gelegt,  und  wenn  wir  diesen  von  der  Curve  so  abwickel 
dass  er  immer  gespannt  bleibt  und  daher  die  Curve  immer  b 
rührt,  so  beschreibt  ein  beliebiger  Punkt  des  Fadens  eine  Cur\ 
welche  Evolvente  (auch  zum  Unterschied  von  einer  anderen  A 
von  Abwickelungscurven  Filarevolvente^  der  gegebenen  Cur 
genannt  wird,  während  die  letztere  die  Evolute  (Filarivolui 
der  Evolvente  heisst.  • 

Die  Tangente  an  die  Evolute  steht  immer  auf  der  Tanger 
an  die  Evolvente  senkrecht^  insbesondere  ist  die  Tangente  an  ( 
Evolvente  parallel  zur  Hauptnormalen  der  Evolute. 

Ist  eine  beliebige  gewundene  oder  ebene  Curve  als  Ev( 
vente  gegeben,  so  sind  die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Evolui 

x'  ==  X  -{-  B  cos  ^  -{-  JR  ig  (r  -{-  JS)  cos  k , 
y'  =  g  ~{-  B  cos  t}  -\-  E  ig  (x  -{-  k)  cos  f*, 
z'  =  z  -\-  B  cos  ^  -{-  B  ig  (t  -\-  k)  cos  v , 


worin 


=/ 


de 


ist  wnd  k  eine  ivillkürlicJie  Constante  bedeutet.     Es  existiren  n 
hi/n  unendlich  viele  Evoluten   einer  gegebenen   ebenen  oder 
wundenen  Curve.    Ist  die  Curve  eben,  so  wird  %  =  Const.     1 
Winkel,    den    die  Tangente  an   die  Evolute   mit  der  Hauptn^ 
malen  der  Evolvente  bildet,  ist  gleich  r  -{-  k. 

Wenn  die  Curve  eben  ist  und  t  -{-  k  =  0  gesetzt  ui 
erhält  man  von  den  unendlich  vielen  Evoluten  die  ebene  Evoh 

Die  unendlich  vielen  Evoluten  einer  Curve  liegen  sämmtl 
auf  der  Polar developpablen  der  Evolvente  und  sind  insbesond 
sämmtlich  geodätische  Linien  (siehe  weiter  unten)  die 
Fläche. 

Wenn  die  Evolvente  eine  Baumcurve  ist,  so  sind  alle  i 
Evoluten  Baumcurven. 

Ist  dagegen  die  Evolvente  eine  Flaneur ve,  so  ist  eine  L 
lute  eben,  die  übrigen  sind  gewunden.  In  diesem  Fall  ist  di 
einzige  ebene    Evolute    der   Ort  der  Krümmmigsmiüelpunkte  < 
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'^vente    und    die  übrigen  sind  Schrauhenlinien  des  Cylinders, 
r  diesen  Ort  zur  Basis  hat. 

Die  von  demselben  PtmM  der  Evolvente  ausgehenden  Tan- 
nten  an  zwei  verschiedene  Evoluten  bilden  einen  constanten 
InJcel  miteinander. 

Von  den  Evolutenflächen  einer  gegebenen  Fläche  wird  weiter 
iten  in  §  13  die  Eede  sein. 

Aus  der  oben  angegebenen  Construction  der  Evolvente 
griebt  sich  sofort: 

Es  giebt  unendlich   viele  Evolventen   einer  gegebenen  Curve. 


I 


Die  Evolute  einer  ebenen  Curve  untersuchte  zuerst  Hu  yghens, 
orologium  oscillatmHum,  Paris  1673;  er  kam  bei  dem  Versuch, 
11  isochrones  Pendel  zu  construiren,  auf  den  Gedanken,  den 
ochronismus  der  Cycloide  (vergl.  Kap.  17,  §  12)  zu  benutzen  und 
n  Faden  des  Pendels  über  zwei  Halbevoluten  dieser  Curve  zu 
gen;  daraus  entsprang  dann  die  Idee,  die  Evoluten  im  All- 
smeinen  zu  studiren.  Später  hat  sich  mit  ihnen  auch  Newton 
seiner  Method  of  fluxions  etc.,  London,  1736  beschäftigt. 


§  8.    Kniminliiiige  Coordinaten.     Linienelement  der 
Flächen.     Pundamentaldifferentialformen    der  Flächen. 
Conforme  Abbildung.     Sphärische  Abbildung. 

.Wenn  eine  Fläche  durch  die  drei  Gleichungen 
X  =  g)(u,  v) , 

y  ==  <^^{u,  v)  , 

z  =  %(u,  v) 

ifinirt  ist,  in  welchen  w,  v  zwei  willkürliche  Parameter  bedeu- 
n,  so  stellen  die  Linien,  für  welche  u  =  Const.  oder  v  =  Const. 
t,  zwei  Systeme  von  auf  der  Fläche  liegenden  Linien  dar,  die 
an  Parameterlinien  nennt.  Die  Grössen  u  und  v  heissen 
e  krummlinigen  Coordinaten  des  Schnittpunkts  der  beiden 
irameterlinien  w,  v.  Der  unendlich  kleine  Abstand  zweier 
'i'  Fläche  angehöriger  Punkte  mit  den  Coordinaten 

u^  -y, 

bez.  u  -\-  du,  V  -{-  du 

30* 
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heisst  Linienelement  der  Fläche.     Sein  Quadrat  ist 

ds^  =  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv^, 
worin 

^=(l-:r+gfr +(!-:/. 

dx  ex    ^^  dy  dy    ,    dz  dz 

du  dv    *    dudv  "^    du  cv  "* 

«=(ifr+(ifr+(£r 

und    Ea  —  F^>0 

ist. 

Bezeichnet  man  mit  (ux),  (uy),...  die  Richtungswink' 
der  Tangenten  an  die  Parameterlinien  v  =  Const.,  u  =  Const.,  i 
gelten  die  Formeln 

,     s  1     dx  .     •.  1     dx 

cos  (ux)  =  —=  —  ,     cos  [vx)  =  —;=  — , 
^     ^        YG  du'  ^     ^        yW  dv'      ^ 

/     \  ^    dy  /     X  1    ^2/ 

cos  (uy)  =  — z=.  -^ ,     cos  (vy)  =  -—=.  -^ , 
^  ^        YG  du'  ^  ^        yW  dv' 

^     N  1     dz  ,     s  1     dz 

cos  (uz)    =  — =-  ,       cos  {'VZ)   ==  -7=1  —  , 

^     ^         yo  du'  ^    ^        yE  dv 

und  der  Winkel  Sl,  den  die  Parameterlinien  miteinander  bilde 
ergibt  sich  aus: 

F 


cos5i 


EG' 


.    ^        yEG  —  F^ 

sin  5i  = ; —  • 

ywG 

Die  nothwendige  u/nd  ausreichende  Bedingung,  damit  c 
beiden  Linien  u  =  Const.  u/nd  v  =  Const.  senkrecht  aufeinmid 
stehen.,  ist  F  =  0. 

Der  Inhalt  des  von  den  vier  Parametcrlinien  u,  u-\-di(. 
V  -{-  dv  auf  der  Fläche  gebildeten  unetidlich  Meinen  Vierecks,  a 
Flächenelements,  ist 


YeG  —  F^dudv. 

Bezeichnet    man    mit    X,   Y,  Z    die   Bichtungscosinus    0 
Flächennormalen,  so  erhält  man  die  Formeln: 
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X 


yEG  —  F^ 


Y  = 


Z  = 


yEG  —  F' 


yEG—F' 


dy 

dz 

du' 

du 

cy 

dv  ' 

dz 

dv 

dz 

dx 

du' 

du 

dz 

dx 

dv' 

dv 

dx 
du' 

dy 

du 

dx 

dy 

dv' 

dv 

Die  Differentialform 

Edu^  -\-2Fdudv  -\-  Gdv^ 

eisst  die  erste  Fundamentäldifferentialform  der  Fläche   und  die 
)ifferentialform 


9 


^dxdX  =  Bdu^  +  2B'dudv  +  D''dv^ 


I'  zweite  Fundamentäldifferentialform  der  Fläche. 
Die  D  haben  die  Werthe 


d'^x 


I>=^^Vl,     B'==2^ 


du 


d^x 
du  dv' 


D''=^X 


d^ 
dv^ 


^obei  das  Symbol  ^  angibt,  dass  man  die  Summe  der  drei 
Verthe  bilden  soll,  welche  sich  durch  Yertauschung  von  ic,  X 
ait  y,  Y  bez.  ^,  Z  ergeben. 

Zwischen  den  Coefficienten  E^  F,  G,  D,  D',  D''  bestehen 
rei  Relationen ,  die  in  dem  Fall ,  in  welchem  die  Para- 
aeterlinien  senkrecht  auf  einander  stehen,  also  jP  ==  0  ist, 
olgendermassen  lauten: 


c 

du 

0 


Yg)         ^'^XYGJ        YEG     dv 


(JL\- 


'(^\ 


B'     dVG 


^^  \yEj     ^^\yEj     yEG  a 

iy'~  DD"  d   /  1    dyG\    .      d 


u 


E      du    ~^' 

D"  dyE  ^0 

G      dv 


yEG 


cu 


YE    du  ) 


+ 


dv 


_!_  dyE 

y&  dv 


lieber  die  Form  dieser  Relationen  in  dem  allgemeinen  Fall 
uid  in  Christo ffeVschen  Symbolen  siehe  Bianchi,  Geom,  diff., 
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p.  90,  91,  deutsch  von  Lukat,  Yorlcsvmgen  über  Differentia 
geometrie,  Leipzig,   1899  p.  66  u.  ff. 

Die  letzte  Gleichung  entspricht  einer  Formel  von  Gaus 
Disqu.  circa  superficies  curvas  etc.,  Comment  Gott.,  6,  182 
=  Werke,  4;  die  beiden  anderen  wurden  in  ähnlicher  Gesta 
zuerst  von  Mainardi,  Giorn.  delV  Ist.  Lonib.,  9,  1857,  p.  31 
entdeckt  und  später  von  Codazzi,  Ann.  di  mat.,  (2),  2,  18(: 
wieder  aufgefunden.  Sie  führen  den  Namen  Codazzi  'sc 
Formeln. 

Sind  zwei  quadratische  Differential  formen 

f=  Edu^  +  2Fdudv  +  G  dv\ 
tp  =  Bdu"  +  2D'  dudv  +  B'' dv^ 

gegeben,  von  denen  die  erste  definit  sei,  d.  h.  ein  constantes  Vc 
zeichen  habe  (in  welchem  Fall  EG  —  i^^  >  0  sein  muss),  so 
es,  damit  eine  Fläche  existire,  für  welche  sie  die  erste  und  zwe 
Differentialform  sind,  nothw endig  und  ausreichend,  dass  die  dt 
obigen  (selbstverständlich  die  für  den  allgemeinen  Fall  geltende 
Formel/n  erfüllt  seien;  in  diesem  Fall  existirt  nur  eine  emzi 
solche  Fläche,  die  ihrer  Gestalt  nach,  aber  nicht  ihrer  Lage 
Baum  nach  bestimmt  ist;  um  die  Gleichung  der  Fläche  zu  erh 
ten,  muss  eine  Gleichung  vom  Biccati' sehen  Typus  (Bepert.,  Bd. 
p.  173)  integrirt  werden. 

Wenn  speciell  in  der  ersten  Fundamentaldifferentialfoi 
einer  Fläche 

E=G,     F=0 

ist,    so    wird    das    System   von    Parameterlinien   orthogonal   v 
therm  genannt  und  u,  v  heissen  isometrische  Parameter. 

Die  isothermen  Systeme  theilen  die  Fläche  in  u/nendl 
Meine  Quadrate. 

Die  Linien  w,  v  mögen  ein  isothermes  System  mit  isor) 
irischen  Parametern  bilden,  d.  h.  die  erste  Differentialform  ha 
die  Gestalt 

ds^  =  E(du^  +  dv^). 

Nun  ist  es  klar,  dass,  wenn 

U  =    0  (u) 

V  =  q^lv') 

gesetzt   wird,    worin    (D,    ^  zwei   willkürliche   Functionen   si 
die    Parameterlinien    u  =  Const.,    v  =  Const.    nicht    wesentl 
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^rändert  werden,  d.  h.,  die  u'  =  Const.,  v'  =  Const.  sind  die 
imlichen,  wie  u  =  Const.,  v  =  Const. ;  alsdann  tritt  jedoch  die 
ifferentialform  in  den  Coordinaten  u\  v  nicht  mehr  unter  der 
ometrischen  Form  auf;  sie  erhält  die  Gestalt: 

..^  =  ^{(11)^..'^  +  ©^..'^}, 

orin  die  Coefficienten  von  du^  und  dv^  nicht,  wie  früher,  ein- 
ader  gleich  sind,  wenn  auch  das  Coordinatensystem,  da  es  sich 
icht  geändert  hat,  als  isotherm  anzusehen  ist. 

Wir  sind  daher  genöthigt,  einen  Unterschied  in  Bezug  auf 
en  oben  definirten  Begriff  zu  machen. 

Ein  System  (w,  v)  soll  einfach  isotherm  heissen,    wenn  die 
iedingungen 

^  u,     ^   —   -^ 

rföllt  sind,  worin   TT  und  V  Functionen  von  u  allein,  bez.  von 
allein  sind;  es   soll   dagegen  isotherm  mit  isometrischen  Para- 
letern  genannt  werden,  wenn  überdies  E  =  G  ist. 

Jedem   einfach  isothermen  System   lässt  sich   stets   eine   iso- 
ische Form  gehen. 

Man   kann  immer    auf   unendlich   viele  Arten    eine    solche 
'  ertauschung  der    Variablen   (u,  v)  mit   Variablen   (u',  v')  vor- 
■^jmen,  dass  das  neue  System  isotherm  wird. 

1^^  Ist  auf  der  Fläche   ein  isothermes  System   (u;  v)   gegeben, 

erhält   man  jedes    andere    isotherme   System    (u',  v'),    wenn 

nan  annimmt,  die  complexe  Variable  u  -{-  iv'  sei  eine  beliebige 

Iction  der  complexen  Variablen  u  -\-  iv,  d.  h. 
u  -f-  iv'  =  0{u  -\-  iv) 
,   worin   0  das  Symbol  für   eine  imllkürliche  Function  ist. 
Die    noth  wendige    und    ausreichende  Bedingung ,    damit    die 
Linien   9  =  Const.    mit  ihren   orthogonalen  Trajecforien  ein  iso- 
thermes System  bilden,  besteht  darin,  dass  das  Verhältniss  zwischen 
lern  ersten  und  zweiten  Differentialparameter  von  cp*)  eine  Func- 
ion  von  cp  allein  sei. 


*)  Die  allgemeine  Definition  des  ersten  und  zweiten  Differential- 
parameters einer  Function  qp  ist  im  BepeH.  1,  p.  218,  219  gege- 
ben. Sie  werden  mit  den  Symbolen  z/^qp  und  j^cp  bezeichnet  und 
sind  in  unserem  Fall 
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Auf  jeder    Botationsfläche    bilden    die    Meridiane    und   c 
Parallelhreise  ein  isothermes  System. 


Wenn  das  Linienelement  einer  Fläche  sich  auf  die  Foi 
{U -\-  V)(du^  -\-  dv^)  reduciren  lässt,  worin  U  und  V  Für 
tion  von  u  allein  bez.  von  v  allein  sind,  so  sagt  man,  c 
Fläche  sei  vom  Liouville' sehen  Typus. 

Zu  den  Liouville'schen  Flächen  gehören  die  Flächen  2 
Grads  und  die  Uotations flächen. 

Neuere  Arbeiten  über  die  Liouville'schen  Flächen  sind  v 
Königs,  Campt.  Bend.,  1889;  Stäckel,  Math.  Ann.,  35;  Eic( 
JRend.  Acc.  Lincei,  1893. 


Wir  wollen  annehmen,  es  sei  ein  isothermes  Coordinate 
System  (w,  v)  auf  der  Fläche  gegeben  und  dieses  sei  auf  t 
isometrische  Form  reducirt,  so  dass  also 

ds^  =  l(du^  -\-  dv^) 

ist,  und  wollen  t*,  v  als  die  orthogonalen  Cartesischen  Cook 
naten  eines  Punkts  einer  Ebene  interpretiren.  Jedem  Punkt  cl 
Fläche  wird  dann  ein  Punkt  der  Ebene  entsprechen;  wir  ( 
halten  somit  die  Ahhildung  eines  Theils  der  Fläche  auf  die  Ebei 

Eine  solche  Ahbüdung  ist  conform  (isogonal,  winl'i 
treu),  d.  h.  die  sich  entsprechenden  Winkel  sind  gleich.  Ver 
Bepert.  1,  p.  350. 

Im  Allgemeinen  seien  u,  v  isometrische  Coordinaten  a 
der  Fläche  oder  einem  Theil  der  Fläche;  um  die  allgemein, 
CO  n forme  Abbildung  dieser  Fläche  auf  eine  Ebene  mit  den  Gi 
tesischen  Coordinaten  x,  y  zu  erhalten,  braucht  man  nur  am 
nehmen,  die  complexe  Variable  u  -\-  iv  sei  eine  will/iürlic 
Function  der  complexen  Variablen  x  -\-  iy  oder  auch  der  F 
riablen  x  —  iy;  in  dem  ersten  Fall  sind  die  sich  entsprechend 
Winkel  gleich  und  gleichgerichtet.,  in  dem  zweiten  Fall  gleich  u 
entgegengesetzt  gerichtet. 


\dv)  du  cv  \du) 


EG  —  F^ 


J^cp  = 


yEG  —  F^ 


G^-F^  E^-F^ 

du  dv  _.     c       dv  du 


/^^*    YEG  —  F^         ^^    yEG  —  F\ 
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Wenn  man  dann  eine  zweite  Fläche  oder  einen  zweiten 
lieil  der  Fläche  hat,  auf  welchem  u  ^  v  die  isometrischen  Coor- 
inaten  sind,  so  genügt,  um  die  allgemeinste  con forme  Abhil- 
'(Hg  der  einen  Fläche  auf  die  andere  zu  erhalten,  die  Annahme, 
ie  complexe  Variable  u  -\-  iv  sei  eine  ivillkürliche  Function  einer 
rf  beiden  Variablen  u-\-iv'  oder  u — iv\  Vergl.  darüber 
h  Bepert  1,  p.  396,  397. 


Eine  Abbildung  eines  Flächengebiets  auf  die  Kugel  bekommt 
lan,  wenn  den  Punkten  der  Fläche  die  Punkte  einer  Kugel  so 
ugeordnet  werden,  dass  die  beiden  Flächen  in  den  entsprechen- 
en  Punkten  parallele  Kormalen  haben;  ins  Besondere,  wenn 
on  dem  Mittelpunkt  einer  Kugel  Halbmesser  parallel  zur  posi- 
iven  Richtung  der  Normalen  in  den  verschiedenen  Punkten 
er  Fläche  gezogen  werden.  Die  Endpunkte  dieser  Halbmesser 
ind  alsdann  die  den  Punkten  der  Fläche  entsprechenden  Punkte 
er  Kugel.  Diese  Abbildung  pflegt  die  Gauss'sche  sphärische 
ibhüdung   genannt  zu  werden. 

Eine  solche  Abbildung  ist  im  Allgemeinen  nicht  conform; 
ie  ist  es  nur  für  die  Flächen,  deren  mittlere  Krümmung  Null 
^t  (die  Minimalflächen  ^  siehe  weiter  unten,  §  12),  und  für  die 
\ugel. 

Die  Coefficienten  e,  f,  g  der  (in  Coordinaten  u,  v  ausge- 
'  rückten)  Differential  form,  welche  das  Quadrat  des  Linienelements 

I  abbildenden  Kugel  angibt,  sind  durch  die  Formeln 
e  =  —  (KE  +  HD) , 
f=-(KF  +  HD'), 
g=.-(KG  +  HD'') 
er/eben,  in  tvelchen 

j  DD"—D'^  _  2FD'—  ED"—  GD 

EG  —  F^    '  EG  —  F^ 

")■ 

Die  Ditferentialform 

edu^  -j"  ^fdudv  -{-  gdv^ 

pflegt  man   die  dritte  Differentialform   in  Bezug  auf  die  Fläche 
u  nennen. 

Die   Eigenschaften    der  sphärischen   Abbildung,  welche  die 

*)  Ueber  die  Bedeutung  von  K  und  H  siehe  weiter  unten  §  10. 
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Kriimmungslinien,  die  Asymptotenlinien  etc.  betreffen,  werden 
den  folgenden   Paragraphen  besprochen. 


Die  ältesten  Arbeiten  über  die  Differentialgeometrie  < 
Flächen  sind  Euler  und  Meusnier  zu  verdanken,  welche 
ersten  Untersuchungen  über  die  Krümmung  der  Flächen  anst( 
ten,  3Iem.  de  Berlin,  1760;  3Iem.  Sav.  Etr.,  1785.  Grundlegf 
für  diese  Theorie  waren  dann  die  späteren  berühmten  We: 
von  Monge,  Application  de  Vanalyse  ä  la  Geometrie,  Pa 
1807 — 1809  (vergl.  die  von  Liouville  1850  mit  vortr 
liehen  Zusätzen  ausgestattete  Ausgabe)  und  von  Gauss,  1 
quisitiones  gener ales  circa  superficies  curvas,  Comment.  G( 
6,  1826,  Werhe,  4,  deutsche  von  A.  Wangerin  besorgte  A 
gäbe  mit  Anmerkungen  in  Ostwald's  Klassikern  der  exae 
Wissenschaften,  N.  57.  Wir  citiren  hier  die  übrigen  Arbei 
nicht  besonders  —  das  wird  an  der  betr.  Stelle  geschehen 
wir  wollen  nur  noch  angeben,  dass  als  die  neuesten  und  i 
fangreichsten  Bücher  über  Differentialgeometrie  ins  Besond 
die  Werke  von  Darboux,  Theor.  generale  des  surfaces,  4  BäD 
Paris  1887  — 1896  und  von  Bianchi,  Lezioni  di  geomei 
differenziale ,  Pisa  1894,  deutsch  von  Max  Lukat,  Vmiesuni 
über  Differentialgeometrie,  Leipzig   1899   zu  erwähnen  sind. 

In  den  modernen  Werken  werden  für  die  Rechnungen 
sogenannten    ChristoffeTschen    Symbole,    Grelle,    70    benu 
die    wir    zur    grösseren   Bequemlichkeit    für   den  Leser   hier 
sammenstellen : 

a)    Symbole   l*®'"  Art: 

rin         ,  cE  rl2-|         ,  dE 

L  2  J        du        '^  dv  '      L  1  J  ~~  av         " 


^  du 


-1 2n      ,  dG  r2 2 1      ^  dG^ 

dv 


b)  Symbole  2^'  Art: 

l^M  =       du^       dv  du 

fll]   ^  du^        du  dv 

i  2  J   ~  2{EG  —  F^) 
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rl  21  cv  du 

1  1  1  ~    2{EG  —  F^)  ' 

12)  du  dv 

2  j   ""  ~2{EG^—~F^' 


221  ^v     '  ^1?  du 


2(EG  —  F^) 
2  21  cv  du  dv 


r:\ 


2{EG  —  F^) 


Die   Derivirten   der   Coefficienten    J),  D\  D"    der   zweiten 

ifferentialform  werden  durch  die  D  selbst  und  die   Christof- 

[    rschen    Symbole    mit    Hülfe    von    Fonneln    ausgedrückt;,    die 

'ein garten  aufgefunden  hat.     Siehe    Bianchi,   Differential- 

'om.,  deutsche  Ausg.  p.  123. 

Aus  dem,  was  wir  in  diesem  Paragraphen  ausgeführt  haben, 
;ht  hervor,  dass  die  Studien  über  das  Linienelement  der  Flächen 
id  über  die  krummlinigen  Coordinaten  in  enger  Beziehung  zu 
n  Untersuchungen  über  die  quadratischen  DiiFerentialformen, 
e  Diiferentialparameter  etc.  stehen.  Wir  verweisen  deshalb  in 
ezug  auf  die  betreffende  Literatur  auf  Bepert.,  1,  Kap.  9,  §  4. 
f\r  wollen  hier  nur  noch  hervorheben,  dass  die  Aufsätze  Bel- 
rami's,  Giorn.  di  Bau.,  2;  Ann.  di  mat,  (1),  1, 1867 ;  Mem.  Acc. 
Bologna,  1869;  Math.  Ann..,  1  grundlegend  für  diese  Studien 
ewesen  sind.  Siehe  auch  Ricci,  Lezioni  sulla  teoria  delle 
iperßcie,  Verona-Padova   1898. 

§  9.    Auf  den  Flächen  gezogene  Linien. 
Lrümmnngslinien.      Conjugirte   Tangenten.      Geodätische 
Linien.     Asymptotenlinien. 

Eine  auf  einer  Fläche  gezogene  Curve  heisst  Krümmungs- 
nk,  wenn  die  durch  die  Punkte  der  Curve  gehenden  Flächen- 
onnalen  eine  Curve  doppelter  Krümmung  berühren,  d.  h.  eine 
bwickelbare  Fläche  bilden. 

Die  Krümmungslinien  bilden  ein  doppeltes  Orthogonalsystem, 
I.  h.: 

durch  jeden  Punkt  einer  Fläche  gehen  immer  zwei  aufein- 
mder  senkrechte  Krümmumgslinien. 


0, 
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Längs  jeder  Krümmtmgslinie  muss  die  Proportion 

dx  '.  dy  :  dz  =  dX  :  dY:  dZ 

bestehen,  ivenn  mit  X,  Y,  Z  die  Cosinus  der  Winkel  bezeidi, 
werden,  tvelche  die  positive  Miclitung  der  Flächennormalen  t 
den  Axen  bildet. 

Die  Differentialgleichung  der  Krümmungslinien  ist 

(FI)"—aB')dv^  +  {ED''—GD)dudv  +  (EB'—FD)du^= 

worin  D,  D',  B"  die  ihnen  in  §  8  beigelegten   Werthe  haben. 
Sie  Tiann  auch  geschrieben  werden: 

Edu  -\-  Fdv ,     Fdu  -{- Gdv     \ 

Bdu  +  B'dv,    B'du-\-  B" dv  \ 

Wenn  z  =  f{x,y)  die  Gleichung  der  Fläche  ist,  und  i 
p^  q  die  ersten  Derivirten,  mit  r,  5,  t  die  zweiten  Derivirl 
von  z  nach  x  und  y  bezeichnet  werden,  so  lautet  die  Bi/fert 
tialgleichung  der  Krümmungslinien: 

{(1  +2)^)s—pqr}dx^+  {(l +p^)t  —  (l  +  q^)r  ]  dxdy 

+  {pqt-{l+q^)s]di^  =  0. 

Auf  der  Kugel  und  auf  der  Ebene  ist  jede  Linie  Krü 
mungslinie. 

Bie  Krümmungslinien  einer  Beveloppablen  sind  die  Erz< 
genden  und  die  auf  diesen  senJcrechten  Trajectorien. 

Wenn  zwei  Flächen  sich  längs  einer  Linie  schneiden,  > 
für  beide  Krümmungslinie  ist,  so  schneiden  sie  sich  unter  C( 
stantem   Winkel. 

Wenn  umgekehrt  zivei  Flächen  sich  unter  constantem  Win 
schneiden  und  ihr  Schnitt  für  die  eine  Fläche  eine  Krümmumi 
linie  ist,  so  muss  er  es  auch  für  die  andere  sein. 

Bei  der  Gauss' sehen  sphärischen  Abbildung  ist  das  eins 
Liniensystem  der  Fläche,  welches  orthogonal  bleibt,  das  Syst 
der  Krümmungslinien. 

Man    nennt   Gesimsflächen    oder    modanirte   Flächen  (na 
Monge  „moulures'%  it.  super ficic  modanate)  Flächen,  welche 
beschaffen  sind,  dass  die  Krümmungslinien  eines  Systems  in  Eber 
liegen,  die  auf  der  Fläche  senkrecht  stehen. 

Bie  Gesimsflüche  wird  durch  die  Beivegung  einer  ehm< 
Linie  erzeugt, .  deren  Ebene,  ohne  zu  gleiten,  auf  einer  abicick 
baren  Fläche  rollt. 
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Wenn  man  durch  einen  Punkt  einer  Fläche  die  beiden 
ümmungslinien  zieht,  in  diesem  Punkt  die  Tangenten  an  sie 
rt  und  die  Normale  auf  die  Fläche  en-ichtet,  so  schneidet  die 
xch  die  Normale  und  jede  der  beiden  Tangenten  gehende 
lene  die  Fläche  in  einer  Curve,  die  Hauptnormalsclinitt  in 
"sem  PunM  genannt  wird. 

Daraus    folgt,    dass    in    jedem    Punkt    einer    Fläche    zwei 
auptnormalschnitte  existiren ,    die    sich  rechtwinklig  schneiden. 

Die  Krümmungsradien  (in  diesem  Punkt)  i\ ,  rg  dieser 
iden  Hauptnormalschnitte  heissen  die  Hauptkrümmungsradien 
r  Fläche  und  die  Krümmungsmittelpunkte  dieser  Normal- 
hnitte  sind  die  beiden  Krümmung scentren  der  Fläche  in  diesem 
mkt.  Liegen  die  letzteren  auf  entgegengesetzten  Seiten  be- 
.igl.  des  Punkts  der  Fläche,  so  sind  die  Hauptkrümmungsradien 
itürlich  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Wenn  die  Liniencoordinaten  w,  v  die  Krümmungslinien  der 
lädie  sind,  so  gelten  die  Beziehungen 

orin  r^,  r^   die  Krümmungsradien   der   die  Linien   v  =  Const. 
iz.  u  =  Const.   berührenden  Normalschnitte  sind. 

Die  Hauptkrümmungsradien  ?'^,  ^^  sind  die  Wurzeln  der 
mdratischen  Gleichung 

Dir—  B'^y  +  (^D"+  GD  —  2FDy\  +  (EG  —  i^)  ==  0. 

I)er  Krümmungsradius  R  eines  beliebigen  Nm^malschnitts  der 
lache  lässt  sich  durch  r^,  r^  mit  Hülfe  der  Ful er' sehen  Formel 

1   cos^e    ,    sin^ö 

irücken,  in  der  6  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Ebene  des 
chnitts  mit  der  Ebene  des  Haiqytnormal Schnitts  bildet,  ivelchem 
^r  Krümmungsradius  r^  entspricht. 

Mittelst  dieser  Formel  können  die  Krümmungsradien  der 
-  ormalschnitte  immer  durch  die  Hauptkrümmungsradien  aus- 
edrückt  werden. 

Das  folgende  Theorem  dient  dazu,  die  Krümmungsradien 
iner  beliebigen  auf  einer  Fläche  gezogenen  Linie  als  Function 
er  Krümmungsradien  der  Normalschnitte  darzustellen. 

Ber  Krümmungsradius  einer  beliebigen  auf  einer  Fläche 
ezogenen  Curve  ist  gleich  dem  Krümmungsradius  des  die  Curve 
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berührenden  Normalsclinitts ,  mulüplicirt  mit  dem  Cosinus  i 
WinTcels,  den  die  Ebene  des  NormalscJinitts  mit  der  Osculatio 
ebene  der  Curve  bildet.     Theorem  Meusnier' s. 

Wenn  r^  und  r^  dasselbe  Vorzeichen  haben,  so  heisst  i 
entsprechende  Punkt  der  Fläche  elliptischer  Punkt]  ist  i\  = 
so  wird  er  Kreis-  oder  Nabelpunkt  genannt,  haben  dage^ 
r^  und  r^  verschiedene  Vorzeichen,  so  heisst  er  hyperbolisc, 
und  wenn  einer  der  beiden  Radien  unendlich  gross  wird,  pa 
bolischer  Punkt. 

Im  Fall  des   elliptischen  Punkts  liegt  die  ganze  Fläche 
der   Umgebung   des  Punkts   auf  derselben  Seite   der  Berührwt 
ebene;    in    der    Umgebung    eines   hyperbolischen  Punkts    dagei 
liegt  die  Fläche  zum.   Theil  auf  der  einen,   zum   Theil  auf 
andern  Seite  der  BerüJirungsebene. 

Ist  BB"  —  B"^  grösser  als  Kuli,  so  ist  der  Punkt  eli 
tisch.,  ist  dieselbe  Grösse  dagegen  kleiner  als  Null,  hyperbolisc 

Diese  Unterscheidung  der  Punkte  in  elliptische,  parab« 
sehe  und  hyperbolische  entspricht  der  Eintheilung  in  Kap. 
§  1,  S.  205  für  Punkte  algebraischer  Flächen.  Als  Bupin's 
Indicatrix  (siehe  ebenda)  kann  man  den  Kegelschnitt  anseh 
dessen  Gleichung 

r,  r^ 

lautet,    der    in    der  Berührungsebene   an   die   Fläche  liegt, 
dessen    Coordinatenaxen  ^   und  t]   bez.   mit   den  BicMungen 
Tangenten   an   die   beiden  durch   diesen   Ptmkt  gehenden  Kri* 
mu/ngsliAiien  zusammenfallen. 

Das  Quadrat  eines  gegen  die  -»^-Axe  um  den  Winke] 
geneigten  Halbmessers  q  dieser  Ellipse  ist  durch 

1   cos-Ö     ,    sin»  e 

gegeben.  Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  Euler'sch 
so  ergibt  sich  q^  =  B.,  d.  h.:  Bas  Quadrat  eines  Halbmess 
der  Bupin'schen  Indicatrix  ist  dem  Krümmungsradius  des  du. 
den  entsprechenden  Burchmesser  gelegten  Normalschnitts  glei 
Dieses  Theorem  ist  von  Dupin,  Bcveloppements  de  Gco 
Paris  1813;  es  lässt  sich  als  eine  geometrische  Interpretafc 
der  Eul  er 'sehen  Formel  ansehen;  daher  kommt  auch  der  Na 
Bupi  n  'seh  e  In  dicatrix. 

Zwei  conjugirte  Durchmesser  (siehe  S.  86)  der  Dup 
sehen  Indicatrix  werden  zwei  conjugirte  Tangenten  an  die  Flät 
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aannt.      Ein    doppeltes    System    von    Linien    auf   der    Fläche 
isst  conjugirt,  wenn  in  jedem  Punkt  der  Fläche  die  Tangenten 

die  beiden  Linien,  die  durch  ihn  gehen,  conjugirt  sind. 
Bezeichnet  man  mit  ö,  6'  die  Winkel  zwischen  den  beiden 
ijugirten    Tangenten    und    der   Krümmungslinie  v^   so    besteht 

Relation 

•tgÖ.tg(9'=  — ^. 

Bei  einem  conjtigirten  System  muss  immer  D'  =  0  sein, 
d,  ist  !)'==  0,  so  ist  das  Liniensystem  (u,  v)  conjugirt. 

Bei  der  sphärischen  Ahhildmig  von  Gauss  (Vergl.  §  8) 
^ibt  der  Winkel  ziveier  conjugirter  Eichtungen  entweder  erhalten 

er  wird  in  seinen  Supplementwinkel  verwandelt,  je  nachdem 
/   Punkt  der  Fläche  hyperbolisch  oder  elliptisch  ist. 

Der  folgende  Satz  kann  auch  als  eine  neue  Definition  con- 
girter  Tangenten  gelten. 

Ztvei  Tangenten  an  eine  Fläche  in  einem  'Funkt  P  sind 
njugirt ,  tvenn  sich  durch  P  auf  der  Fläche  eine  Berührungs- 
lie  an  eine  von  ihnen  so  ziehen  lässt,  dass  die  der  Fläche  längs 
eser  Linie  umschriebene  Beveloppable  zur  Erzeugenden  die 
ndere  Tangente  hat. 

Las  System  der  Krümmungslinien  ist  das  einzige,   welches 
zeitig  ortJiogonal  und  conjugirt  ist. 


I 


Bie  Asymptotenlinien  (Lnflexions-  oder  Haupttang entencurven) 
nd  solche  auf  der  Fläche  gezogenen  Linien,  deren  Oscula- 
onsebene  in  jedem  Punkt  mit  der  Berührungsebene  an  die 
lache  zusammenfällt. 

Lie  Asymptotenlinien  bilden  ein  doppeltes  System;  durch  jeden 
hinkt  der  Fläche  gehen  zwei  von  ihnen,  die  im  Allgemeinen  nicht 
inkrecht  aufeinander  stehen.  Ln  jedem  Punkt  einer  Asymptoten- 
>irve  fällt  die  Tangente    mit  der   zu   ihr   conjugirten  zusammen. 

Bie  Tangenten  an  die  beiden  Asymptotencurven  fallen  in 
dem  Punkt  mit  den  Asymptoten  der  Bupin'^hen  Lndicatrix 
u  Summen. 

Jede  Asymptotencurve  muss  der  Belation  genügen: 

Ddu^  +  2D'dudv  +  L'' dv^  =  0. 

Wenn  man,  wie  gewöhnlich,  mit  p,  q-^  r,  s,  t  die  der  Glei- 
hung  der   Fläche    entnommenen    ersten   und  zweiten  Derivirten 
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von  z  nach  x  und  y  bezeiclinet,  so  lautet  die  DifferentialgleicJm 
der  Asymptotenlinien 

rdx^  -|-  2sdxdy  -\-  tdy^  =  0. 

Die  Asymptotenlinien  sind  nur  in  den  hyperbolischen  Pur 
ten  der  Fläche  reell,  in  den  elliptischen  sind  sie  imaginär. 

Auf  einer  abiviclcelbaren  Fläche   fallen   die  beiden  Systet 
asymptotischer    Linien    (mit    den   Erzeugenden    der  Fläche) 
sammen. 

In  jedem  Funkt  einer  Äsymptotenlinie  ist  das  Quadrat  ( 
zweiten  Krümmung  (Torsion)  entgegengesetzt  gleich  der  total 
Krümmung  der  Fläche    (siehe  §  10)   in  demselben  PunJd: 

TfTz  == ,     Theorem  von  Fnneper. 

T^  r^  7-2 

Daher  auch: 

In  jedem  Punkt  der  Fläche  haben  die  beiden  Äsymptott 
linien,  die  durch  ihn  gehen,  dem  absoluten  Werth  nach  gleü 
2^^  Krümmung. 

Bei  projectiven  Transformationen  bleiben  die  conjugiri 
Systeme  und  die  Asymptotenlinien  und  bei  Transformationen  dw 
reciproke  Badienvectoren  die  Krümmungslinien  erhalten.  Dar  hon 

Bei  der  sphärischen  Abbildung  von  G-auss  werden  ( 
Bichtungen  der  Asymptotenlinien  um  einen  rechten  Winkel  gedre 

Wir    wollen    annehmen ,    auf    der    Bildkugel    seien    u\ 
die    Linien,   welche   die   Bilder    der   Asymptotenlimen  auf   eii 

{12)'     fl2l' 
,  j       [    die  ChristoffeVscl 

Symbole  (vergl.  §  8)  in  Bezug  auf  das  Linienelement  der  Kuj 
bezeichnen;  man  erhält  dann  die  einfache  Belation 


d_  ri2|'__a_  |i2r 


Wenn  eine  Fläche  auf  das  System   ihrer  AsymptotenUn> 
bezogen  wird,  so  nimmt  das  Quadrat  des  .Linienelements  die  Fo> 

^  Q^edu^  —  2fdudv  +  gdv^) 

an,   worin    q^  =  — r^r2   ist,    und   e,  f,  g   die  Coefftcienten  ( 
dritten  Fundamentaldifferentialfoi'm  bedeuten  (vergl.  §  8). 

Bei     einer    Begelfläche     (vergl.   Kap.   13,    §  6)    sind 
Asymptotenlinien  ei/n  es  Systems  die  Erzeugenden  selbst. 

Das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Punkte,  in  weld» 
eine  veränderliche  Erzeugende  einer  Begelfläche  vier  feste  Asyn 
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linien  des  anderen  Systems  schneidet,  ist  eonstant.     Theorem 
n  Paul  Serret,  Theorie  des  courhes,  1860. 


Wenn  man  von  einer  Linie  X,  die  auf  einer  Fläche  durch 
u  Punkt  P  gezogen  ist,  die  orthogonale  Projection  auf  die 
;rührungsebene  in  P  herstellt,  so  wird  die  Krümmung  dieser 
ojection  in  P  die  geodätische  oder  Tangential-  oder  ÄbwicJce- 
ngsh'ümmung  der  auf  der  Fläche  gezogenen  Linie  in  dem 
mJct  P  genannt  und  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Projection 
■11  L  auf  die  Berührungsebene  heisst  der  geodätische  Krüm- 
rfsmittelpunkt  der  Linie  L  in  P. 

Die  geodätische  Krümmung  einer  auf  einer  Flädie  gezogenen 

ie   L    ist    der    gewöhnlichen    Krümmung    der    ebenen    Linie 

■h,  in  welche  L  sich  verwandelt,  wenn  die  der  Fläche  längs 

r  Linie  L  umschriebene  Developpable  auf  eine  Ebene  abgewickelt 

rd.     Daher  kommt  der  Name  Abivickelungslcrümmung. 

Wenn  ein  beliebiges  System  w,  v  von  Parameterlinien 
id  eine  beliebige  Linie,  deren  Gleichung  (p{u^  v)  =  0  lautet, 
if  der  Fläche  gegeben  sind,  so  ist  die  geodätische  Krümmung 

dieser  Linie  cp  in  einem  Punkt: 


^EG  —  F' 


X 


X  l^^ 


F^^-G^^ 

dv  du 


+ 


dv 


-  Y       \dv/  du  cv  \gu/  J 


Man  pflegt  diese  Formel  die  Bonn  et' sehe  zu  nennen. 

Der  Badius  der  geodätischen  Krümmu/ng  eines  Parallelkreises 
er  Botations fläche  ist  demjenigen  Theil  der  Tangente  an  den 
leridian  gleich,  welcher  zwischen  dem  Berührungspunkt  und  der 
iotaUonsaxe  liegt. 


Die  auf  einer  Fläche  gezogene  Linie,  welche  die  kürzeste 
erbindung  zweier  beliebiger,  hinreichend  naher  Punkte  der 
lache  ist,   heisst  geodätische  Linie  der  Fläche. 

Pascal,  Eepertorium.  n.  31 
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Die  Hawptnormale  in  jedem  Punkt  einer  geodätischen  Lin 
fällt  mit  der  Flächennormalen  zusammen.  Auch  diese  Eigei 
Schaft  kann  als  Definition  der  geodätischen  Linien  angeseht 
werden. 

Geodätische  Linien  sind  diejenigen,  für  tvelche  die  geodätisci 
Krümmung  in  jedem  Funkt  NuM  ist. 

Eine  geodätische  Linie  ist  im  Allgemeinen  individualish 
wenn  zwei  ihrer  Funkte  bestimmt  sind,  mithin  auch,  wenn  e 
Punkt,  durch  den  sie  gehen  soll,  und  die  Bichimig  ihrer  Ta 
gente  in  diesem  Punkt  gegeben  sind. 

Die  geodätische  (oder  tangentiale)  Krümmung  einer  Linie 
in  einem  Punkt   lässt  sich   auch   auf  die  folgende  Art  definir* 
(sie  führt  von  dieser  Definition  ihren  Namen): 

Man  betrachte  zwei  unendlich  nahe  Punkte  P,  P'  auf  d 
Curve  L  u/nd  die  geodätischen  Tangenten  im,  P,  P';  die  Grenze  d 
Verhältnisses  des  Winkels,  den  diese  Tangenten  miteinander  bilde 
zu  dem  Bogen  PP'  von  L,  tvenn  P'  sich  u/nbegrenzt  P  nähe, 
ist  die  geodätische  Krümmung  der  Linie  L  in  P.  Auf  die 
Weise  ist  die  Definition  der  geodätischen  Krümmung  die  natu 
liehe  Erweiterung  der  Definition   der  Krümmung  ebener  Linie 

Man  hat  Beltrami,  Giorn.  di  JBatt.,  2  ein  Theorem  ; 
verdanken,  mit  dessen  Hülfe  sich  der  geodätische  Kriimmun(, 
mittelpunkt  einer  Linie  in  einem  Punkt  bestimmen  lässt: 

Man  zeichnet  auf  der  Fläche  ein  System  von  oo^  geod 
tischen  Linien  g  und  eine  Linie  l  auf,  deren  Tangenten  mit  d' 
g  conjugirt  sind;  die  Tangenten  an  die  g  in  den  Punkten  d 
Linie  l  erzeugen  eine  Developpable  mit  einer  Rückkehrkante 
Jedem  Punkt  von  Z  entspricht  so  ein  Punkt  von  5,  indem  m; 
einem  Punkt  P  von  l  den  Punkt  M  zuordnet,  in  welchem  d 
durch  P  gehende  Erzeugende  der  Developpablen  die  Rückkel 
kante  berührt. 

Ler  Punkt  M  ist  der  geodätische  Krümmungsmittelput' 
in  P  der  Linie,  welche  durch  P  geht  und  auf  der  geodätischi 
ebenfalls  durch  P  gehenden  Linie  senkrecht  steht. 


Die    Differentialgleichimg    der    geodätischen    Linie    lau 
(Gauss): 

'  2  i;  \du  '    dv       j     ' 

.     1  dE  ^  dF  -  1  cG  ^ 

+  -^  -r.—  du  —  -^—  du _  -K—  dv, 

'      2    cv  öu  2    du 


cos 
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in  6  den   Winkel  bezeichnet,   den  die  geodätische  Linie   mit 
Linien  u  =  Const.  bildet,  also 

yjE\ds^         dsj 

.    ^        VEG—  F^  dv      .  _, 

sm  u  =  ' ^r^- — -  —     ist. 

yL         da 

Wenn  die  Linien  u,  v  senkrecht  aufeinander  stehen,  so  wird 

,.       1   dys  -         1    dya  , 

du  =  -~z  —^ —  du -=i  —^ —  dv. 

ya     dv  yE     du 

In  dem  Fall,  in  tvelchem  das  System  der  Linien  u,  v 
thogonal  isotherm  ist,  lautet  die  Differentialgleichtmg  der  geodä- 
'chen  Linien: 

■t  ^  ov  du 

Für  eine  Fläche  vom  Liouville' sehen  Typus  (vergl.  §  8), 
'ren  Linienelement  sich  also  auf  die  Form 

[a(u)  +  ß(v)](du^  +  dv^) 

iduciren  lässt,  ist  die  Gleichumg  der  geodätischen  Linien 

dv 


J    ycc{u)  —  a        J 


yßiv)-^a 


=  b, 


tn  a  und  b  zwei  Integrationsconstante  bedeuten.  Wie  man 
eht,  kann  in  diesem  Fall  die  Gleichung  der  geodätischen 
inien  unmittelbar  integrirt  werden. 

Bei  den  Leveloppablen  lässt  sich  die  Differentialgleichung 
r  geodätischen  Linien  mittelst  zweier  Quadraturen  integriren. 

In  jedem  Fimkt  einer  auf  einer  Botations fläche*)  gezogenen 
odätischen  Linie  ist  das  Product  aus  dem  Badius  des  betreffen- 
"n  Parallelkreises  mit  dem  Sinus  des  Neigungswinkels  der  geo- 
itischen  Linie  gegen  den  betreffenden  Meridia/n>  c&nstant.  Theorem 
•n  Clairaut. 

Wenn  eine  Krümmmigslinie  geodätisdi  ist,  so  muss  sie 
'en  sein,  und  jede  ebene  geodätische  Linie  ist  evne  Krümmwngs- 
>iie. 


*)  Die  Rotationsflächen  sind,  wie   schon  in  §  8  gesagt  wurde, 
lachen  vom  Liouville 'sehen  Typus. 

31* 
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Die  auf  den  geodätischen  Linien  durch  zwei  zu  ihnen  orti 
gondle  Trajectorien  abgeschnittenen  Bogen  sind  von  gleicher  Län 
Die  orthogonalen  Trajectorien  einer  einfach  unendlichen  Sei 
von  geodätischen  Linien  heissen  daher   geodätische  Parallelen. 

Geodätischer  Abstand  zweier  Punkte  heisst  die  Länge  < 
durch  sie  gehenden  geodätischen  Bogens. 

Eine  auf  der  Fläche  gezogene  Linie,  deren  Punkte  d* 
selben  geodätischen  Abstand  von  einem  festen  Punkt  der  riä( 
haben,  heisst  ein  geodätischer  Kreis. 

Eine  Linie,  deren  Punkte  solche  geodätische  Abstände  ^ 
zwei  festen  Punkten  haben ,  dass  entweder  ihre  Summen  O' 
ihre  Unterschiede  constant  sind ,  heisst  eine  geodätische  EUi 
bez.  Hyperbel. 

Geodätisches  Dreieck  wird  das  von  drei  geodätischen  Curv 
bogen  gebildete  Dreieck  genannt. 

Nennt    man    mit    Gauss    totale    Krümmung    eines   du 
geschlossene  Curven  begrenzten  Theils  der  Fläche  den  Werth 
über  diesen  Theil  der  Fläche  erstreckten  Doppelintegrals 

Kdc^ 


SS 


worin  K  das  sogenannte  Krümmungsmass  der  Fläche  in  jed 
Punkt   (vergl.  §  10)  bezeichnet  und  da  das  Flächenelement 
so  erhält  man  das  Theorem  (von  Gauss): 

Die  totale  Krümmung  eines  geodätischen  Dreiecks  ist  i 
Ueberschuss  der  Summe  seiner  drei  Winkel  über  zwei  Un- 
gleich.    Daher  für  K=  Const.: 

Auf  einer  Fläche  von  constanter  Krümmung  ist  der  Fläd 
inhält    eines  jeden   geodätischen   Dreiecks    dem    Ueberschuss 
Summe  seiner  drei  Winkel  über  zwei  Rechte  proportional.    Si 
das  analoge  Theorem  von  Albert  Girard   für   die  sphärisc 
Dreiecke  weiter  oben  S.  62. 

Dieser  Satz  wurde  von  Schering,  Gott.  Nachr.,  1< 
verallgemeinert. 

lieber  die  Geometrie  der  geodätischen  Dreiecke  vergl.  Cb 
Stoffel,  Berl.  Äbh.,  1868;  Weingarten,  J5erZ.  Ber.,  18 
V.  Mangoldt,   Grelle,  94. 

Geodätische    Torsion     (ziveite    Krümmung)    einer    auf 
Fläche   gezogenen  Linie  L   in   einem  Punkt  wird  nach  Bon 
die  Torsion  der  geodätischen,  die  Curve  L  in  diesem  Punkt 
rührenden  Linie  genannt. 

Die  geodätische  Torsion  einer  Linie  fällt  mit  der  g&wi 
liehen  Torsion  für  alle  Linien   und  nur  für  die  Linien  zus 
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.  deren  Hauptnormäle  unter  constantem  Winkel  gegen  die 
che  geneigt  ist,  speciell  für  die  geodätischen  und  Äsymptoten- 
cn. 

Nennt  man  -^r ,  ttt  <iie    geodätischen   Torsionen  der  Para- 

U  V 

eterlinien  w,  i;,  so  ist 

1    _   GD'  —  FD" 

J^         FD  —  ED' 
^~  EyEG  —  F^ 

Die  Belation  zwischen  der  geodätischen  Torsion  ^  und  der 

1  i 

bsoluten    rp    einer  beliebigen  Linie  l  ist 

1    1     1^  da 

\n  CO  den  Winkel  zwischen  der  Hauptnormalen  der  Linie  l 
nd  der  Normalen  zur  Fläche  bezeichnet  und  s  der  Bogen  der 
Jnie  l  ist. 

Krümmungslinien  sind  diejenigen,  deren  geodätische  Torsion 
jedem  Punkt  Null  ist. 


Wir    haben    an    einem    anderen    Ort    (Kap.  13,  §  6)    die 

>trictionslinien  einer  Begel fläche  definirt;    wir  fügen  jetzt  hinzu: 

Für  jeden  Punkt  der  Strictionslinie  einer  Begelfläche  ist  die 

udätische  Krümmung  der  zu  den  Erzeugenden  senkrechten  Tra- 

ien  Null. 


Ueber  die  geodätischen  Linien  des  Ellipsoids  gelten  die 
bigenden  Theoreme: 

Jede  von  einem  Nabelpunkt  des  Ellipsoids  ausgehende  geo- 
lätische  Linie  geht  durch  den  diametral  gegenüberliegenden  Nabel- 
nkt. 

Zwei  gegenüberliegende  Nabelpunkte  lassen  sich  durch  un- 
ndlich  viele  geodätische  Bogen  verbinden,  die  sämmtlich  dieselbe 
Länge  haben  (wie  bei  der  Kugel). 

Verbindet  man  einen  Punkt  M  eines  Ellipsoids  durch  geo- 
lätische  Linien  mit  zwei  sich  nicht  gegenüberliegenden  Nabel- 
mmUen,  so  halbiren  die  Bichtungen  der  durch  M  gellenden 
Krümmungslinien  die   Winkel  der  beiden  geodätischen  Linien. 
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Für  jede  auf  einem  Ellipsoid  gezogene  geodätische  Linie  h 
das  Product  constant,  welches  sich  ergibt,  wenn  der  Abstand  dt 
MittelpwnMs  von  der  Berühr  imgsebene  in  einem  JPwnkt  der  gec 
däüschen  Linie  mit  der  Limge  des  Durchmessers  multiplicirt  win 
welcher  der  im,  demselben  Punkt  an  die  geodätische  Linie  gelegte 
Tangente  parallel  ist. 


Mit  der  Untersuchung  der  Krümmungslinien  hat  Mong 
den  Anfang  gemacht,  1.  c,  siehe  oben  §  8;  Dupin,  Dcvelopj 
de  geom.,  Paris  1813,  verdankt  man  die  Forschungen  über  d] 
Asymptotenlinien  und  die  conjugirten  Bichtungen^  wie  auch  d: 
Einführung  der  Lndicatrix,    die  seinen  Namen  trägt. 

Ueber  die  Krümmungslinien  folgten  dann  zahlreiche  Arbe 
ten,  die  von  verschiedenem  Standpunkt  ausgehen:  Briosch 
Ami.  di  sdenze  mat.  e  ßs.  di  Tortolini,  4,  1853;  Eibaucoui 
Compt  Bend.,  IST 2;    Darboux,  ib.,  1877,   1881;  etc. 

Von  den  durch  einen  Nabelpunkt  gehenden  Krümmung; 
linien  handelten  Cayley,  Phil.  Mag.,  1863;  Quart.  Journ.,  1 
1870;  Frost,  ib.,  10;  Hoppe,  Archiv  für  Math.,  70,  188; 
Zahlreich  waren  die  Studien  über  die  Flächen  mit  ebenen  odt 
sphärischen  Krümmungslinien:  von  Serret,  Grelle,  18;  Bonne 
Journ.  de  VEc.  pol.,  33,  1853;  Dini,  Ann.  di  mat.,  (2),  1;  ilfe»- 
Soc.  italiana  dei  XL,  3,  1869,  etc.;  Enneper,  Grelle,  94  un 
von  vielen  Anderen. 

Mit  den  geodätischen  Linien  befasste  sich  Gauss;  Legendr 
nannte  sie  des  lignes  minimes:,  den  Namen  geodätische  Lini( 
bekamen  sie  von  Liouville.  Die  ältesten  Arbeiten  über  dief 
Linien  sind  ausser  von  Gauss  von  Steiner,  Berl.  Ber.,  183i 
Jacob i,  Grelle,  19,  der  die  geodätischen  Linien  auf  dem  Ellij 
soid  untersuchte;  Minding,  Grelle,  20;  Liouville  (siehe  d 
Appl.  de  V Analyse  ä  la  Geom.  von  Monge,  Paris  1850,  vo 
Liouville  besorgte  Ausg.);  Brioschi,  Ann.  di  scienze  mat.  e  fi 
di  Tort.,  4;  Beltrami,  Bend.  Ist.  Lomb.  1868;  etc.  Neuere  Arbe 
ten  sind  von  V^eingarten,  Berl.Ber.,  1882;  Brill,  Münch.  Abi 
1883;  Ricci,  Atti  Ist.  Veneto,  1893,  1894.  Ueber  die  Geschichi 
der  geodätischen  Linien  siehe  Stäckel,  Leipz.  Ber.,  1893.  D: 
geodätischen  Linien  auf  dem  Ellipsoid  werden  auch  in  Bd.  ! 
Kap.  6  der  Fonct.  ellipt. ,  Paris  1888  von  Halphen  b' 
handelt. 


§  10.    Krümmungen  der  Flächen. 
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§  10.    Krümmungen  der  Flächen.     Aufeinander 
abwickelbare  Flächen. 


Die  Ausdrucke 


K== 


H  = 


1+1 

i\  r^ 


eissen  die  totale  Krümmung  (curvatwa  integra)  von  Gauss  bez. 
"'  mittlere  Krümmung   der  Fläche  in    dem  betrachteten  Punkt. 
Es  gelten  die  Formeln 


K  = 


DD"—  D'^ 
EG  —  F^' 
2FD'  —  ED" 


GD 


EG  —  F^ 


Ein  anderes  Krümmungsmass  für  Flächen  wurde  von  Caso- 
•ati,  Acta  matJt.,  14  (siehe  auch  Catalan,  ib.,  15)  eingeführt- 
md  wird  durch 


Y  (^  +  7^)      dargesteUt. 


Das  Krümmu/ngsmass  K  lässt  sich  durch  eine  Formel  aus- 
irüchen,  in  welche  nur  die  Coefficienten  der  ersten  Differential- 
form   eingehen: 

1 


K  = 


2{EG 

du 

d 


F") 


X 


X 


F 


+ 


dE 
_EyEG  —  F^  dv 

2  dF 

du 


dG- 


ywG 


F^  du^ 

dE 


+ 


dv  L   VE^G  —  F' 


yEG  —  F^  dv 


EYEG  —  F^  du 
Wenn  die  Gleichu/ng  der  Fläche  vn  der  Form 

z  =  f{x,  y) 


—    [  (Gauss). 


gegeben  ist  und 


dx 


d^z 
dx^ 


=  P> 


dxdy 


dz 

dy 


=  a 


s. 


d'z 
dy' 
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gesetzt  wird,  so  erhält  man  die  Formeln: 

rt  —  s^ 


K 


(1  +  i>'  +  q') 


^  _  2pqs  -  (1  +  p')t  -  (1  +  q^r 

(1  +  i>^  +  2')^ 

Das  Krümmtmgsmass  K  ist  positiv  in  den  elliptischen,  negai 
in  den  hyperbolischen,  Null  in  den  parabolischen  PunJcten. 

Für  eine  Megelfläche  ist  K  immer  entweder  negativ  odi 
Null 

Wenn  das  Krümmungsmass  längs   einer  Erzeugenden  nici 
Null  ist,  so  ist  es  seinem  absoluten  Werth  nach  im  Centralpun, 
(siehe  Kap.  13,  §6)   am  grössten  und  nimmt  ab,  je  weiter  mc 
sich  auf  der  Erzeugenden  von  diesem  Funkt  entfernt. 

Eine  Fläche,  deren  Krümmung  K  in  allen  FunJcten  Nu 
ist,  muss  eine  Feveloppable  sein  und  umgekehrt. 

Fie  Krümmumg  K  von  Gauss  lässt  sich  durch  die  geodi 

tischen  Krümmungen    —,    —   der    beiden   Farameterlinien    m 

Hülfe  der  Liouville' sehen  Formel,  Journ.  de  Liouv.,  16,  au. 
drücken: 

YEG  —  F^  \dudv  "■    du    q^    '^  dv     q^  J' 

iL'orin  ß   den    Winkel  zwischen  den  beiden  Parameterlinien   h 
zeichnet. 

Die  totale  Krümmung  einer  Fläche  lässt  sich  auch  definire 
als  der  reciproke  Werth  der  Grenze  des  Verhältnisses  des  W' 
endlich  kleinen  Flächenelements  zu  dem  diesem  Element  bei  di 
sphärischen  Abbildung   entsprechenden  sphärischen  Element. 


Wenn  sich  zwischen  den  Punkten  zweier  Flächen  ein 
solche  Correspondenz  feststellen  lässt,  dass  die  einander  enl 
sprechenden  Linienelemente  gleich  werden,  so  heissen  die  beide 
Flächen  aufeinander  abwickelbar. 

Wenn  zwei  Flächen  aufeinander  abwickelbar  sind,  so  kan 
man  eine  von  ihnen  (oder  einen  Theil  einer  von  ihnen)  durc 
Biegung  allein  ohne  Faltung  und  ohne  Dehnung  auf  die  ander 
ausbreiten. 

Die  totale  Krümmung  einer  Fläche  in  jedem  Punkt  ända 
sich  nicht,    wenn   die  Fläche   beliebig  verbogen  wird;  oder,  wa 


r 

iflselbe 
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»Ibe   ist,    zivei    aufeinander   abtiickelhare  Flächen  haben   in 
H   entsprechenden    Punkten   gleiche   totale    Krümmungen.     Man 
egt   daher   zu   sagen,    die   Krümmung   K   sei    eine.  Biegtmgs- 
riante. 

Durch    Biegmig    der    Fläche    ändert    sich    die    geodätische 

iimmung    einer    beliebigen    auf    der   Fläche    gezogenen    Linie 

^t;  speciell  werden  daher  die  geodätischen  Linien  der  FläcJie 

die  geodätischen  Linien  der  iransformirten  Fläche  verwandelt. 

Die  Gleichheit  der  totalen  Krümmung   der  beiden  Flächen 

jedem  Paar  sich  entsprechender  Punkte  reicht  nicht  hin^  damit 

beiden  Flächen    aufeinander   abwickelbar   seien;    sie    reicht 

er  dann   hin,    wenn   in  jedem  Punkt  der   beiden  Flächen  die 

'ümmung  constant  ist-;  d.  h.: 

Zwei  Flächen  mit  derselben  constanten  totalen  Krümmung 
id  immer  auf  unendlicJi  viele  Arten  aufeinander  abwickelbar. 
iraus  folgt: 

Eine  developpable  Fläche  (deren  Krümmung  also  Null  ist) 
sst  sich  immer  auf  die  Ebene  und  eine  FläcJie  mit  constanter 
sitiver  Krümmung  stets  auf  eine  Kugel  abwickeln. 

Jede  Fläche    mit   constanter  Krümmung  lässt   oo^    Verbie- 
,^Mßn  in  sich  zu. 

^^^Jede  Fläche,   die  oo^  stetige   Verbiegungen  in  sich  zulässt, 
'rm  auf  eine  Botations fläche  abgetvickelt  iv erden. 

Helicoide  heissen  Flächen,  die  durch  eine  ebene  oder  ge- 
andene  Linie  erzeugt  werden,  wenn  diese  um  eine  Axe  rotirt, 
e  ihrerseits  gleichzeitig  in  sich  selbst  derart  fortgleitet,  dass 
■<  Verhältniss  der  beiden  Geschwindigkeiten,  der  Rotations- 
id  Translationsgeschwindigkeit,  constant  bleibt. 

Jedes  Helicoid  lässt  sich  immer  auf  eine  Botations  fläche 
i ekeln;  die  Schraubenlinien  (Helixe)  breiten  sich  dabei  auf 
Parallelkreise  aus.     TJieorem  von  Bour. 

Wenn  man  auf  einer  biegsamen  Fläche  eine  Curve  festhält, 
kann  die  Fläche  nur  dann  deformirt  iverden,  tvenn  diese 
ce  eine  asymptotische  Linie  ist. 

Es  ist  möglich,  eine  Fläche  auf  zwei  verschiedene  Arten  so 

deformiren,  dass  ei/ne  ihrer  Curven  C  eine  willkürliche  Form 

annimmt,    tvenn    nur    die    erste  Krümmung   von  F  i/n  jedem 

tmkt  grösser  als  die  geodätische  Krümmung  von  C  in  dem  ent- 

»rechenden  Punkt  ist. 

Eine  Fläche  lässt  sich   auf  unendlich   viele  Arten   so  ver- 
6gen,   dass  eine  beliebige   auf  ihr  gezogene  Linie  Krümmung s- 
'''  der  deformirten  Fläche  wird. 
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Es  ist  unmöglich,  eine  Fläche  F  derart  zu  deformiren,  dt 
die  asymptotischen  Linien  auch  asymptotisch  auf  der  deformn 
Fläche  bleiben,  es  sei  denn,  dass  F  eine  Begel fläche  ist  und  i 
in  Betracht  kommenden  Asymptotenlinien  nicht  ihre  geradlinig 
Erzeugenden  sind.     Vergl.  §  9. 

Wenn    zwei   Regelflächen ,    ivelche  nicht  durch  Deformati 
derselben  Fläche  ^*®"  Grads   entstanden   sind,   sich   aufeinmu 
abivickeln  lassen,  so  müssen  sich   die  Erzeugenden  der  einen 
der    Deformation    auf    die    der    anderen    legen.      Theorem   'i 
Bonnet. 

LeitungsJcegel  einer  Begel  fläche  wird  der  Kegel  genannt,  welcl 
durch  die  von  einem  Punkt  aus  parallel  zu  den  Erzeugonc 
der  Fläche  gezogenen  Geraden  gebildet  wird. 

Jede  Begel  fläche  lässt  sich  immer  so  deformiren,  dass  • 
Leitungskegel  eine  beliebige  Form  cmnimmt. 

Eine  Begelfläche  kann  immer  so  verbogen  iverden,  dass  e 
beliebig  auf  ihr  gezogene  Linie  Asymptotenlinie  tvird. 

Bei  der  Deformation  der  Begelfläche  lässt  es  sich  immer 
einrichten,  dass  eine  ihrer  geodätischen  Linien  sich  in  eine  Ger< 
verwandelt. 

Es  ist  auf  oo^  Arten  möglich,  eine  Begelfläche  derart 
deformiren,  dass  eine  beliebige  auf  ihr  gelegene  Curve  eine  eh 
JAnie  wird. 

Die  einzigen  Begelflächen,  die  auf  Botationsflächen  abgeiV' 
werden    können,    sind    die    Deformirten    des    Begelhelicoidf^ 
Minimal flächeninhalt  *)   (siehe  weiter  unten)   und  des  Botatk 
hyperboloids. 


Mit  der  Krümmung  der  Flächen  hatten  sich  schon  Eu 
und  Meusnier  beschäftigt;  die  Lösung  des  Problems  gel 
aber  erst  Gauss  in  §  8  der  citirten  Bisquisitiones  etc.  Ga 
ist  auch  die  Entdeckung  zu  verdanken,  dass  sich  die  Kinimm 
jST  bei  dem  Verbiegen  der  Flächen  nicht  ändert.  Zu  den  er? 
wichtigen  Arbeiten  über  die  Applicabilität  der  Flächen  gehöj 
Minding,  Grelle,  19;  Bour,  Arm.  de  VEc,  pol.,  59,  18 
Bonnet,  ib.,  61,  62;  Codazzi,  Mem.  pres.  par  divers  savi 
ä  VAc.  de  Baris,  27;  etc. 


*)  Dieses  Helicoid  kann  durch  eine  Gerade  erzeugt  wer 
welche  gleichförmig  um  eine  zu  ihr  senkrechte  Axe  rotirt,  wähl 
diese  Axe  gleichförmig  in  sich  selbst  fortgleitet. 
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Andere  Arbeiten  sind  von  Weingarten,  Grelle,  59,  100; 
ibaucour,    Compt.  Bend.,   70;   Dini,   Giorn.  di  BaU.,   2;  etc. 

Einer  der  ersten  Versuche  über  die  Biegung  der  Eegelflächen 
von  Min  ding,  Crelle,  18;  grundlegend  ist  der  Aufsatz  von 
Itrami,  Ann.  di  mat.,  (l),  7,  1865. 

Modernere,  auf  einer  neuen  Methode  beruhende  Forschungen 
n  Weingarten  über  die  Applicabilität  der  Flächen  sind  in 
n  Compt.  Bend.,  112,  p.  607,  706  und  Acta  math.,  20  ent- 
ilten;  eine  Darlegung  dieser  neuen  Methode  Weingarten' s 
idet  man  bei  Darboux,  Theorie  des  surfaces,  Paris  1887  — 
^96,  4,  p.  308. 


m 


Flächen  von  constanter  totaler  Krümmung. 
Pseudosphärische  Flächen. 


Eine  Fläche  mit  constanter  negativer  Krümmung  K= ^ 

legt  man  eine  pseudosphäriscJie  Fläche  vom  Badius  B  zu 
•nnen.  Oricyclus  heisst  eine  auf  einer  pseudosphärischen  Fläche 
zogene    Curve ,    deren    geodätische    Krümmung    constant    und 

eich   ^^   ist. 

M 

Bas  Linienelement  einer  jeden  Fläche  von  constanter  posi- 
^er  KrümmunQ    K  ==  ^^    lässt  sich  auf  die  Form 


I 


B' 

ds^  =  du^  +  ^^^^^  ^^^ 
ren. 


Das  Linienelement  einer  jeden  Fläche  von  constanter  negativer 
1 
B" 


iimmung   K  =  —  ^^    lässt   sich  auf  eine  der   folgenden  drei 


ormen  zurückführen: 

ds^  =  du^  -{-  cosh^  jr  dv'^y  (der  hyperbolische  Typus), 

ds^  =  du^  -\-  e^  dv^ ,  (parabolischer  Typus), 

ds^  =  du^  +  B^  sinh^  ~  dv\    (elliptischer  Typus). 

Bei  der  ersten   Form   sind   die    auf  einer   bestimmten   geo- 
itischen    Linie    L    senkrecht    stehenden    geodätischen    Linien 
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(v  =  Const.)  und   ihre    orthogonalen    Trajectorien    (ti  ==  Const 
die  krummlinigen  Coordinaten  *). 

Bei  der  zweiten  Form  sind  die  Linien  v  =  Const.  die  ge 
dätischen   auf  einer  Linie   L  "  (Oricyclus)  von   constanter  geod 

tischer  Krümmung  ^    senkrecht  stehenden  Linien  und  ihre  orth 

gonalen  Trajectorien  die  Linien  u  =  Const. 

Für  die  dritte  Form  endlich  sind  die  Linien  v  =  Con; 
die  von  einem  Punkt  ausgehenden  geodätischen  Linien  ui 
ihre  orthogonalen  Trajectorien  die  Linien  u  ==  Const. 

Dem  Linienelement  ei/ner  jeden  auf  ihre  KrümmungsUm 
belogenen  Fläche  von  constanter  positiver  Krümmung  gleich 
kann  man  die  Form  geben: 

ds^  ==  sinh^  co  du^  -{-  cosh^  co  dv^, 

worin  co  der  Belation 

X— Y  +  -y^r-Y  =  Smh  CO  COSh  CO 

genügen  muss. 

Das   Linienelement   einer  jeden  auf  ihre  Krümmungsltr 
belogenen  pseudosphärischen  Fläche  lässt  sich  in  die  Form 

ds^  =  cos^  CO  du^  -{-  sin^  co  dv^ 

bringen,  worin  co  durch 

C   (o  C^co 

TS — 9  —  i^-v  =  sm  CO  cos  CO 

gegeben  ist. 

Auf  einer  Fläche  von  constanter  Krümmu/ng  existirt  ihu, 
ein  Coordinatensystem  von  der  Beschaffenheit ,  dass  die  geodi 
sehen  Linien  sich  durch  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Co 
dinaten  ausdrücken  lassen  und  umgekehrt  hat  eine  Fläche 
stante  Krümmung,  ivenn  die  geodätischen  Linien  auf  üir  ■: 
durch  lineare  Gleichungen  darstellen  lassen.  Theorem  von  B 
trami.  Dieses  Theorem  lässt  sich  auf  die  mehrdimensiona 
Eäume  ausdehnen.     Vergl.  Kap.  20,  §  3. 

Wir  wollen  nun  die  pseudosphärischen  Botationsflächev 
trachten.  Hir  auf  die  Meridiane  und  Parallelkreise  bezOi. 
Linienelement  ergibt  sich  aus: 


*)  Ein  ähnliches  Coordinatensystem  wird  auch  zu  Grund  geU 
um  das  Linienelement  der  Flächen  mit  constanter  positiver  Kri 
mung  auf  die  weiter  oben  angegebene  Form  zu  reduciren. 
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Je  nachdem  die  Constanten  c^  c  dasselbe  oder  verschiedene 
jrzeichen  haben,  oder  eine  von  ihnen  Null  ist,  erhält  man  drei 
fpen  von  pseudospJmriscJien  Botations flächen.  Diese  drei  Typen 
rden  nach  dem  Typus  der  Form  benannt,  welche  das  auf 
e  Meridiane  und  Parallelkreise  als  Coordinaten  bezogene  Linien- 
t^ment  annimmt. 

1.  Der    hyperbolische    Typus.      Die    Constanten    c,  c 
ihen  dasselbe   Vorzeichen;  das  auf  die  Meridiane  und  Farallel- 
•eise  bezogene  Linienelement  ist  durch 

ds^  =  du^  -\-  l^  cosh^  j<  dv^   gegeben. 
Diese  Fläche  ivird  durch  die  Curve 

X  =  l  cosh  -j^  ,     y  =  I  y  1  —  ^  sinh^  ^  du 

ihrer  Rotation  um  die  y-Axe  erzeugt. 

2.  Der  parabolische  Typus.  Eine  der  Constanten  c,  c 
t  Null.  Das  auf  die  3Ieridiane  und  Parallelkreise  bezogene 
imenelement  ergibt  sich  aus: 

ds^  ==  du^  +  e^  dv^. 
Die  Fläche  entsteht  durch  Rotation  der  Curve  (der  Tractrix) 

W^K^'  x  =  e^,     y=JVl  —  ^e^du 

^/^■die  y-Äxe. 

Diese  Tractrix  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  der  Theü  ihrer 
^migente^  der  zivischen  dem  Berührungspunkt  und  der  y-Axe 
die  eine  Asymptote  ist)  liegt,  constant  (gleich  R)  bleibt.  Siehe 
Cap.  17,  §  14. 

Die  Fläche  von  diesem  Typus  heisst  Pseudosphäre. 

3.  Der  elliptische  Typus.     Die  beiden  Constanten  c,  c 
aben   verschiedeiie    Vorzeichen.      Das    auf  die    Meridiane    und 
^arallelkreise  bezogene  Linienelement  ist  durch 

ds^  =  du^  -\-  l^  sinh  ^  ^  dv^    gegeben. 

Die  Fläche  ivird  durch  die  Rotation  der  Curve 
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um  die  y-Axe  erzeugt 


X  =  l  sinh  ^  ,     y  =  I    y  1  —  ^  cosh^  ^  du 


Die  Asymptotenlinien  einer  pseudospJiäriscJien  Fläche  hah 
in  jedem  Punkt  constante  Torsion.     Enneper. 

In  jedem  krummlinigen  Vier  seit,  das  von  vier  Asymptote 
linien  einer  pseudosphärischen  Fläche  hegrengt  wird,  sind  o 
gegenüberliegenden  Winkel  einander  gleich.     Dini. 

Von  pseudosphärischen  Flächen  sind  bemerkenswerth  d 
Dini^schen,  Compt.  Rend.,  1865  und  die  Enneper 'sehen,  Gc 
Nachr.,  1868;  von  den  letzteren  ist  die  von  Bianchi,  Bis 
Pisa  1879;  Math.  Ann.,   16    studirte  Fläche  ein  specieller  Fa 

Unter  den  Flächen  constanter  positiver  Krümmung  ist  d 
ebenfalls  von  Enneper  untersuchte  Fläche  hervorzuheben,  v< 
welcher  die  Kuen'sche,  Münch.  Ber.,  1884  ein  besonder 
Fall   ist. 

Alle  diese  Flächen  von  constanter  negativer  oder  posiüt 
Krümmwng  haben  die  Eigenscfiaft  gemeinschaftlich,  dass  sie  t 
System  ebener  Krümmung slinien  besitzen. 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Enneper 'sehen  Fläch 
lassen  sich  durch  elliptische  Functionen  zweier  Parameter  ai 
drücken;  für  die  übrigen  ebenerwähnten  Flächen  genügen  dageq 
die  Kreisfumctionen. 

Die  pseudosphärische  Fläche  von  Dini  wird  du/rch  ei 
Tractrix  erzeugt,  die  sich  schraubenförmig  um  ihre  Asymptote  l 
wegt;  siehe  oben.     Sie  ist  daher  ein  Helicoid. 

Das  eine  System  ihrer  Krümmungslinien  wird  durch  ( 
Meridiane  (die  Tractrix)  gebildet;  das  andere  besteht  aus  Cum 
die  auf  Kugeln  beschrieben  sind,  deren  Centrum  auf  der  A 
liegt;  diese  Kugeln  schneiden  das  Helicoid  rechtwinklig. 

Gegeben  sei  eine  pseudosphärische  Fläche  vom  Radius  . 
betrachtet  man  auf  ihr  ein  System  geodätisdier  Parallelen  >i 
schneidet  auf  jeder  Tangente  an  diese  geodätiscJien  Linien  V( 
Berührungspu/nkt  aus  ei/ti  Segmetit  von  der  Länge  =  R  ab, 
ist  der  Ort  der  Endpunkte  aller  dieser  Segmente  eine  neue  pst 
dosphärische  Fläche  mit  demselben  Radius.  Die  gegebene  u 
die  neue  Fläche  bilden  die  beiden  Schalen  der  Evolute  ei/t< 
Fläche,  deren  Normalen  die  eben  beschriebenen  Tangenten  si/t 
Bianchi 
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Mit  Hülfe    dieses  Theorems   lassen    sich   aus   einer  pseudo- 

lärischen  Fläche  unendlich  viele  andere  ableiten;   die  in  dem 

tz    enthaltene    Transformation    pflegt    man    com/plementär    zu 

nnen   (Bianchi);    sie    ist    der   specielle   Fall   einer    allgemei- 

II,  die  BaecklundWie  Transformation  genannt  wird,  Lunds 

,ii\  Arsslrift,  19,  1883;  Math.  Ann.,  9,  19. 

Wenn  man  die  vorstehend  besprochene  Transformation  auf 
le  Pseudosphäre  (die  von  einer  Tractrix  erzeugte  Rotations- 
che)  anwendet,  so  ergibt  sich  die  von  Bianchi  untersuchte 
iche;  diese  ist,  wie  schon  gesagt  wurde,  der  specielle  Fall 
derer  von  Enneper  untersuchter  Flächen,  welche  dadurch  aus- 
zeichnet sind,  dass  sie,  wie  das  Dvni'sche  Helicoid,  ein  System 
mer  Krümmungslinien  besitzen. 

Die  Coordinaten  eines  PmiMs  der  in  Bede  stehenden  Fläche 
isen  sich  als  Funktionen  zweier  Parameter  u,  v  mittelst  der 
irmeln 

X  =  2I{  - — j — o    •   »     ( cos  z;  +  V  sm t;) , 
1  -f-  ^    sm^i*  ^  '  ^' 

sin  i*  ^  .  ,  V 

y  =  2B  - — j — „    .   o     (smi;  +  v  cos  v), 

z  =  R  \  lofif  tsf  4-  u  4-  - — , — o   .  »    1    ausdrücken. 

le  Fläche  hat  eine  Doppelcurve. 
Gipsmodelle  dieser  Fläche,  wie  auch  des  D in i 'sehen  Heli- 
ids  befinden  sich  in  der  von  L.  Brill  in  Darmstadt  heraus- 
gebenen  Sammlung,  die  jetzt,  wie  schon  oben  erwähnt  wurde, 
den  Besitz  der  Firma  Schilling  in  Halle  übergegangen  ist. 
IS  dieser  Sammlung  kann  man  auch  Modelle  der  eben  be- 
rochenen  Enneper 'sehen  und  Kuen'schen  Flächen  mit  con- 
anter  positiver  Krümmung  beziehen. 


Wie  man  eine  sphärische  Trigonometrie  hat,  so  lässt  sich 
ich  eine  pseudosphärische  aufstellen,  indem  man  geodätische 
'"'m   an  Stelle  der  grössten  Kreise  betrachtet. 

Im  Allgemeinen  lässt  sich  sagen: 

Die  trigonometrischen  Formeln  in  Bezug  auf  ein  pseudo- 
)härisches  geodätisches  Dreieck  tverden  aus  den  Formeln  der 
wohnlichen  sphärischen  Trigonometrie  auf  die  Art  abgeleitet, 
ISS  ma/n  den  Badius  B  der  Kugel  mit  bY —  1  vertauscht. 
iese  Bemerkung  machte  zuerst  Minding,   Grelle,  19,  20. 
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Ferner : 

Die  Theoreme  der  LohatschewsTiy' sclien ,  nicJit-euJclidisch 
Geometrie  (vergl.  Kap.  21,  §  2)  finden  thatsächlich  ihre  Inü 
pretation  auf  den  pseudosphärischen  Flächen.  Siehe  darüber  Be 
trami,  Saggio  di  interpiretagione  della  geometria  non-eucMi 
Giorn.  di  Bau.,  6,  1868.  Vergl.  auch  die  Darstellung  in  Klein 
autographirten   Vorlesungen  über  nicht-euklidische  Geometrie. 


lieber  die  Flächen  mit  constanter  Krümmung  geben  v 
ausser  den  schon  citirten  Arbeiten  noch  an:  Beltrami,  A) 
di  mat.,  (l),  7;  Dini,  Giorn.  di  Batt.,  3;  Bianchi,  Mü 
Ann.,  16;  Gio7'n.  di  Batt.,  20;  Bend.  Acc.  Lincei,  1892,  189 
L i e ,  Archiv  for  Math . ,  Kristiania  1879 — 81;  Hazzidak: 
Grelle,  88;  V^^eingarten,  ib.,  94,  95;  Darboux,  Compt.  Be> 
1883;  Ann.  de  l'Ec.  norm.,  1890;  Guichard,  ib.,  id.;  f 
Eine  erst  kürzlich  erschienene  Arbeit  über  die  Theorie 
Flächen  mit  constanter  Krümmung,  die  von  der  neuen  We^ 
garten'schen  Methode  der  Applicabilitätstheorie  (siehe  das  Ci 
in  §  10)  ausgeht,  ist  von  Bianchi,  Ann.  di  mat.,  (3),  2. 

lieber  die  Transformationen  der  Flächen  von  constan 
positiver  Kjrümmung  sehe  man  ausser  dem  Aufsatz  von  Haz 
dakis  1.  c.  auch  die  neueren  Forschungen  von  Bianchi,  Be 
Lincei,   1899  nach. 


§  12.    Flächen  von  constanter  mittlerer  Krümmung. 
Minimalfläclien. 

Bie  beiden  einer  Fläche  S  von  constanter  positiver  Kri 

mung  K  =  ^  parallelen  Flächen,  die  von  S   um  die  Gros 

+  i?  abstehen,  sind  von  constanter  mittlerer  Krümmung  H  =  -\- 
Bonnet. 

Umgekehrt  gibt  es  zu  jeder  Fläche  von  comtanter  miüh 

Krümmung  +  ^  ^^^^  ^^^**  parallele  im  Abstand  B  von  ihr  licfjr 

Fläche  von  constanter  absoluter  Krümmung  ^  • 

Betrachtet    man    die    auf    derselben    Normalen    liegen 
Punkte    der   drei  Flächen    als    einander   zugeordnet,    so    ist 
Abbildung    einer    der    beiden    Flächen    von    constanter'   mitth 
Krümmung  auf  die  andere  winJceltreu,  und  die  Abbildung  ei 
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eser  beiden  Flächen  auf  S  derart,  dass  ziceien  auf  dieser  einen 
lache  senkrechten  Bichtungen  jedesmal  zwei  conjugirte  Bichtungen 
"' S  entsprechen.     Siehe  Chini,    Giorn.  di  Batt.,  27,  1889. 
JDas    Linienelement   jeder    Fläche    von    constanter    mittlerer 

rümmung   +  ^  nimmt,  wenn  es  auf  die  KrümmungsUnien  u,  v 

r  Fläche  bezogen  wird,  die  Gestalt 

ds'^  =  B'e-'\du'"  +  dv'^) 

.  worin  6  der  Belation 

w-^  -f-  ^-^  =  —  sinh  B  cosh  0  genügt. 

Daher: 

Die  Krümmungslinien  einer  jeden  Fläche  constanter  mitt- 
nr  Krümmimg  bilden  ein  isothermes  System. 

Jede  Fläche  constanter  mittlerer  Krümmung  lässt  sich  unter 
hehaltung  derselben  mittleren  Krümmung  derart  deformiren, 
<  die  neuen  KrümmungsUnien  die  Trajectorien  der  früheren 
>al  und  einen  constanten   Winhel  mit  ihnen   bilden.     Bonnet. 

Die  Rotationsflächen  von  constanter  mittlerer  Krümmung 
hält  man  nach  dem  Theorem  Bonnet' s  (S.  496)  aus  der  zu 
ner  Rotationsfläche  deformirten  Kugel  vom  Radius  jR,  indem 
an  auf  den  Normalen  auf  der  einen  und  der  anderen  Seite 
ängen  gleich  B  abschneidet. 

Man  erhält  so  zwei  Tjpen  von  Rotationsflächen  constanter 
ittlerer  Krümmung,  welche  Unduloid  bez.  Nodoid  genannt 
erden. 

Zur  Definition  der  Meridiancurve  dieser  Flächen  dient  der 
Igende  elegante  Satz  Delaunay's: 

Die  Meridiancurven  des  Unduloids  und  Nodoids  sind  Plan- 

(rven,    welche    von    dem    Brennpunkt  einer  Ellipse   oder   einer 

'^"perbel  beschrieben  werden,  die  auf  einer  Geraden  rollen  ohne 

nleiten.     Biese  Gerade  ist  dann  die  Botationsaxe. 

Lässt  man  dagegen  eine  Plancurve,  iv eiche  von  dem  Brenn- 

'>M  einer  Barabel  beschrieben  tvird,  die  auf  einer  Geraden  rollt 

"'  zu  gleiten,  um  diese  Gerade  rotiren,  so  hat  die  so  erzeugte 

'(tio)isfläche  eine  mittlere  Krümmung,  die  auch  constant,  aber 

'ill   ist.     Sie   ist   mithin,   tvie   aus   dem    Folgenden    hervorgeht, 

'  Minimalfläche  und  heisst   C ateno  id. 


Pascal,  Eepertorium.    11.  32 
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Minimal  flächen  oder  Elassoide  heissen  solche  Flächf 
die  unter  allen  durch  dieselbe  Begrenzung  umschlossenen  u 
unendlich  wenig  von  ihnen  verschiedenen  Flächen  den  kleinst 
Flächeninhalt  haben. 

Bezeiclinet  man  mit  p,  q,  r,  s,  t  die  der  Gleiclnmg  z=f{x, 
der  Fläche  entnommenen  partiellen  Derivirten  und  setzt 

dz  dz 

d^z  d^z  c- z 

dx^'  dxdy'  cy'^' 

so  lautet  die  partielle  Differentialgleichung  der  Minimalflächen 

dx  yi  -}-  p^  +  q^         dy  yi  -j-  p^  +  q^ 
oder 

(1  -\- q^)r  —  2pqs -\- (^1  -\- p^)t=  0.     (Lagrang 

Bei  den  Minimalflächen  sind  die  Haupthrümmungsradien 

jedem  Punkt   einander  gleich  und  von  verschiedenem   Vorzeich 

d.  h.  also,  die  mittlere  Krümmung  H  ist  Null.      Umgekt 

'ist  jede  Fläche,    deren  mittlere  Krümmung  Null  ist,   e 

Minimalfläche. 

Die  sphärische  Abbildung  einer  Minimalfläche  ist  ivinl 
treu.     Bonnet. 

Die  einzige  reelle  dbivickelbare  Minimal  fläche  ist  die  Ehe 

Auf  jeder    Minimalfläche    bildest    die    Asymptoienlinien 
doppeltes  orthogonales  System  und  die  Kriimmiingslimen  ein  ä 
peltes  orthogonales  isothermes  System. 

Die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Minimalfläche  lassen  f^ 
aus  den  Formeln  von   Weierstrass 

X  =  dem  reellen  Theil  von    /  (l  —  t^)  JP(r)£?T, 

2/=     »  „  „  „     Ji(l  +z^-)F(T:)dr, 

^  =     „         „  „         „     j2tF(t)dr     berechnen^ 

ivorin  Fiy)   eine   beliebige  Function  der    complexen    Variable) 
bedeutet;  jedem  F  entspricht   eine   bestimmte  Minimalfläche 
umgekeJtrt. 

Werden  mit  r^,  -F'i(ti)  die  in  Bezug  auf  die  Variahl 
bez.  F{x)  conjugirt  complexen  Variablen  bezeichnet,  so  ergibt 
das  Linienelement  der  Minimalfläche  aus 

eis'-  =  (1  +  rr;)^F{T)Fi(t^)dt,dTi 
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d  der  positive  HauptJcriimmungsradius  ist 

Den  Weierstrass'sclien  Formeln  Tiann  man  auch  die  Ge- 
'It  geben: 

=  dem  reellen  Theil  von  {  (l  —  t^)  9,"  (t)  +  2  r  9'  (t)  —  2  ^(r)  ) , 
=     „         „  „       „     [i(l+t^)(p"(t)—2ir(pXt)—2i(p{z)}, 

=     „         „  „       „     {2r9)"(T)  — 2<5p'(r)), 

•rin    die    Function    cp  (t)    ihrerseits    tvieder    eine    iviUkürliche 
inction  ist. 

Alle  algebraischen  Minimalflächen   ergehen  sich   aus  diesen 
mein,  wenn  man  voraussetzt,  (p{x)  sei  eine  algebraische  Func- 
n  von  r. 

Wenn  zwei  Minimalflächen  aufeinander  abivichelbar  sind, 
muss  die  der  einen  Fläche  entsprechende  Function  F  der 
f.  der  Exponentialgrösse  e*"  multiplicirten  Funktion  F  in  Bezug 
f  die  andere  Fläche  gleich  sein,  ivobei  unter  a  eine  unllJcürliche 
üle  Constante  verstanden  wird.  Auf  diese  Art  erhält  man  die 
gemeinsten  Deformationen  einer  Minimalfläche,  bei  tvelchen  sie 
'en  Charakter  als  solche  beibehält. 

Zwei  so  erhaltene  Minimalflächen  heissen  associirt. 

Setzt  man   a  =   r-,    so   werden   die   beiden  Minimalflächen 

Bezug  auf  die  AppUcabilität  conjugirt  genannt.     Bonnet. 

Die  auf  Botationsflächen  abwickelbaren  Minimalflächen ,  die 
tliin  auf  unendlich  viele  Arten  auf  sich  selbst  abivickelbar  sind, 
(alt  man  aus  den  Weierstrass'sclien  Formeln,  icenn 

F(r)  =  Cz^ 

:t  wird;  darin  ist  k  eine  reelle  und  C   eine  beliebige  Coti- 
c. 

Für  k  =  —  2  sind  die  Flächen  Helicoide. 

Die  einzige  Minimalregel  fläche   ist  das  durch  die  Gleichung 

z  =  m  arc  12  -^ 
°  X 

''gestellte  Helicoid,  das  Minimalreg elhelicoid  genannt  wird.    Theo- 
von  Meusnier. 
Die  Fläche,  deren  Gleichung 

s 
m 

32* 


Yx^  -{-  iß  =  m  cosh  — 
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lautet,  ist  eine  MmimalfläcJie,  welche  Cafenoid  (alisseide)  *)  heü 
sie  ist  die  Botafions fläche,  auf  tv eiche  das  Regelhelicoid  des  vorii 
Theorems  sich  abwicJiCln  lässt;  sie  ist  die  einzige  Minimale 
tionsßäche. 

Setzt  man  in  den  Weierstrass 'sehen  Formeln 

SO  ergibt  sich  eine  algebraische  Minimalfläche,  die  Hennehei 
sehe  Minimalfläche  genannt  wird;  sie  ist  eine  einseitige  Fla 
(siehe  Kap.  18,  §  l)  von  der  5*^^  Classe  und  der  15*®^  Ordnu 

Bezeichnet  man  mit  Fq{x)    die  Function,   welche   man 
F{%)  durch  Vertauschung  aller  Coefficienten  mit  ihren  conjus 
ten  erhält  und  ist  F{x)  eine  derartige  Function,  dass 

■  Fir)  =  -yF,{-\) 

wird,  so  sind  die  so  erhaltenen  Flächen  im  Allgemeinen  einse 

Wird 

F(r)  =  3 

gesetzt,  so  erhält  man  die  Fläche,  deren  Punkte  die  Coo 
naten  haben: 

X=3a  +  3aß^  —  a^,      (r  =  a -{- iß), 

y  =  ß'  —  Sß  —  ^a'ß, 

Diese  Minimalfläche  heisst  Enneper'sche  Fläche.  Sic 
9^^^  Ordnimg;  ihre  Krümmungslinien  sind  cuMsche  Plancu) 
vom  Geschlecht  Null  und  ihre  Asgmpiotenlinien 

a  —  ß  =  Const. ,      a  -{-  ß  =  Const. 

^ind  cuhische  Maumcurven. 

Die  Enneper'sche  Fläche  lässt  sich  auf  eine  Botationsfl'  l 
ab  wickeln.  \ 

Sie  ist  die  Umhüllende  der  Ebenen,  welche  auf  den  Vei 
dungsgeraden  der  Funkte  zweier  Parabeln,  die  denselben  Br* 
punid  haben,   in  deren  Mittelpunkt  senkrecht  stehen.     Darbe 

Alle  der  Enneper' sehen  associirten  (vergl.  S.  499)  Flä' 
haben  dieselbe  Gestalt,  tvie  die  Enneper'sche  Fläche. 

Setzt  man 


*)  Die    Construction    der    Meridiancurve    des    Catenoids 
weiter  oben  S.  497  angegeben. 
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F(x)  ==  ^ , 

ergibt  sich  die  sogenannte  Schivarz'sclie  MinimalfläcJie,  die 
n  dem  windschiefen  aus  den  beiden  Paaren  sich  gegenüber- 
gender  Kanten  eines  regelmässigen  Tetraeders  gebildeten  Vier- 
it  begrenzt  wird. 

Diese  Fläche  löst  für  einen  speciellen  Fall  das  sogenannte 
'ateau'sche  Problem  auf,  das  darin  besteht,  für  eine  gegebene 
•schlossene  Umgrenzung  eine  von  diesem  Umfang  begrenzte 
inimalfläche  zu  construiren,  die  in  ihrem  Inneren  keine  sin- 
ilären  Punkte   enthält. 

Experimentell  löste  Plateau  das  Problem,  indem  er  einen 
etalldraht  von  der  Form  des  vorgeschriebenen  Umfangs  in 
ne  etwas  klebrige  Flüssigkeit,  z.  B.  in  Glycerin,  tauchte;  die 
isserst  dünne  Flüssigkeitsscheibe,  die  an  der  Umgrenzung  haften 
eibt,  ist  nach  den  Principien  der  Mechanik  genau  wie  eine 
inimalfläche  geformt. 

Von  Minimalfiächen  ist  schliesslich  noch  die  sogenannte 
.lerl^'sche  Translationsfläche  anzuführen,  welche  sich  ergibt, 
enn  man  diejenigen  Lösungen  der  Differentialgleichung  der 
inimalflächen  aufsucht,  welche  die  Form 

es  ==  cp{x)  +  (p(ij) 

Uire  Gleichung  lautet 
:  =  —  { log  cos  (ax)  —  log  cos  (ay)  ]  ,     Grelle,  13,  1835. 


Wenn  bei  einer  Minimal  fläche  die  Krümmungslinien  des 
)i  Systems  eben  sind,  so  müssen  auch  die  des  anderen  Systems 
•'  sein. 

Jede  auf  einer  Minimal  fläche  liegende  Gerade  ist  Symmetrie- 
der  Fläche. 

Wenn  eine  Ebene  die  Minimalfläche  in  jedem  ihrer  Schnitt- 
unkte orthogonal  schneidet,  so  ist  sie  Symmetrieebene  für  die 
^läche. 


Wenn  man  von  einem  ganz  speciellen  von  Euler,  Metho- 
ns  inveniendi  etc.,  1744  behandelten  Fall  absieht,  war  La- 
f ränge,  Mise.  Taur.,  2  der  Erste,  der  die  Minimalflächen  stu- 
iirte  und  die  Variationsrechnung  auf  sie  anwandte. 
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Die  Differentialgleichung  der  Minimalfläclien  wurde  dat 
von  Mensnier,  Monge,  Legendre,  Ampere  untersucht. 

Andere  bemerkenswerthe  Arbeiten  sind  von  Poissoi 
Grelle,  8;  Scherk,  1.  c;  Steiner,  Berl.  Ber.,  1840,  der  e: 
Theorem  über  die  den  Minimalflächen  parallelen  Flächen  fan< 
Bonnet,  Compt.  Bend.,  1853;  Enneper,  Zeitschr.  für  IlatJi., 
1864;  Weierstrass,  Berl.  Ber.,  1866;  Riemann,  Gott.  Abi 
13,  1867;  Beltrami,  Mem.  Äcc.  di  Bologna,  1868;  H.  . 
Schwarz,  Berl.  Ber.,  1872;  Grelle,  80  und  eine  grosse  Reil 
weiterer  Arbeiten,  gesammelte  math.  Werke,  Berlin  1890,  Bd.  : 
Lie,  Math.  Ann.,  14,   15;  etc. 

Weitere  historische  Angaben  und  eine  erschöpfende  B 
handlung  des  Gegenstands  findet  man  bei  Darboux,  Lege, 
sur  la  tke'orie  des  surfaces,  Paris  1889,  1,  eine  historisc] 
Uebersicht  auch  in  dem  citirten  Aufsatz  von  Beltrami. 

In  der  von  L.  Brill  besorgten  Sammlung  befinden  si» 
zahlreiche  Gipsmodelle  von  Minimalflächen. 


Mit  den  Flächen  von  constanter  mittlerer  Krümmung  b 
fassten  sich  speciell  Delaunay,  Grelle,  6;  Sturm,  ib.,  i' 
Jellet,  ib.,  18;  Dini,  Ann.  di  mat.,  (2)  7;  etc. 


§  13.    Evolutenflächen.    Flächen,  deren  Hanptkrümmiang 
radien  durch  eine  constante  Relation  verbunden  sind 

Der  Ort  der  beiden  Hauptkrümmungsmittelpunkte  für  d 
Punkte  einer  Fläche,  vergl.  §  9,  heisst  EvolutenfläcJie  der  geg 
benen  und  diese  selbst  Evolvente. 

Mittlere  Evolute  wird  ferner  die  Fläche  genannt,  die  v< 
den  Ebenen  umhüllt  wird,  welche  auf  den  Normalen  zur  g 
gebenen  Fläche  in  den  Mittelpunkten  des  die  beiden  Krümmung 
mittelpunkte  verbindenden  Segments  senkrecht  stehen.  Ribaucov 

Jede  der  beiden  Schalen  der  Evolute  lässt  sich  auch  i 
der  Ort  der  Rückkehrkante  derjenigen  Developpablen  anseht 
welche  von  den  Lothen  gebildet  werden,  die  längs  der  Punl 
einer  Krümmungslinie  eines  jeden  der  beiden  Systeme  auf  c 
Fläche    errichtet  werden. 

Biese  Bückkelirkanten  sind  geodätische  Linien  der  Evoluti 
fläche. 

Auf  der  EvolutenfläcJie  bilden  die  den  Krümmungslinien  o 


§  13.    Evolutenflächen.  503 

ijehenen  Fläche  entsprechenden  Linien  ein  conjugirfes  System. 
ergl.  §  9. 

Bei  einer  Fläche,  die  so  beschaffen  ist,  dass  eine  constante 
'lation  zwischen  ihren  Hauptkrümmimgsradien  besteht,  ent- 
'rechen  sich  die  Asijmptotenlinien  auf  den  beiden  Schalen  der 
voUite  und  umgekehrt. 

Für  solche  Flächen*)  ist  das  Product  der  totalen  Krüm- 
ungen in  den  entsprechenden  PunJden  der  beiden  Schalen  der 

'volute  gleich   .  ^  .^,    worin  r^,   r^   die    beiden  Krümmurngs- 

Vien  der  gegebenen  Fläche  in  jedem  Funkt  sind.     Halphen. 

Speciell:  Bei  den  Flächen  constanter  Krümmung  K  und 
'ir  bei  ihnen  entsprechen  die  Asymptotenlinien  auf  den  beiden 
alen  der  Evolute  nicht  nur  einander,  sondern  auch  den 
-ijmptotenlinien  der  Fläche. 

Auf  den  beiden  Schalen  der  Evolute  von  Flächen,  für 
eren  Krümmungsradien  die  Belation  r-^  —  r^  =  Const.  besteht, 
nd  nur  auf  ihnen,    entsprechen  sich  die  Krümmungslinien. 

Jede  Schale  der  Evolute  einer  Fläche,  deren  Krümmungs- 
adien  durch  eine  Belation  verbunden  sind,  lässt  sich  auf  eine 
lotationsfläche  abwickeln;  und  umgekehrt:  Mit  Ausnahme  der 
auf  die  Catenoide  abwickelbaren)  Begelflächen ,  die  der  Ort  der 
Jauptnormalen  der  Curven  von  constanter  Torsion  sind,  lässt 
ich  jede  andere  auf  eine  Botationsfläche  abwickelbare  Fläche  als 
inh  Schale  der  Evolute  einer  Fläche  ansehen,  zwischen  deren 
Krümmungsradien  eine  Belation  besteht.  Theorem  von  Weingarten. 

Jede  Schale  der  Evolute  einer  pseudosphärischen  Fläche  ist 
uf  ein  Catenoid  abwickelbar. 


Die  Flächen,  deren  mittlere  Evolute  sich  auf  einen  Punkt 
educirt,  wurden  von  Appell,  Amer.  Journ.,  10  studirt  und 
lie  Flächen,  deren  Krümmungsradien  der  Gleichung 

»'i  +  ^2  =  f^^ 
,'enügen ,  worin  ^i  eine  Constante  bezeichnet  und  8  der  Abstand 
les   Coordinatenanfangs   von    der   Berührungsebene    ist,   wurden 
'on  Goursat  untersucht,  Amer.  Journ.,  10. 

Die  mittlere  Evolute  einer  Goursat'schen  Fläche  ist  ivieder 
'ine  Goursat'sche  Fläche. 


*)  Manche  Autoren  nennen  sie  die  Flächen  W.     Siehe  S.  504. 
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Mit  den  Flächen,  deren  Hauptkrümmungsradien  an  eii 
constante  Relation  gebunden  sind,  beschäftigten  sich  Weinga 
ten,  Grelle,  62,  103,  nach  welchem  sie  von  einigen  Autoren  d 
Flächen  W  genannt  wurden  (vergl.  S.  503,  Anm.),  dann  Be 
trami,  Ann.  di  mat.,  (l),  7;  Dini,  ib.,  id.;  Halphen,  Bull.  Sc 
math.,  4;  Lie,  Bull,  des  sciences  matJi.,  4-,  etc. 

Beltrami  und  Dini  bewiesen  gleichzeitig,  dass  die  einzig» 
u'indscMefen  Begelfläclien,  zivisclien  deren  Hauptkrümmungsradh 
eine  constante  Belation  besteht,  die  Begelhelicoide  sind.  Uebrige. 
besitzen  alle  Begelhelicoide  diese  Eigenschaft. 

Lipschitz,  Acta  math.,  10;  Compt.  Bend.,  1887  ui 
Lilienthal,  Acta  math.,  11  behandelten  den  Fall,  in  welche 
die  Differenz  zwischen  den  beiden  Hauptkrümmungsradien  co 
stant  ist. 

Die  Böhrenflächcn  sind  als  solche,  für  welche  einer  d 
Kiümmungsradien  constant  bleibt,  ein  specieller  Fall  der  Flächt 
W.  Offenbar  sind  die  Minimalflächen  und  die  Flächen  constant 
(absoluter  oder  mittlerer)  Krümmung  weitere  specielle  Fälle. 

§  14.    Dreifache  Orthogonalflächensysteme. 

Wir  wollen  annehmen,  es  liegen  drei  Systeme  von  je  o 
Flächen  vor  von  der  Beschaffenheit,  dass  durch  jeden  Pun 
eines  gewissen  Bereichs  des  Raums  eine  einzige  Fläche  V( 
jedem  der  drei  Systeme  geht.  Ordnet  man  jede  Fläche  ein 
jeden  der  drei  Systeme  den  Werthen  dreier  Parameter  ^^,  q^, 
eindeutig  zu,  so  kann  man  die  letzteren  als  hrummlinige  Coo 
dinaten  der  Punkte  des  Raums  auffassen.  Die  drei  SysteD 
von  Flächen  bilden,  was  man  ein  dreifaches  Flüchensystem  neni 

Sind  X.,  y,  z  die  Cartesischen  Coordinaten  der  Punkte  d 
Raums  und 

die  nach  den  Parametern  q  aufgelösten  Gleichungen  der  dr 
Flächen,  so  kann  man  sich  die  x.,  y.,  z  durch  die  q  ausgedrüc 
denken,  und  eine  Relation  zwischen  den  q  entspricht  der  Glt 
chung  einer  Fläche  in  krummlinigen  Coordinaten  q. 

Das  in  krummlinigen  Coordinaten  ausgedrückte  Quadr 
des  Abstands  zweier  unendlich  naher  Punkte  des  Raums  i 
alsdann : 
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Hr-^ 


(dxy 

"%y!  dx  dx 


und  unter  dem  Symbol  ^  verstanden  wird,  dass  die  Summe 
r  di'ei  Terme  gebildet  werden  soll,  die  man  durch  Vertau- 
lung  Yon  X  mit  y  und  z  erhält. 

Dieser  Abstand  heisst  das  Linienelement  des  Baums. 
Wenn  li^^  =  li<^^  =  h^^  =  0    ist,   so  steht  jede   der  Flächen 
'^s   Systems    auf  jeder    Fläche    der   beiden    anderen   Systeme 
recht   und   umgekehrt;   in  diesem   Fall  heisst    das    dreifache 
^tem  dreifaches  Ortliogonalsystem. 

Grundlegend  für  die  dreifachen  orthogonalen  Systeme  ist 
s  Dupin'sche  Theorem: 

In  jedem  dreifachen  Orthogonalsystem  ist  die  Schnittlinie 
'er  Flächen  von  verschiedenen  Systemen  eine  Krümmungslinie 
der  Flächen. 

Ferner,  vollständiger: 

Die  nothwendige  und   ausreichende  Bedingung,    damit   man 

'cn   aufeinander    senkrechten    Flächensystemen    ein  drittes    zu- 

IHf^  or^/i0^o*m?es  System  beiordnen  könne,    besteht  darin,   dass 

*^neiden  erster en  sich  längs  Krümmung slinicn  schneiden,    Dar- 

ux,  Ann.  de  l'Ec.  norm.,  1866. 

Jedes  System  von  oo^  Kugeln  oder  Ebenen  gehört  m  un- 
dlich  vielen  dreifachen  Orthogonalsystemen. 

Jedes  System  von  parallelen  Flächen  gehört  einem  dreifachen 
'^hogonalsystem  an;    die   Flächen   der   beiden    übrigen  Systeme 
'  die  JDeveloppablen,  die  durch  die  Normalen  längs  der  Krüm- 
ingslinien  der  gegebenen  Fläche  erzeugt  iverden. 

Bei  dem  dreifachen  Orthogonal  System  bestehen  zwischen  den 
als  Functionen    der  q,   die    sechs   sogenannten   Lame 'sehen 
ffercntialgleichungen  : 

d^H.  1   dH^  dH,         1   dH.  dB, 


1  ?5^  .  A  /'_L  !^^  _i-  -i-  ^  ^ 


0. 
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Diese  Bedingungen,  denen  die  II  genügen  müssen,  si, 
nothwendig  und  ausreichend,  damit  man  ein  dreifaches  Ort] 
gonalsystem  erhalte;  wenn  sie  erfüllt  sind,  so  existirt  ein  u 
nur  ein  dreifaches   Orthogonalsgstem,  tvelches  ihnen  entspricht. 

Bei  einer  Transformation  des  Baums  durch  reciprol:e  I 
dienvectoren  wird  jedes  dreifache  Orthogonalsystem  in  ein  andn 
dreifaches  Orthogonalsystem  üb e^-ge führt. 

Eines  der  einfachsten  und  am  meisten  studirten  Syste] 
dieser  Art  ist  das  dreifache  Orthogonalsystem  der  confocüi 
Flächen  2^^""  Grads. 

Es  besteht  aus  den  drei  F lach ensch aar en  (a^  >  &^  >  c') 

=  1,     (_c2<^,  <  +  oo), 

=   1,       (-.b'<Q,<  —  c'), 

=  1,     (—a'<Q,<-b'). 

von  denen  die  erste  lauter  Ellipsoide,  die  ziveite  einschalige  Hyp 
boloide  und  die  dritte  zweischalige  Hyperboloide  enthält.  Si< 
auch  S.  120. 

Die  Coordinaten,  welche  einem  solchen  dreifachen  Ort 
gonalsystem  entsprechen,  pflegt  man  elliptische  Coordinaten 
nennen.    Lame. 

Bas  Quadrat  des  Linienelements  in  elliptischen  Coordi> 
ten  ist: 


a 

x^ 

y' 

^'  +  Qr 

c^ 

d 

x^ 

+ 

y' 

fc^  +  9. 

+  C-' 

z^ 

x^ 

1 

y' 

_1_ 

z^ 

ds' 


Jl   f  (gl   —  Pg)  (gl   ~  Ps)  jj.  2    1 


{a'-\-Q,){b'-\-Q,){c'-VQ,) 

JQi  —  9s)  JQi  —  Pi) 
\-9,){b'+9,){c'-}- 

{9s  —  9i)  (9i  —  9i) 


_j (gg  —  9s)  (92  —  9i)  Jn  2  _L. 

"f"(a«+P,)(6«  +  g.)(c^  +  g.)     ^'    "^ 


_I-  (gs  —  Pl)(g8  —  gg)  J_  2) 

■^(a^+gs)(ft'  +  g»)(c*  +  gs)     ^'  i 


Die  Theorie  der  krummlinigen  Coordinaten  im  Raum  wu 
zuerst  für  den  speciellen  Fall  elliptischer  Coordinaten  von  La] 
3Iem.  prc's.  par  divers  savants  ä  VAcademie  de  Paris,  5,  18 
Grelle,  2  und  später  von  demselben  Autor  für  den  allgemei 
Fall  orthogonaler  Coordinaten  eingeführt,  Crelle,  5,  16;  Xef 
sur  les'  coordonnees  curvilignes ,   Paris  1859.     Vergl.  auch  C 
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Tacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik,  herausg.  von  A.  Clebsch, 
-06. 

Andere  Arbeiten  sind  von  Aoust,  Grelle,  58;  Anh.  di  mal 

6;  (2),  2,  3,  5;   Brioschi,  ib.,  (2),  1;   Codazzi,  Ann.  di 
'  uze  mat.  e  fis.  dl  TortoUni,  8,  1857;   Ann.  di  mat,  (2),  1 
t,  5;  Darboux,  Ann.  de  VEc.  norm.,  1866,  1878;  Roberts 
He,  62;  etc. 

Neuer  sind  die  Aufsätze  von  Bianchi,  Giorn.  di  Batt.,  2 1,2 2 
iiH.  di  mat.,  (2),  13,  14,  18,  19;  Bend.  Acc.  Lincei,  1885, 
?86,  1890;  Mem.  Acc.  Lincei,  1887;  etc.  In  diesen  Arbeiten 
rden  die  Ortbogonalsysteme ,  welche  ein  System  pseudosphä- 
5cher  Flächen  (oder  auch  von  Flächen  constanter  positiver 
nimmung)  von  demselben  Radius  enthalten,  nach  Weingarten, 
r  zuerst  ihre  Existenz  erkannte,  Weingarten' sehe  dreifache 
isfcme  genannt. 

Eine  wichtige  Classe  dieser  Systeme  entdeckte  im  Jahr 
>70  Ribaucour,  Compt.  Bend.,  70.  Ueber  das  Fundamental- 
eorem  Weingarten' s  in  Bezug  auf  diese  Systeme  berichtete 
erst  Bianchi,  Bend.  Acc.  Lincei,  25.  Febr.  1885,  15.  März 
^85. 

Ein  neues   Buch  von   Darboux,    Legons  sur  les  systemes 
fhog.,  etc.,  Paris  1898  ist  ausschliesslich  der  Theorie  der  drei- 
'm  Systeme   und   der    krummlinigen    Coordinaten    im    Raum 
vidmet. 

§  15.    Liniencongnienzen. 

Wir  haben  schon  an  einer  anderen  Stelle  (Kap.  14)  die 
'iiiencongruenzen  im  Baum,  die  auch  Strahlensystcme  genannt 
erden,  d.  h.  die  Gesammtheiten  von  00^  Geraden  oder  Strahlen 
■s  Raums,  definirt. 

Biese   Theorie,    welche    in    enger   Beziehung    zur   Flächen- 

eorie   steht,  wurde  nicht   nur  vom  Standpunkt  der  Liniengeo- 

fyie  aus ,  sondern  eingehend    auch   unter  Zugrundelegung    der 

'finitesimalgeometrie  studirt,  wobei  man  sich  die  Congruenz  be- 

^big  (algebraisch  oder  nicht)  vorstellte. 

Wir  wollen  uns  nun  denken,  die  Congruenz  werde  durch  eine 
I  lache  geschnitten,  und  als  Ausgangspunkt  sei  auf  einem  Strahl 
'r  Congruenz  einer  der  Punkte  angenommen,  in  denen  dieser 
rahl  die  Fläche  trifft. 

Es  seien  x,  y,  z  die  Coordinaten  dieses  Punkts  und  X,  F,  Z 
e  Richtungscosinus  des  Strahls. 
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Wir  wählen  ein  krummliniges  Coordinatensystem  ii,  v  a 
der  Fläche,  setzen*): 


=  e, 


J^  \du)    ~~  ^"'        jiLJ   du  du  ~ 

^   du  dv  ~     '       ^   du  dv  ~  '' 


^  \dv)    ~^'       ^   dv  d 


^  dXdx  __ 
^ä^    dv  dv        "^ 

und  führen  die  beiden  Fundamentaldifferential  formen 

Edii^  +  2Fdudv  -]-  Gdv^  =  ds^^  =^{dX)\ 
edii^  -{-  (f  -\-  f')dudv  -f-  gdv^  ==  ^dxdX 

ein,  von  denen  die  erste  das  Quadrat  des  Linienelements  der  sp> 
r Ischen  Abbildung  der  Congruenz  darstellt,  d.  h.  derjeni^ 
Curve,  die  man  auf  einer  Kugel  vom  Eadius  1  erhält,  we 
von  dem  Centrum  der  Kugel  Radien  parallel  zu  den  Strah 
der  Congruenz  gezogen  werden,  und  die  Schnittpunkte  die 
Radien  mit  der  Kugelfläche  als  den  Strahlen  der  Congruenz  e 
sprechend  angesehen  werden. 

Bezeichnet  man  mit  dp  den  kleinsten  (unendlich  klein 
Abstand  eines  Strahls  (tf,  v)  der  Congruenz  von  einem  ande 
ihm  unendlich  nahen  (u  -\-  du,  v  -\-  dv),  so  ist 

1  Edu  -j-  Fdv,    Fdu  -\-  Gdv 

yE'G  —  F^ds,       edu  +  fdv,      fdu  +  gdv 


dp  = 


und,   wenn  r  die  Absdsse    des  Fusspiinlts    dieses    kleinsten  - 
Stands  auf  dem  Strahl   {u,  v)  bedeutet: 

e  du^  +  (/"  +  f)  du  dv  +  0  dv^ 

^  ^  Edu^-  +  2Fdudv  +  Gdv^~ ' 

Auf  jedem    Strahl    bez.    für    jeden    Strahl    der    Congru 
sind  die  beiden  Grenzpunkte,  die  beiden  BrennpunJde  (Focalpunl 
der  Central-  oder  Mittelpunkt,  die  beiden  Hauptebenen,  die  l 
Focalebenen  etc.   zu  unterscheiden,  über  deren  Definition  wir 
Kap.  14  verweisen. 


*)  Die  Symbole  2J  sollen  sich  über  die  drei  Buchstaben  x, 
bez.  X,   Y,  Z  auf  leicht  verständliche  Art  erstrecken. 
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Die  Abscissen   r^,  r^    der   beiden  GrenzpunJcte   sind    durcli 
Wurzeln  der  Gleichung 

{EG  -  F')r'  +  [gE  —  (f+f)F+  eG}r  + 

i)d  die  Abscissen  q^,  q^  ^^**  beiden  Brennpunkte  durch 

EG-F')q'  +  {gE  —  {f+r)F  J^eG]Q  +  eg-  ff^  0 

idhe^i. 

Nennt  man  co  den  Winkel,  den  der  kleinste  Abstand  dp 
"s  Strahls  (ti,  v)  von  dem  Strahl  (u  -{-  du,  v  -{-  dv)  mit  dem 
Mh  bildet,  dessen  Fusspunkt  in  den  Grenzpunkt  fällt,  so  ist 

r  =  r^  COSTCO  -j-  r^  sin^to,     (die  Hamilton' sehe  Formel). 

Wird  mit  2d   der  Abstand   der    beiden    Grenzpunkte    und 
■>f  26   der  Abstand  der   beiden  Brennpunkte   von  einander  be- 
■linet,  so  erhält  man 

72 ^2 (/     t  y 

4:(EG  —  F^) ' 

Wenn  unter  y  der  Winkel  verstanden  wird,  den  die  Focal- 
henen  miteinander  bilden,  so  ist 


Vd^  —  r-       .  s 


mrch  einen  Punkt  P  eines  Strahls  l  der  Congruenz  legen 
\'ir  eine  Ebene  TT  senkrecht  zum  Strahl  und  ziehen  in  11  um  P 
ine  unendlich  kleine  Curve  c.  die  eine  Fläche  vom  Inhalt  A 
imschliesse.  Auf  der  Bildkugel  bestimmen  dann  die  Radien, 
velche  den  von  den  Punkten  von  c  ausgehenden  Strahlen  ent- 
sprechen, eine  unendlich  kleine  geschlossene  sphärische  Curve  c 
nit  einer  Fläche  vom  Inhalt  A'. 

A' 
Die  Grenze  des  Verhältnisses  -^  heisst  das  Dichtigkeitsmass 

Congruenz  im  Punlct  P. 

Bas  Bichtigkeitsmass  der  Congruenz  in  dem  auf  einem 
Strahl  l  liegenden  Punkt  P  ist  dem  reciproken  Werth  des  Products 
^us  den  Abständen  der  beiden  auf  l  liegenden  Brennpunkte  von 
^  gleich. 

Das  kleine  Bündel  von  Strahlen,  die  von  der  Peripherie 
3er  Curve  c  ausgehen,  heisst  ein  unendlich  dünnes  Strahlen- 
bündel und  die  Gerade  l  seine  Axe. 
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Schneidet  man  es  mit  der  durch  P  gehenden  und  auf  de 
Fundamentalstrahl  l  senkrechten  Ebene ,  so  erhält  mau  f 
Schnitt  die  Curve  c;  schneidet  man  es  mit  einer  anderen  z 
ersten  parallelen  Ebene,  die  durch  den  Punkt  Pj  von  l  gel 
so  ergiebt  sich  ein  zweiter  Schnitt  c^;  die  Flächeninhalte  der  v 
diesen  beiden  Curven  umschlossenen  Ehenenstüc'ke  verhalten  si 
umgekehrt  nie  die  DichtigTieitsmasse  in  den  betreffenden  Pimli 
P  und  P^. 

Wenn  mit  r  die  Abscisse  des  auf  dem  Strahl  l  liegend 
Punkts  P  bezeichnet  wird,  so  ist  das  DichtigJceitsmass  in  P 

EG  —  F'  

^EG-F')r'+  {gE-  {fJ^f)F^eG\r-^eg-fr' 

Bas  DichtigJceitsmass  ist  immer  reell;  wenn  auch  die  Brert 
punJde  reell  sind,  so  ist  das  Bichtigheitsmass  für  die  Piml 
ivelche  ausserhalb  des  Segments  liegen,  das  die  Brennpunhte  vi 
bindet,  positiv,  für  die  Punkte  im  Inneren  des  Segments  negat 
in  den  Brennpunkten  unendlich  gross  und  hat  den  grössi 
negativen  Werth  in  dem  Mittelpunkt  des  Strahls;  sind  dageg 
die  Brennpunkte  imaginär,  so  ist  das  Bichtigkeiismass  imn 
positiv  und  erreicht  sein  Maximum  in  dem  Mittelpunkt  des  Stral 


Ist  eine  Strahlencongruenz  gegeben,  so  sind  fünf  Fläch 
von  Bedeutung,  die  mit  der  Congruenz  bemerkenswerthe  I 
Ziehungen  haben;  es  sind  die  Flächen,  die  von  den  beid 
Grenzpunkten,  den  beiden  Brennpunkten  und  dem  MittelpuD 
erzeugt  werden.  Sie  heissen  bezüglich  Grenzflächen,  Focal fläch 
und  Mittel  fläche. 

Bie  Strahlen  der  Congruenz  sind  die  den  beiden  Foc- 
flächen  gemeinsamen  Tangenten. 

Begel flächen  einer  Congruenz  heissen  die  Flächen,  der 
Erzeugende  Strahlen  der  Congruenz  sind  und  Ilauptregelfläch 
der  Congruenz  diejenigen,  deren  Strictionslinien  mit  dem  ( 
der  Grenzpunkte  der  als  Strahlen  der  Congruenz  angehörip 
Erzeugenden  zusammenfallen. 

Es  gibt  zwei  Systeme  von  Hauptregclflächen. 

Unter  den  Begelflächcn  der  Congruenz  existiren  unendlt 
viele  Beveloppable ;  insbesondere  gibt  es  zwei  Systeme  solcl 
Beveloppablen. 
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Normalencongruenzcn  werden  diejenigen  genannt ,  deren 
rahlen  senkrecht  auf  derselben  Fläclie  stehen. 

Die   notJnccndige  und   ausreichende  Bedingung ,    damit  man 
Xormalencongruenz    liabe,    bestellt    darin,   dass    die  JBrenn- 
nlde  mit  den  Grenzpunkten  zusammenfallen,    oder    die  Focäl- 
'cn    senkrecht  aufeinander  stehen. 

Bei  einer  Normalencongruenz  fallen  die  beiden  Focalflächen 
't  den  beiden  Schalen  der  Evolute  der  zur  Congruenz  senk- 
■Jiten  Fläche  zusammen,  mid  das  Dichtigkeitsmass  in  den 
inkten  dieser  senkrechten  Flüche  fällt  mit  der  totalen  Krüm- 
mg  derselben  zusammen. 

Wenn  eine  Normalencongruenz  von  Lichtstrahlen  eine  belie- 

Anzahl  von  Beflexionen  und  Befractionen  erleidet,  so  bleibt 

nimer  eine  Normalencongruenz.    Theorem  von  Malus-Dupin. 

ehe  auch  Kap.  17,  §  3  über  die  Kaustiken  oder  Brennlinien. 
Mit  diesem  berühmten  Theorem  ist  ein  Satz  von  Beltrami, 

icereJie  di   analisi  etc.,    Giorn.   di  Batt.,   2,  3    verwandt,    der 

issagt : 

Wenn  man  sich  denkt,  von  den  Punkten  einer  Fläche  S 
hen  die  Strahlen  l  einer  Normalencongruenz  aus,  und  zu  dieser 
yngruenz  sei  die  Normalfläche  construirt,  welche  die  Strahlen  l 
Tunkten  P  schneidet,  und  wenn  dann  die  Fläche  S  derart 
rmirt  tvird,  dass  die  Strahlen  der  Congruenz  unveränderlich 
II  ihr  verbunden  bleiben,  so  ist  auch  die  neue  so  erhaltene 
yngruenz  tviedcr  Normalencongruenz  und  die  zu  ihr  orthogonale 
lache  ist  der  Ort  der  neuen  Lagen  der  Punkte  P. 

Nach   dem  Malus-Dupin^schen   Theorem   ist   die  Norma- 

ät  ein  Merkmal  der  geradlinigen  Congruenzen,  das  bei  beliebig 

elen  Eefractionen  invariant  bleibt.    Levi-Civita,  Bend.  Acc. 

"cei,  1900,  p.  185  und  237  hat  bewiesQn,  dass  es  das  einzige 

'riante  Merkmal  ist. 


«\ 


Wenn  in   einer  Strahlencongruenz  der  Abstand  der  Brenn- 
'<te  und  zugleich  der  Abstand  der  Grenzpunkte  constant  bleiben, 
ind  die  beiden  Brennflächen  pseudosphärische  Flächen,  deren 
US   dem    Abstand    der    Grenzpunkte    gleich    ist.      Bianchi, 
di  mat.,  (2),  15. 
Diese  Congruenzen  nannte  Bianchi  pseudosphärische. 
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Eine  Congruenz,  für  welche 

ei  ^-^'~  :  g  =  E  '.  F  :  G 

ist,  heisst  eine  Ri'baucour'sclie  isotrope  Congruenz. 

Eine  Fläche,  welche  von  den  Ebenen  eingehüllt  tvird,  < 
auf  den  Strahlen  einer  isotropen  Congruenz  in  deren  Miti 
punkten  senkrecht  stehen,  ist  eine  Minimalfläche.     Eibaucoui 


Zugleich  mit  der  Theorie  der  Flächen  wurden  von  Mon 
und  seinen  Schülern  die  von  den  Normalen  einer  Fläche  gel 
deten  Congruenzen  studirt.  Das  oben  angegebene  von  Mal 
gefundene  Theorem  über  diese  Normalencongruenzen  bezog  s; 
anfangs  nur  auf  ein  System  von  Strahlen,  die  von  einem  Pui 
ausgehen.  Journ.  de  l'Ec.  pol.,  cahier  14,  1808.  Es  wurde  spä 
von  Duj)in  vervollständigt  und  erhielt  so  die  Fassung,  in  ( 
wir  es  gebracht  haben.  Applic.  de  geom.  etc.  pour  faire  si 
aux  Dcvelopp.  de  geom.,  Paris  1822. 

Die  Congruenzen  im  Allgemeinen  wurden  dann  von  verscb 
denen  Autoren  untersucht ,  von  Gergonne,  Quetelet  und 
sonders  auch  von  Hamilton,  Irish  Trans.,  15,  16,  17,  18 
— 1837;  später  wurde  ihre  Theorie  von  Kummer,  Cr  eile,  . 
1860;  Berl.  Monatsher.,  1859 — 60  wieder  aufgenommen  i 
mit  grossem  Erfolg  weiter  entwickelt. 

Diesen  Arbeiten  schliessen  sich  zahlreiche  andere  an.  1 
neuesten  sind  von  Weingarten,  Crelle,  98;  Bianchi,  1. 
Guichard,  Ann.  de  l'Ec.  norm.,  (3),  6;  Compt.  Bend.,  18' 
1892;  etc.  Vergl.  auch  das  wiederholt  citirte  Werk  a 
Bianchi,  Lezioni  di  geometria  differenziale ,  Pisa  1894,  deut 
von  Lukat,  Vorlesungen  über  Differentialgeometrie,  Leipzig  18 


Kapitel  XYII. 

Metrisch  specialisirte  Haupterzeuguiigsarteu 

und  Transformationen  von  Curven  und  Flächen. 

Die  Greonietrie  specieller  Curven. 

j:;  1.    Inverse  und  Desarguesische  Curven  und  Flächen. 

■  Transformation  durch  reciproke  Radienvectoren. 
Desarguesische  Transformation. 
Auf  S.  159  wurde  schon  gesagt,  dass  sich  die  Transformation 
''irch  7'eciprolce  Badienvedoren  oder  die   Inversion   als  specieller 
"all    einer     birationalen    quadratischen    Transformation     ergibt, 
renn    von    den    drei    Fundamentalpunkten    der    Transformation 
ii  in   die    beiden   Kreispunkte   der  Ebene   und   der    dritte  in 
len  Anfangspunkt  der  Cartesischen  Coordinaten  verlegt  werden. 
Geometrisch   lässt   sich    diese    Transformation   auf  die    fol- 
:ide  Art  definiren: 

Es  sei  in  der  Ebene  ein  Kreis  vom  Eadius  B  gegeben, 
iessen  Centrum  im  Coordinatenanfang  0  liege ;  einem  Punkt 
'"T  Ebene,   dessen    Radiusvector   r   und  Argument   cp   ist,    wird 

B^ 
er  Punkt   vom  Argument   cp   und  Eadius vector  -7-    zugeordnet. 

)er  Radius   B  heisst   der  Modul  der  Inversion   und  der  Punkt 
^  der  Pol  oder  das  Centrum  der  Inversion. 

Wenn    man    dieselbe    Operation    statt    in    der   Ebene    im 
um  vornimmt  und  eine  Kugel  vom  Radius  B  zu  Grund  legt, 
erhält  man  die  Transformation  durch  reciprolce  Badienvectoren 
Baum. 
Eine  Curve  oder  Fläche  wird  auf  diese  Art  in  eine  andere 
'i've  oder  Fläche  übergeführt,   welche    die  Inverse   der  gegehe- 
'  heisst. 
Bern  Punkt  0  entspricht  die  unendlich  ferne  Crcrade     bez. 
'ic  unendlich  ferne  Ebene. 

I'ascal,  Kepertorium.  II.  33 
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Die  einsigen  Punkte,  die  sich  selbst  entsprechen,  sind  d 
Fimhte  des  Kreisees  bz.  der  Kugel. 

Einer  durch  den  Pol  0  gehenden  Geraden  entspricht  die 
Gerade  selbst. 

Einer  beliebigen  Geraden  entspricht  ein  durch  0  gehend 
Kreis.  In  dem  Fall  der  ebenen  Transformation  ist  die  gegebe, 
Gerade  die  Badicalaxe  des  Kreises  vom  Centrum  0  und  d 
Kreises,  der  durch   0  geht 

Einem  beliebigen  Kreis  entspricht  ein  anderer  Kreis,  d 
mit  dem  Fundamentalhreis  (im  Fall  der  ebenen  Transformatio 
dieselbe  Badicalaxe,  tvie  der  gegebene  Kreis,  gemeinschaftlich  h 
Die  Ausdehnung  dieser  Sätze  auf  die  Transformation  im  Eau 
kann  man  leicht  seihst  ausführen. 

Eine  sehr  wichtige  Eigenschaft  dieser  Transformation  1 
steht  darin,  dass  sie  conform  (isogonal,  tvinkeltreu)  ist,  d.  h.  du 
durch  sie  die   Winlcel  nicht  verändert  iv erden. 

Bemerkenswerth  ist  das  Theorem: 

Die  Normale  zu  einer  Curve  in  einem  Punkt  P  und  ( 
Normale  zu  ihrer  inversen  Curve  in  dem  entsprechenden  Pw 
Q  schneiden  sich  in  einem  Punkt  des  in  dem  Mittelpunkt  < 
PQ  auf  PQ  errichteten  Lotlis. 

Eine  Curve  oder  Fläche,  welche  die  Eigenschaft  hat,  si 
mittelst  einer  besonderen  Transformation  durch  reciproke  F 
dienvectoren  in  sich  seihst  zu  verwandeln,  pflegt  man  analli 
matisch  zu  nennen. 

Die  anallagmatischen  doppelt  gekrümmten  Curven  4*^^  0] 
nung  hat  Darboux,  Sur  une  classe  rcmarquable  de  cour^ 
et  surfaces  etc.,  Paris  (1873),  2.  Aufl.,  1896  Cyklikcn  (cycliqu^ 
genannt.  Sie  sind  die  Schnitte  einer  Kugel  mit  einer  Fläc 
2*^^  Grads. 

Die  anallagmatischen  Flächen  4*^^^  Ordnung  sind  die  Cgclid 
Vergl.  Kap.  12,  §  7. 

Moutard    hat    nachgewiesen,    dass    jede    anallagtnatis 
Curve  die  Enveloppe  einer  Beihe  van  Kreisen  ist,  die  auf  ein 
festen  Kreis  senkrecht  stehen,  dessen  Mittelpunkt  im  Centrum  < 
Inversion  liegt,  und  dessen  Badius  der  Modul  der  Inversion 
Siehe  die  Citate  in  Kap.  12,  §  7. 


Nach  dem  Namen  Desargues  pflegt  man  Besarguesii> 
Transformation  (fr.  Transf.  Argucsienne,  it.  trasf.  Ärguesiana) 
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idratische  Transformation  zu   nennen,  welche    metrisch    durch 

folgende    geometrische  Construction  specialisirt  wird. 

Es  sei  ein  Fundamentaldreieck  ABC  gegeben;  man  erhält 

■i   einem  Punkt   P  entsprechenden   Punkt,    wenn  P   mit    den 

ei  Ecken  verbunden  wird  und  dann  die    zu  ÄP,  ^^i   ^-P  in 

t^zug  auf  die  Halbirungsgeraden  der  drei  Dreieckswinkel  sym- 

irischen  Geraden    gezogen   werden.      Der    Schnittpunkt   dieser 

rei  Geraden  ist  der  dem  Punkt  P  entsprechende  Punkt. 

Die   so   transformirte    Curve   heisst    die  Desarguesische   der 
I ebenen  Curve. 

Der  dem  Dreieck  ABC  umschriebene  Kreis  ist  die  JDesargue- 
sche   Curve    der    unendlich    fernen    Geraden    der   Ebene.      Die 
hsargiiesische  Curve  eines  Durchmessers  dieses  Kreises  ist   eine 
tchseitige  Hyperbel. 

Diese  Transformation  wurde  untersucht  von  Cajley,  Journ. 
e  Liouv.,  1849;  Mathieu,  Nouv.  Ann.,  1865,  p.  393,  481, 
29;  Saltel,  Mem.  de  VAc.  de  Belg.,  1872;  etc. 

Sie  verdankt  dem  letzten  Autor  ihre  Benennung;  sie  wurde 
hon  von  Steiner  und  Magnus  studirt. 


usspnnktcurven  bez.  -flächen   ebener  Curven   und 
Flächen.     Radiale  Curven  ebener  Curven. 


FusspunJctcurve  (Pedalcurve,  franz.  podaire ,  pedale)  oder 
uch  speciell  positive  oder  directe  FusspunJdcurve  eines  PunMs  P 
'«  Bezug  auf  eine  ebene  Curve  C  ist  der  geometrische  Ort  der 
'usspunkte  der  von  dem  gegebenen  Punkt,  dem  Pol  oder  Cen- 
f'um,  auf  die  Tangenten  an  die   Curve  C  gefällten  Lothe. 

Die  gegebene  Curve  heisst  dagegen  negative  oder  inverse 
^usspunlctcurve  in  Bezug  auf  die  eben  definirte  Fusspunktcurve. 

Aehnliche  Definitionen  gelten  für  die  FusspunJct flächen  einer 
lache. 

Die  Normale  in  einem  PunM  der  FusspunJctcurve  geht  durch 
kn  Mittelpunkt  des  Segments,  ivelches  den  Pol  mit  dem  entsprechen- 
'm  Punkt  der  Curve  C  verbindet. 

Die  Fusspunktcurve  einer  Curve  C  vorn  Pol  P  aus  ist  die 
dl  reciproke  Badienvectoren  transformirte  Curve  (d.  h.  die 
nverse)  der  reciproken  Polar  curve  von  C  in  Bezug  auf  einen 
'cliebigen  von  dem   Centrum  P  aus  beschriebenen  Kreis. 

Nennt   man   s',  q'   den  Bogen   und    den   Krümmungsradius 

ler  Fusspunktcurve  und   5,  q   diejenigen    der   gegebenen    Curve, 

den  Abstand   des  Punktes  P  von   den   Punkten    Q   der    gege- 

33* 
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benen  Curve,  6  den  Winkel,  den  JPQ  mit  der  Tangente  in 
bildet,  so  erhält  man  die  natürliche  Gleichung  der  Fusspun 
curve  durch  Elimination  von  s  aus 


■=/ 


ds,      und     q'  = 


n-2 


Q  ^  2r  —  ^  sm  0 

Das  folgende  Theorem   von  Steiner,   Grelle,  21    über 
Fusspunktcurven  ist  bemerkenswerth: 

Wenn  man  von  einer  geschlossenen  Gurve  G  ohne  Wendum 
die  Fusspmiktcurve  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  PunJct  P  a 
struirt,  sich  dann  die  nämliche  Gurve  G  starr  mit  P  verbum 
denkt  und  sie  auf  einer  Geraden  so  rollen  lässt,  dass  P  i 
sogenannte  cycloidcnartige  Gurve  oder  Boidette  beschreibt  (vei 
§  6),  so  ist  der  Bogen  der  letzteren  dem  entsprechenden  Bo< 
der  FusspunJdcurve  gleich,  und  der  Inhalt  der  von  der  Boul 
und  der  Geraden  begrenzten  Fläche  ist  doppelt  so  gross  als 
Inhalt  der  von   der  Fusspunktcurve  eingeschlossenen  Fläche. 

Ferner: 

Wenn  man  die  Fusspunktcurve  in  Bezug  auf  den  Pol 
auf  der  von  dem  Punkt  P  auf  die  eben  angegebene  Art  besch. 
benen  Boulette  rollen  lässt,  so  ist  der  Ort  des  Punkts  P  ( 
Gerade.     Theorem  von  II  ab  ich. 

Die  Inverse  des  Badiusvectors  einer  ebenen  Gurve  G  ist 
Differenz  zwischen  den  Inversen  der  Krümmungsradien  der  Fi 
punktcurve  und  der  Boulette  der  Gurve  G  gleich,  wenn  die  Ft 
punktcurve   den  Anfangspunkt  der  Badienvectoren    zum   Pol 
und  die  Boulette  durch  den  nämlichen  mit  der  Curve  G  starr  t 
bundenen  Punkt  bei   dem  Bollen  von  G  auf  einer  Geraden 
zeugt  wird. 

Vergl.  P.  Franck,  lieber  die  Flächeninhalte  und  Bog 
längen  von  Fusspunktcurven  und  Bollcurven,  Leipziger  Diss.  18 
Kowalewski,  lieber  Fusspunktcurven  von  Ovalen  mit  Mii 
punkt,  Leipz.  Ber.,  1901. 

Eine    Beziehung     zwischen     der    Fusspunktcm-ve    und 
Brennlinie  findet  man  in  §  3. 


Die   radiale  Gurve    einer   ebenen    Curve   G  ist    der   gc 
trische    Ort    der   Endpunkte   der   von    einem    festen    Punkt    i 
gehenden  Segmente,  welche  dieselbe  Länge  und  Richtung  hal 
wie  die  Krümmungsradien  der  Curve  G.     Tucker. 
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Die  radiale  Curve  des  Kegelschnitts 

^_4-^  —  1 
«2  31  52  —  -L 

at,  ivenn  der  AnfangspunM  der  Segmente  mit  dem  Coordinaten- 
rtfang  susammenfällt ,  die  Gleichung: 

(aH'  ±  h'-i/f  =  a^b\x^  +  g%     Tucker. 

Die  radiale  Curve  einer  algebraischen  Curve  n^^^  Ordnung 
4  im  Allgemeinen  eine  algebraische  Curve  Sn[n  —  l)*^^  Ord- 
nung.    Loria. 

Die  radiale  Curve  einer  rationalen  Curve  n^^^  Ordnung  ist 
m  Allgemeinen  von  der  Ordnung  ß(n — l).     Loria. 

Von  Literatur  geben  wir  an: 

Tucker,  Proc.  Lond.  llath.  Soc,  1,  1865;  Quart.  Journ. 
'Math.,  18,  1882;  Loria,  Periodico  di  Mat,  t.  17,  1901; 
'•'nd.  Palermo,  i.  16,  1902. 


W 


§  3.    Kaustische  Curven  und  Fläclien. 


Wenn  von  einem  Punkt  in  endlichem  oder  unendlich  grossem 
abstand,  dem  leuchtenden  Punkt,  Strahlen  ausgehen  und  auf  eine 
^bene  Curve,  die  JDirimante,  franz.  dirimante,  it.  citrva  dirimente 
■infallend,  von  dieser  reflectirt  oder  gebrochen^)  werden,  so  nennt 
uan  die  Enveloppe  der  so  reflectirten  bez.  gebrochenen  Strahlen 
lie  Brennlinien  oder  Kaustiken  der  Curve.  Diese  werden  daher 
n  Kaustiken  durch  Peflexion  (Katakaustiken  oder  katoptrische 
Kaustiken)  und  Kaustiken  durch  Befraction  (^JDiakaustiken  oder 
lioptrisehe   Kaustiken)    unterschieden. 

Man     kann    den    Begriff    der    Kaustiken    erweitern,    wenn 

nan   sich    denkt,    die    einfallenden  Strahlen  gehen,    anstatt   von 

imem    Punkt ,    allgemeiner    in    normaler    Richtung    von    einer 

•""Lrebenen  Curve    aus,  d.  h.  sie   bilden  ein  sogenanntes   Norma- 

^f/stem.      Ferner    lassen    sich    selbstverständlich    diese    ünter- 


^)  Wenn  ein  in  einen  Punkt  P  einer  Curve  einfallender  Strahl 
gegeben  ist,  so  heisst,  wie  man  aus  den  Elementen  der  Physik  weiss, 
lurch  die  Curve  reflectirt  derjenige  Strahl,  der  mit  der  Normalen 
'^ur  Curve  in  P  denselben  Winkel  bildet,  wie  der  Einfall  strahl;  ge- 
'trochen  heisst  dagegen  der  Strahl,  wenn  das  Verhältniss  der  Sinus 
der  Winkel,  welche  der  Einfallstrahl  und  der  gebrochene  Strahl  mit 
der  Normalen  zur  Curve  in  P  machen,  constant  ist.  Dieses  constante 
verhältniss  wird  Brechungsexponent  genannt. 
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suchungen  auf  den  Eaum  ausdehnen ,  indem  man  sich 
doppelt  unendliches  System  einfallender  Strahlen  (die  von  ein 
Punkt  oder  normal  von  einer  Fläche  ausgehen)  vorstellt,  d. 
eine  sogenannte  Normalencongruens  einfallender  Strahlen  (vei 
Kap.  16),  alsdann  eine  beliebige  zweite  Fläche  annimmt  i 
den  Ort  der  Schnittpunkte  der  von  dieser  zweiten  Fläche  refl 
tirten  oder  gebrochenen  einander  unendlich  nahen  Strahlen 
trachtet. 

Das  Theorem  von  Malus -Dupin  über  die  norma" 
Strahlencongruenzen  (Kap.  16,  §  15)  enthält  als  speciellen  F 
offenbar  den  folgenden: 

Ist  in  der  Ebene  ein  Normalensystem  (d.  7t.  sind  die  Norma 
einer  Curve)  gegeben,  so  ergibt  sich  nach  einer  beliebigen  ± 
saM  von  Beßexionen  oder  Uefractionen  immer  wieder  ein  IS^ 
malensystem ,  d.  h.  es  wird  immer  eine  Curve  existiren,  wel 
diese  reflectirten  oder  gebrochenen  Strahlen  zu  Normalen  hat. 

Auf  diese  Art  stellen  sich    die    ebenen  Brennlinien  als 
Evoluten  gewisser  Curven  dar,  die  Quetelet  secundäre  Bre» 
linien  oder  antikaustische  Linien  nannte. 

Es  gelten  nun  die  folgenden  allgemeinen  Sätze  von  G( 
gönne: 

I.  Die  Brennlinie  durch  Beflexion  eines  ebenen  Normal 
Systems  ist  die  Evolute  der  Enveloppe  aller  Kreise,  deren  Mit 
punkte  auf  der  refl ectir enden  Curve  liegest,  und  welche  die  Cu 
berühren,   auf  der  die  einfallenden  Strahlen  senkrecht  stehen. 

II.  Die  Brennlinie  durch  Befraction  eines  ebenen  Normal 
Systems  ist  die  Evolute  der  Curve,  welche  die  Kreise  umhi 
deren  Mittelpunkte  auf  der  brechenden  Curve  liegen,  und  de 

Halbmesser    in   dem   Verhältniss  —  zu  dem  Abstand  der  Mit 

n 

punkte  von  der  Curve  stehen,  auf  welcher  alle  einfallenden  StraJi 
normal  sind;   dabei   bezeichnet  n    den  Brechungsexponenten. 

Für  den  Fall,  dass  die  einfallenden  Strahlen  von  ein 
Punkt  P  in  endlichem  Abstand  ausgehen  und  als  auf  ihnen  se 
rechte  Curve  der  Umfang  eines  Kreises  vom  Radius  Null  und 
dem  Centrum  in  P  gewählt  wird,  sind  Theoreme  vorband 
die  von  Quetelet  herrühren;  für  den  Fall  dagegen,  dass  P 
endlicher  oder  unendlich  grosser  Entfernung  liegt  und  als  n 
male  Curve  der  Umfang  eines  Kreises  mit  dem  Centrum  ic 
und  beliebigem  Halbmesser  bez.  eine  auf  der  Richtung 
einfallenden  Strahlen  senkrechte  Gerade  angenommen  wird,  hat 
Gergonne    und    Sarrus   schon    zu   einer    Zeit    Theoreme    £ 
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funden,  als  der  erstere  die  oben  angegebenen  eleganten  Sätze 
oh  nicht  aufgestellt  hatte. 

Erweiterungen  dieser  Theoreme  auf  Jcaustische  Flächen, 
eren  antikaustische  Flächen  sich  auch  hier  wieder  als  En- 
eloppen  von  Kugeln  ansehen  lassen,  findet  man  bei  demselben 
mtor  Gergonne  in  einer  Arbeit,  die  in  Bd.  15,  p.  13,  307 
er  Ann.  de  Gergonne  enthalten  ist;  wir  halten  es  nicht  für 
löthig,  darauf  einzugehen. 

Der  Winkel,  den  die  Tangente  an  die  secundäre  Brennlinie 
lut  dem  von  dem  leuchtenden  Funkt  aus  gezogenen  Badiusvector 
'üdet,  ist  dem  Winlcel  zwischen  der  Tangente  an  die  reflecti- 
ende  heg.  brechende  Curve  und  dem  ehenfalls  vom  leuchtenden 
Punkt  aus  gezogenen  Badiusvector  gleich. 

Der  Winkel  zivischen  den  Badienvectoren  der  secundären 
Brennlinie  und  der  brechenden  Curve  ist  dem  Brechungswinkel 
■'nch. 

Die  Fusspunktcurve  einer  gegebenen  Curve  von  einem  festen 
Funkt  aus  ist  die  secundäre  Brennlinie  durch  Beflexion  einer 
der  gegebenen  ähnlichen  Curve,  wenn  der  leuchtende  Funkt  in  dem 
festen  Funkt  angenommen  wird.  Dandelin,  Me'm.  de  l'Ac.  de 
Belg.,  4;  Genocchi,  Ann.  di  Tortolini,  6,  p.  117;  Emil  Weyr, 
Zätsclir.  für  Math.,  1869,  p.  376;    Wien.  Ber.,  1869,  p.  169. 


Tschirnhausen  untersuchte  zuerst  die  ebene  Brennlinie, 
die  von  Parallelstrahlen  erzeugt  wird,  welche  durch  einen  Kreis 
reflectirt  werden.  Acta  Eruditorum,  1682;  die  Commissare  der 
Academie  der  Wissenschaften  in  Paris  Cassini,  Mariotte, 
De  La  Hire  fanden  jedoch,  dass  seine  Untersuchungen  Fehler 
enthielten.  Spätere  Arbeiten  über  die  Brennlinien  sind  von 
Bernoulli,  L'Hospital,  etc. 

Malus  beschäftigte  sich  im  Jahr  1810  zuerst  mit  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Brennflächen  und  fand  werthvoUe  Theoreme, 
denen  er  jedoch  nicht  die  allgemeine  Fassung  zu  geben  ver- 
mochte, die  sie  später  1822  von  Dupin,  Ann.  de  G-er gönne, 
14,   p.  129   erhielten. 

Schon  im  Jahr  1815  hatte  Gergonne,  Ann.  de  Gergonne,  5, 
p.  283;  11,  p.  229;  14,  p.  1  die  Existenz  der  Theoreme  über  die 
secundären  Brennlinien  für  den  Fall,  in  welchem  die  einfallenden 
Strahlen  von  einem  Punkt  ausgehen,  für  wahrscheinlich  gehalten; 
Quetelet,  ib.,  15,  p.  205  wies  dann  ihi-e  Gültigkeit  für  den 
speciellen  Fall  eines  Kreises  als  Dirimante  nach  und  dehnte  sie 
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Jle'm.  de  VAc.  de  Brux.,  3,  p.  89    auch    auf  den  Fall   ganz  b 
liebiger  Dirimanten  aus. 

In  der  Zwischenzeit  studirte  Sarrus  den  Fall  parallel 
Einfallstrahlen  und  Gergonne  gab  zuerst  der  von  QueteL 
gefundenen  Construction  eine  allgemeinere  Form  und  stell 
dann  die  oben  angeführten  allgemeinsten  Sätze  für  ein  beh 
biges  Normalensystem  einfallender  Strahlen  auf. 

In  der  Arbeit  von  Gergonne  auf  p.  345  u.  ff.  in  Bd.  1 
der  Ann.  de  Gergonne  findet  man  eine  Geschichte  dieser  Fe 
schungen;  es  wird  in  ihr  auch  über  das  Resultat,  zu  dem  Sarri 
gekommen  war,  berichtet. 

Andere  Schriften  über  dasselbe  Thema  sind  von  Timme: 
mans,  Corresp.  math.,  1,  p.  336,  über  die  antikaustischen  Flächr 
von  Cayley,  Lond.  Phil.  Trans.,  147,  p.  273,  etc. 

Eine  Zusammenstellung  der  Literatur  über  die  Kaustikt 
ist  in  dem  Intermediaire  des  math.,  1895,  p.  321   enthalten. 

§  4.     Parallele  Curven  und  Flächen.     Conchoide  für 
Curven  und  Flächen. 

Gegeben  sei  eine  ebene  Curve;  eine  ihr  parallele  Curve  i 
die  Enveloppe  der  zu  den  Normalen  der  Curve  senkrechte 
Geraden,  die  von  der  Curve  in  beiden  Richtungen  um  eine  fes 
Länge  +  ^  abstehen. 

So  sind  zwei  parallele  ebene  Curven  auch  gleichiveit  a« 
stehend. 

Zivei  parallele  ebene  Curven  haben  dieselben  Krümmung 
mittelpunlde. 

Manchmal  kommt  es  vor,  dass  die  zu  einer  gegebene 
parallele  Curve  in  zwei  Theile  zerfällt,  in  den  a  -\-  h  und  de 
a  —  Tv  entsprechenden  Theil,  im  Allgemeinen  jedoch  erhält  ma 
zwei  Aeste  derselben  Curve. 

lieber  die  Theorie  der  Parallelcurven  siehe  Salmor 
Fiedler,  Anal.  Geom.  d.  höh.  eb.  Curv.,  Leipzig  1882,  §  118u.fi 
Cesaro,  Geom.  intrinseca,  p.  29,  deutsch  von  Kowalewsk 
Vorlesungen  über  natürliche  Geometrie,  Leipzig  1901;  etc. 

Offenbar  lassen  sich  analog  auch  parallele  Flächen  definire] 


Die  sogenannten  Conchoiden,  Muschellinien^  erhält  man  ai 
einer  gegebenen  Curve  C  auf  die  folgende  Art :  Es  sei  0  ei 
Punkt    der   Ebene    und   P    ein   Punkt    der    Curve   C;    auf   dei 
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diusvector  OP   trägt    man    auf    der   einen    und    der   anderen 

te  von  P  zwei  Segmente  von  der   Länge  +^  ^-     I^^r  Ort 

Endpunkte    dieser    Segmente   bei   dem   Variiren    von    P   ist 

ilann  die  Conchoide. 

Auf  ähnliche  Art  werden  die  Conclioiden  für  Fläclien  definirt. 

Die  Construction  der  Normalen  an  die  Conchoide  lässt  sich 

■icht    ausführen;    man    braucht    nur    in    0    ein   Loth    auf   den 

;;  iadiusvector  zu  errichten  und  den  Schnitt  S  dieses  Loths  mit  der 

formalen  zur  Curve  C  zu  suchen:  die  Normalen  zur  Conchoide  in 

'■  en  heidcn  dem  PunJd  P  entspreclienden  Punkten  gelten  durch  S. 

j         Mit  anderen  Worten: 

Die  Conchoide  hat  in  jedem  PunJd  dieselbe  polare  Suhnor- 
I  ncUe,  u'ie  die  gegebene  Curve  C. 

I         Ueber   die  Construction    des   Krümmungsmittelpunkts   einer 
I  Conchoide     siehe    VInterm.    des    math.,    1894,    p.  155;    1895, 
).  112,  224. 

Eine  conchoidale  (muschel förmige)  Curve  femer  wird  auf 
ÜB  folgende  Art  definirt: 

Man  habe  drei  Curven,  /",  gp,  ip;  es  wird  eine  Tangente 
Ji  f  gezogen,  welche  cp  und  ip  in  zwei  Punkten  A  und  B 
chneidet;  auf  dieser  Tangente  werden  von  dem  Berührungs- 
)unkt  aus  nach  der  einen  und  der  anderen  Seite  zwei  Strecken 
-leich  AB  abgetragen;  der  Ort  der  Endpunkte  dieser  Strecken 
st  die  conchoidale  Curve. 


§  5.    Die  Theilungscurven. 

Iteilungscurven  sind  der  Ort  des  Schnitts  A  zweier  Geraden^ 
lie  mit  gleichförmigen  G-eschwindigkeiten  um  zwei  feste  Punkte 
P,  P'  rotiren. 

Wenn  die  beiden  Botationsgeschtvi/ndigkeiten  in  dem  Verhalt- 


es — ,   stehen,   ivobei   n  <<  n   vorausgesetzt   ivird,    so   steht   der 

'i^plementwinkel   von   AP' P   zu    dem    Winkel    APP'    in   dem 

Verhältniss  —,  • 
n 

Die  TJieilungscurve  geht  (ji — l)mal  durch  P,  (^n  —  l)mal 
n'ch  P'  und  n'mal  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene. 

Für  n' =  1  oder  n=n — 1  erhält  man  die  sogenannten 
I  nicursalcurven. 

Für  n'=l  und  /^==3  ergibt  sich  die  Maclaurin'sche 
Trisectrix   (siehe  §  9)   und 
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für  ^'=2,  w  =  3  die  PascaVsche  Schnecke  od 
limagon,  it.  lumaca  (vergl.  §  11),  die  man  auch  Sechstht 
lungscurve  nennen  Imnn. 

Der  Name  Theilungscurve   kommt   von   ihrer  Beziehung 
dem  Problem  der  Winkeltheilung  her;  ist  ins  Besondere  n' = 
so  können   sie   zur  Theilung   eines  Winkels   in  n   gleiche  The 
benutzt  werden. 

Ueber    diese    Curven    siehe    S  c  h  o  u  t  e ,    Journ.    des    ma 

speciales,  1885. 


§  6.    Cycloidale  Curven  oder  E-ouletten.    Gleitcurven. 

Sogenannte    cycloidale    (cycloidenartige)    Curven    oder   na 
einem   französischen    Wort    Bouletten    (Bollcurven)    werden    v 
einem  Punkt   der  Ebene    einer  Curve    erzeugt,    welche  auf  eii 
anderen   festen  Curve,   der   Basis   der  Boulette,    rollt,    ohne 
gleiten. 

Die  sogenannten  Gleitcurven  (die  Franzosen  sagen  glissetti 
werden  von  einem  Punkt  der  Ebene  einer  Curve  erzeugt,  welc 
sich,  ihrer  Gestalt  nach  unverändert  bleibend,  so  bewegt,  d[ 
sie  bei  dieser  Bewegung  stets  gegebene  Curven  berührt  oc 
durch  gegebene  Punkte  geht. 

Wenn  x  =  yfiji)  die  Gleichung  der  Gleitcurve  darste 
tvelche  der  Ort  eines  Punkts  P  der  Ebene  einer  Curve  C  ist,  i 
in    beständiger    Berührung    mit    einer    festen   Geraden    in   ein< 

festen  Punkt  bleibt,  so  ist  -^  =  —  f  (y)  die  JDifferentialgleicIm 

der  Boulette  desselben  Punkts  P,  ivenn  man  die  Curve  C  o 
dieser  Geraden  rollen  lässt.  Brocard,  Nouv.  Corresp.,  2,  ISl 
p.  377,  383. 

Die  Normale  zur  Boulette  geht  durch  den  Berührungspm 
M  der  festen  mit  der  beiveglichen  Curve. 

Den  Krümmungsmittelpunkt  der  Boulette  findet  man  auf  < 
folgende  Art:  Ma/n  verbindet  den  Punkt  P  der  Boulette  mit  d' 
Krümmungsmittelpunkt  der  beweglichen  Curve,  verlängert  di< 
Gerade,  wenn  nöthig^  bis  zu  ihrem  Schnitt  B  mit  dem  von 
aus  auf  P3f  errichteten  Loth.  Verbindet  man  dann  B  mit  d 
Krümmimgsmittelpunkt  der  festen  Curve,  so  trifft  diese  Gero 
PM  in  dem  gesuchten  Krümmungscentrum. 
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Eine  andere  Eigenschaft  der  Roulette,  die  in  Beziehung 
ir  Fusspunktcurve  steht,  wurde  in  §  2  besprochen. 

Die  erste  Roulette,  die  studirt  wurde,  war  die  Curve,  die 
on  einem"  Punkt  eines  auf  einer  Geraden  rollenden  Kreises 
eschrieben  wird;  sie  wurde  von  Blaise  Pascal  im  Jahr  1659 
ntersucht  und  ist  die  eigentliche  sogenannte  Cycloide.  Siehe 
?  12. 

Yon  den  Rouletten  und  den  Gleitcurven  handelt  die  sehr 
ollständige  Monographie  von  Besant,  Notes  on  Roulettes  and 
rlisettes,  Cambridge  1870;  siehe  auch  verschiedene  Artikel  in  den 
"{ouv.  Ann.,  1871  und  die  Angaben  in  dem  neuen  lithographir- 
^n  Buch  von  Brocard,  Notes  de  hibliogr.  des  courhes  geome- 
riques^  Bar-le-Duc  1897. 

§  7.     Rotationsflächen.     Cylinder-  Kegel-  und 
Conoidfläclien. 

Die  Gleichung  der  Rotationsflächen  hat,  ivenn  die  z-Axe 
Rotationsaxe  ist,  die  Gestalt: 

z  =  (p(x^  +  y^),      .^ 

rin  cp  das  Symbol  für  eine  willkürliche  Function  ist. 

Bezeichnet  man  mit  ^,  g  die  beiden  partiellen  Derivirten 
1^®^  Ordnung  von  s  nach  x  und  «/,  so  lautet  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung der  Rotationsflächen : 

py  —  qx  ^=  0. 
Die  Gleichung  der  Cylinder  flächen  hat  die  Form: 
(p(x  —  az,  y  —  hz)  =  0 
wnd  ihre  Differentialgleichung  ist: 

ap  —  bq  =  1 . 

Die  Gleichung  der  Kegelflächen  lautet,  ivenn  (xq^  yQ,  Zq) 
die  Coordinaten  der  Spitze  des  Kegels  sind: 

'^   \^  —  Zq       z  —  z^i 
und  ihre  DifferentialgleicJiung : 

p{x  —  Xq)  +  q{y  —  y^)=z  —  Zq. 

Conoidflächen  werden  durch  die  Bewegung  einer  geraden 
Linie  erzeugt,  die  eine  feste  Gerade  stets  schneidet  und  zu  einer 
testen  Ebene  immer  parallel  bleibt. 
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Ist    die    gegebene  Gerade    die  ^-Axe   und    die   feste  Ebe 
die  xy -'Ebene,  so  lautet  die  Differentialgleichung  der  Conoide: 

px  +  qy  =  0, 

und  die  Gleichung  in  endlichen  Termen: 


--(1) 


Allgemeiner    ist    die    Form    der    Differentialgleichung    c 
Conoide: 

p{az  —  x)  -\-  q(bs  —  g)  =  0 

und  der  Gleichung  in  endlichen  Termen: 


y  —  öz\ 
Z  =  cp  (^ ) 


§  8.    Kegelsclinitte. 

Wir  haben  früher  in  einem  besonderen  Kapitel  (Kap.  3)  ge 
metrische  und  analytische  Betrachtungen  über  die  Kegelschnil 
angestellt  und  fügen  hier  die  folgenden  metrischen  Resulta 
hinzu,  die  speciell  von  ihrer  infinitesimalen  Geometrie  abhänge 

Ihre  natürliche  Gleichung  wurde  in  Kap.  16   angegeben. 

Die  Fusspunktcurve  eines  Kegelschnitts  vom  Brennpun 
aus  ist  ein  Kreisumfang. 

Der  Krümmungsradius  eines  PunTcts  P  einer  Ellipse  mit  d 
Halbaxen  a  und  b  ist  dem  Cubus  der  (von  P  und  der  Hauj^ 
axe  begrenzten)  Normalen  proportional. 

Die  Evolute  einer  Ellipse,  deren  Gleichung 

+  1^  =  1.     (a>h)  f 


X' 

T2     I      li 


lautet,  hat  die  Gleichung 

(axf  +  (byf  =  («2  _  h^y . 

Der  Flächeninhalt  der  ganzen  Ellipse  ist  nab  umd  der  ihr' 
Evolute  ^nab. 

Der  Ellipsenbogen  ist  durch  ein  elliptisches  Integn 
zweiter  Gattung  (siehe  Bepert.  1,  S.  152) 

s  =  a  /  yi — e^s>m^q)d(p,      (e^  = ^ — 1 
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egehen ,  worin  cp  die  sogenannte  (excentrische)  Anomalie  ist^ 
.  h.  der  ans  den  Formeln 

X  =  a  sin  9 ,    g  =  h  cos  cp 

ich  ergehende  Winkel.  Beschreibt  man  den  zur  Ellipse  con- 
entrischen  Kreis  mit  dem  Eadius  a,  so  ist  (p  der  Winkel,  den 
er  Eadiusvector  desjenigen  Punkts  des  Kreises,  dessen  Coordi- 

aten  x  und    v-  y  sind,  mit  y  bildet;  dabei  sind  x.,  y  die  Coor- 

iinaten  des  Punkts    der  Ellipse. 

Der  Perimeter  der  ganzen  Ellipse  lässt  sich  durch  die  Beihe 


msdrücken. 

Wenn  ein  Ellipsenbogen  gegehen  ist,  so  lässt  sich  ein  zweiter 
'on  der  Beschaffenheit  finden,  dass  die  Differenz  der  beiden 
Bogen  rectißcirbar  ist  (sich  unmittelbar,  d.  h.  mit  Hülfe  von 
3onstructionen,  die  nur  Gerade  und  Kreise  erfordern,  durch  das 
Segment  einer  Geraden  ausdrücken  lässt).  Theorem  von  Fag- 
'lano,  (1682—1766),  veröffentlicht  1716,  abgedruckt  in  Fag- 
lano's  Produzioni  matematiche,  Bd.  2,  p.  338,  Pesaro  1750; 
rergl.   M.  Cantor's  Geschichte  der  Ifath.,  3,  p.  469. 

Man  betrachte  nämlich  zwei  Punkte  P,  Q  auf  einem  Ellip- 
senquadranten, deren  Anomalien  cp,  ip  sm  die  Relation 

tg  9  •  tg  ^  =   a 
gebunden  sind. 

Bezeichnet  man  nun  mit  B  bez.  A  die  Endpunkte  dieses 
Quadranten,  zieht  in  P  und  Q  die  Tangenten  an  die  Ellipse, 
fällt  vom  Centrum  Lothe  auf  diese  Tangenten  und  sind  P^,  Q^ 
die  Pusspunkte  dieser  Lothe ,  so  ist  die  Differenz  ztvischen 
den  Bogen  PB  und  QA  durch  die  Länge  von  PP^  oder  QQ^ 
gegeben  (diese  beiden  Längen  sind  gleich). 

Den  Punkt  Q  hat,  wenn  P  gegeben  ist.  Euler,  Nova 
Comm.  Petr.,  1761  auf  die  folgende  Art  construirt:  Man  zieht 
die  Tangente  in  P  bis  zu  ihrem  Schnitt  B  mit  der  kleinen 
durch  B  gehenden  Axe  und  trägt  dann  auf  der  Tangente  die 
Länge  BP3I  =  a  oh:,  der  Punkt  des  Quadranten,  der  dieselbe 
Abscisse,  wie  der  Punkt  31,  hat,  ist  der  gesuchte  Punkt  Q. 

Siehe  darüber  die  Noten  2  und  3  am  Ende  des  Enne- 
per'schen  Buches,  Ellipt.  Funkt,  Halle   1890. 
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Der  Bogen  der  Hyperbel,  deren  Gleichung 
x^         y^  

ä^  ~  ¥  ~^ 

lautet^  ergibt  sich  aus  der  Formel 

f  sin qp y  1  —  Jc^  sin^  cp  1     /     ,    ^ /- ,»    .    »        , 

0 


.  iiorin  cp   die   oben  definirte  Anomalie  bezeichnet  und 

1.2  ^  7/2 ^  ,v/ 

'^      —   «2  _|_    &2  ^  '^      —   a2   +   &2         '*'^- 

JEr  wird  also  durch  elliptische  Integrale  1^^^  und  2^^^  Gat 
tung  ausgedrückt. 

Auch  für  die  Hyperbel  fand  Fagnano,  1.  c,  p.  338,  331 
ein  Theorem  über  die  Rectification  der  Summe  gewisser  zweiei 
Bogen,  von  denen  der  eine  nach  Belieben  gewählt  werden  kann 

Ein  Satz  von  Landen,  Phil.  Trans.,  1775  über  di( 
Bogen  der  Hyperbel  drückt  einen  Hyperbelbogen  durch  ztoe 
Ellipsenbogen  aus. 

Die  Grenze  der  Differenz  zwischen  der  Länge  der  Asymp 
tote  von  dem  Centrum  aus  bis  zu  einem  Punkt  P'  und  der  Längi 
des  Hyperbelbog cns  vom  Scheitel  aus  bis  zu  dem  Punkt  P,  dei 
dieselbe  Abscisse  hat,  wie  P'  (wobei  die  Lage  der  Axen  aus  da 
obigen  Gleichung  hervorgeht),  ist,  wenn  P  sich  in  das  Unendlich 
entfernt,  eine  bestimmte  Grösse. 

Weitere  Untersuchungen  über  die  Ellipsen-  und  Hyperbel 
bogen  findet  man  ausser  bei  Legendre,  Traite  des  fonct.  ellipi 
3  Bde.,  Paris  1826—1832,  Bd.  1,  p.  46  auch  bei  Küpper 
Grelle,  55,  63. 

Man  habe  eine  gleichseitige  Hyperbel ,  deren  auf  di( 
Asymptoten  bezogene  Gleichung 

xy  =  m^   sei. 

Der  Inhalt  der  Fläche   zwischen    einem   Curvenbogen   um 

der  Asymptote   y  =  0   ist  durch  m^  log  —  gegeben,  wenn  unteri 

ß,  a  die  Abstände  der  Endpunkte  des  Bogens  von  der  ander&i 
Asymptote  x  =  0  verstanden  iv erden. 


m 
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Für  m  =  1  und  cc  =  1  ist  der  Inhalt  der  Fläche  zwischen 
inem  vom  Scheitel  aus  gerechneten  Gurvcnhogen  imd  einer 
isymptote  dem  natürlichen  Logarithmus  des  Äbstands  des 
'Jndpunlis  des  Bogens  von  der  anderen  Asymptote  gleich. 

üeber  andere  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Hyperbel 
iahe  Milinowski,  Elementar-synthetische  Geometrie  der  Kegel- 
chnitte,  2.  Ausg.,  Leipzig  1896,  worin  die  Geometrie  der  glfeich- 
eitigen  Hyperbel  auf  elementare  Art  behandelt  wird. 


Der  Krümmungsradius  in  einem  Punkt  der  Parabel  ist  das 
Ooppelte  des  zwischen  dem  Punkt  und  der  Directrix  liegenden 
\ibschmtts  der  Normalen. 

Die  Evolute  der  eigentlichen  Parabel  ist  eine  semicubische 
Parabel,  die  auch  Neil' sehe  Parabel  genannt  wird;  wenn 
>2  ^—.  2px  die  Gleichung  der  Parabel  darstellt,  so  ist  die  Glei- 
hung  der  Evolute 

Der  vom  Scheitel  aus  gerechnete  Parabelbogen  ist 


yVy'  +  i>'  I  J^    j    2/  +  y?/'  +  p' 


2p  i      2  -^      ^  p 

§  9.    Cissoiden.     Die  Agnesi'sche  Curve  3*®^  Ordnung 

iOder   Versiera.      Die    Maclaurin'sche    Dreitheilungscurve 

(Trisectrix).     Die  Strophoide.     Das  Folinm. 

Die  wichtigste  Cissoide  ist  die  Diokles 'sehe;  sie  führt  ihren 
N"amen  nach  dem  Griechen  Diokles,  der  im  ersten  Jahrhundert 
vor  Christi  Geburt  lebte  und  sie  zur  Auflösung  des  Problems  der 
Verdoppelung  des  Cubus  (des  Delischen Problems)  zu  benutzen  dachte; 
siehe  Moritz  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathe- 
matik, 3  Bde.,  Leipzig  1892—1898,  Bd.  1,  p.  302—306.  Dieser 
Curve  bedienten  sich  auch  die  alten  Mathematiker  zur  Bestim- 
mung der  zwei  mittleren  Proportionalen.  Siehe  Newton,  Arith- 
metica  universalis,  Lugd.  Batav.  1732,  p.  231. 

Die  Curve  wird  auf  die  folgende  Art  erzeugt:  Man  habe 
einen  festen  rechten  Winkel,  von  dem  ein  Schenkel  DP  eine 
bestimmte  Länge  DP  =  a  hat;  von  einem  anderen  beweglichen 
rechten  Winkel  gehe  der  eine  Schenkel  durch  P,  während  der 
Endpunkt  des  anderen  Schenkels   von  der  festen  Länge  2  a  auf 
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dem   zweiten    Schenkel    des    ersten   rechten  Winkels   läuft:    L 
Ort  des  MittelpunMs  des  Schenkels,  dessen  Länge  2  a  beträgt, 
die  Cissoide.     Newton. 

Die  Grleiclmng  der  Curve  lautet: 

x^  =  i/{2a  —  x). 

*Der  PtmM  x  =  0  ist  eine  Spitze;  die  Gerade  x=2a  ei 
Asymptote;  die  Curve  ist  von  convexer  Krümmung  gegen  i 
x-Axe.  Sie  ist  eine  circulare  Curve,  d.  h.  sie  geht  durch  i 
beiden  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte  der  Ebene. 

Die  Cissoide  kann  auch  auf  eine  andere  Art  constru 
werden:  Man  beschreibe  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a;  AB  \ 
einer  seiner  Durchmesser  und  BT  die  Tangente  an  den  Kr 
in  B.  Von  A  aus  werden  alle  Geraden  AMN  gezogen,  welc 
den  Kreisumfang  in  M  und  die  Tangente  BT  in.  N  schneid» 
Trägt  man  nun  auf  AN  die  Längen  AP  ==  31 N  ab,  so 
der   Ort  der  Punkte  P  die  Cissoide. 

Der  Inhalt  der  Fläche,  die  zivischen   der   Curve  und  ih 
Asymptote   (d.  h.   also   der  Geraden  BT)   liegt,    ist    dreimal 
gross,  als  der  Inhalt  des  Kreises,   der  zu  ihrer  Construction  't 
nutzt  wurde. 

Die  Cissoide  ist  die  FusspunMcurve  (vergl.  §  2)  einer  1 
räbel  in  Bezug  auf  den  Scheitel  der  Parabel. 

Es  lassen  sich  auch  schiefe  Cissoiden  auf  ähnliche  Art  T^ 
die  Cissoide  des  Diokles  mit  Hülfe  eines  Kreises  construire 
nur  wird  anstatt  eines  Durchmessers  eine  SeJine  des  Kreit 
benutzt. 

Wird  dann  femer  statt  eines  Kreises  ein  Kegelschn 
genommen,  so  erhält  man  die  Cissoide  von  Zahradnik,  Gr 
nert's  Arch.,  56,  p.  8;  Nouv.  Corr.  math.,  1874 — 75,  p.  86. 

Die  Cissoide  ist   immer  eine  rationale   Curve  3^^^  Ordnm 


Es  sei  ein  Kreis  mit  zwei  aufeinander  senkrechten  Durc 
messern  gegeben.  Von  dem  Endpunkt  0  des  horizontalen  Durc 
messers  wird  eine  Gerade  gezogen,  die  den  Umfang  in 
und  den  verticalen  Durchmesser  in  B  schneidet;  durch  die  Punl 
-4,  B  werden  dann  Parallele  zu  den  beiden  Durchmessern  g 
legt,  die  sich  in  dem  Punkt  P  treffen.  Der  Ort  der  Punkte 
'  ist  die  Curve  3^^^  Ordnung  oder  Versiera  von  Agnes i  (I74f 
Sie  ist  eine  cubische  Curve  mit  einem  Doppelpunkt  im  Unendlicm 
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Uire  Gleichung  lautet 

y^x  +  7-\x  —  2r)  =  0; 

hei  ist  r  der  Radius   des  Kreises,    der  zu  ihrer   Construction 
intzt  tcurde.      Vergl.    auch   Schlömilch,    TJetungsh.   z.  Stud. 
höh.  Analysis,    Leipzig  1868,  Tbl.  1,  p.  71    (neueste  Aufl., 
b.,  1.  TM.,   1887,  2.  Thl.,  1882). 

Um  die  Tangente  an  die  Curve  in  P  zu  construiren,  lege 
iian  durch  A  eine  Tangente  an  den  Kreis,  welche  den  verti- 
;üen  Durchmesser  in  M  schneidet,  und  trage  nach  der  ent- 
regengesetzten  Richtung  hin  AM'  ^=  AM  ah,  nehme  dann  von 
'  aus  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  A  auf  der  Geraden 
VB  die  Strecke  OB  =  AB.,  ziehe  durch  B  eine  horizontale 
rade  bis  zu  ihrem  Schnittpunkt  S  mit  der  durch  A  gehenden 
» erticalen  und  durch  S  die  Parallele  zu  BM\  die  den  horizon- 
talen Durchmesser  in  K  trifft.  Die  durch  K  gezogene  Verticale 
schneidet  die  Tangente  A3I  an  den  Kreis  in  einem  Punkt  T, 
1er,   mit   P  verbunden,   die  Tangente   an   die  Curve   liefert. 

Die  Tangente  an  den  Kreis  im  Punkt  0  ist  eine  Asymptote 
'")•  Curve. 

JDer  Jnhalt  der  zwischen  der  Curve  und  ihrer  Asymptote 
'Cgenden  Fläche  ist  das  Vierfache  des  Inhalts  des  zur  Con- 
tmction  der  Curve  dienenden  Kreises. 

Lässt  man  die  Curve  und  den  m  ihrer  Construction  be- 
ten Kreis  um  die  Asymptote  rotiren,  so  entstehen  zwei  Körper, 
n  denen  der  erste  ein  doppelt  so  grosses  Volumen  hat,  als  der 
eite. 

Diese  Curve  wurde  von  Maria  Gaetana  Agnesi  in  ihren 
Istituzioni  analitiche,  Milano  1748  studirt.    Viele  Angaben   auch 
Aber    andere    ähnliche    Curven ,    die    einige    Autoren    mit    der! 
Agnesi'schen  Versiera  verwechselt  haben,  findet  man  bei  Loria, 
Bibliotheea  math..,  1897,  p.  7. 

Die  von  G.  de  Longchamps  in  seinem  Essai  sur  la  Geom. 

de  la  regle  etc.,  Paris  1890,  p.  111   untersuchte  Curve  ist  nicht 

"iie  Versiera    der  Agnesi,    sondern  eine  Curve,    deren  Ordinaten 

züglich  doppelt  so  lang,  als  die  der  Versiera  sind.     G.  Lojria 

it  vorgeschlagen,  sie  Pseudoversiera  zu  nennen. 


Die    sogenannte    Maclaurin'sche  Trisectrix    oder    Drei- 
^Hilungscurve  wird  durch  die  Gleichung 

x{x^  -j-  ?/-)  =   ,^  (y^  —  o^x~)  dargestellt. 

Pascal,  Eepertorium.  II.  34 
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Sie  wird  auf  die  folgende  Art  construirt:  Man  habe  einer 
Kreis  vom  Radius  r  und  Centrum  C  mit  einem  horizontaler 
Durchmesser  OCO'  und  einer  Geraden,  die  im  Mittelpunkt  vor 
OC  auf  OC  senkrecht  steht.  Von  dem  Endpimkt  0  des  Durch- 
messers ziehe  man  eine  Gerade,  die  den  Kreis  in  A  und  dit 
verticale  Gerade  in  B  schneidet,  und  trage  auf  OAB  in  ent- 
gegengesetzten Richtungen  OP  =  AB  ab;  der  Ort  der  Pimlie  1 
ist  die  JDreitheilung'scurve. 

Sie  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Boppelpmik 
in   0. 

Die  in  yl  an  den  Kreis  gelegte  Tangente  schneidet  di( 
verticale  Gerade  in  ilT;  nimmt  man  in  entgegengesetzten  Rieh 
tungen  AT  =  AM^  so  ist  TP  die  Tangente  an  die  Curve. 

Die  Curve  ist  eine  Theilungscurve ,  vergl.  §  5.  Weiter* 
Eigenschaften  findet  man  in  dem  am  Ende  des  §  6  citirtei 
Werk  von  Brocard. 

lieber  ihre  Bectification  durch  elliptische  Functionen  sieh» 
Longchamps,   Compt.  Bend.,   1887. 


Wenn  man  bei  der  vorstehenden  Constniction  annimmt,  da 
auf  dem  horizontalen  Durchmesser  errichtete  Loth  gehe  stat 
durch  den  Mittelpunkt  von  OC  durch  C  (das  Centrum),  um 
im  Uebrigen  die  Construction  nicht  ändert,  so  ergibt  sich  di 
sogenannte  reclitivinMige^  oder  auch  logocyclisclie  Strophoide,  derei 
Gleichung 

r  (x^  —  y^)  =  X  (x^  -f~  y^)     Iciutet. 

Sie  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Boppeljmnl 
in  0.  Die  Tangente  wird  ebenso  construirt,  wie  hei  der  Drei 
theilungscurve. 

Die  StropJioide  ist  auch  die  FusspimJctcurve  einer  Parahi 
in  Bezug  auf  den  Schnitt  der  Directrix  mit  der  Parabelaxe;  de 
Scheitel  der  Parabel  liegt  in  C  und  die  Directrix  ist  die  d^' 
Kreis  in  0  berührende  Gerade. 

Wird  G  rechtwinldig  auf  den  Badiusvector  OP  projicirt. 
fällt  die  Projection  in  den  Mitteljmnl't  der  Strccl'c  PB. 

Wenn  bei  der  obigen  Construction  der  Strophoide  angenom 
men  wird,  die  durch  C  gehende  Gerade  stehe  nicht  senkrecht  au 
dem  horizontalen  Durchmesser,  sondern  sei  schief  zu  ilmi,  s 
erhält  man  die  schiefe  oder  focale  Strophoide  von  Quetelet,  di 
man  auch  als  die  Fusspunldcurve  einer  Parahcl  in  Bezug  av 
einen  beliebigen  PunJct  der  Directrix  ansehen  kann. 


§  10.    Cassini'sche  Ovale.  531 

Ueber  die  Literatur,  die  Geschichte  und  weitere  Eigen- 
•-haften  dieser  Gurve  siehe  die  Artikel  von  Tortolini  in  den 
'oiw.  Ann.,  1861,  p.  82,  von  Loria,  BoU.  dl  Btbliogr.  delle 
ieme  mat.,  1898,  p.  1  und  die  Angaben  in  dem  §  6  citirten 
uch  von  Brocard;  vergl.  auch  einen  neueren  Aufsatz  von 
choute,  Grelle,  99  und  die  Notizen  in  dem  (in  Paris  erschei- 
mden)  Intermediaire  des  matJi.  1895,  p.  425;  1896,  p.  278. 


Das  Folium  von  Descartes  (das  Cartesisclie  Blatt)  ist 
ne  weitere  rationale  Curve  3*^^  Ordnung,  deren  Gestalt  der 
reitheilungscurve  und  der  Strophoide  äusserst  ähnlich  ist. 

Sie  hat 

x^  -\-  y^  ==  Srxy 

■ir  Gleichung,  oder,  wenn  man  die  Axen  um  45^  dreht, 

r(x^  —  y^)  =  x(x^  -f"  3^^). 

Um  die  Curve  geometrisch  zu  erhalten ,  construire  man 
e  rechtwinklige  Strophoide  so,  wie  oben  angegeben  wurde, 
id  nehme  dann  auf  dem  Radiusvector  OPB  den  harmonisch 
it  0  in  Bezug  auf  das  Segment  PB  conjugirten  Punkt  Q  an; 
r  Ort  der  PimMe  Q  ist  das  Folium. 

JDie  Tangente  in  Q  findet  man,  wenn,  ivie  oben,  die  Tan- 
nte  an  die  StropJioide  in  P  gezogen  und  dann  Q  mit  dem, 
>mlct  verbunden  tcird^  in  dem  diese  Tangente  den  verticalen 
urciimesser  trifft. 

Die  Curve  wurde  von  Roberval  studirt,  der  ihr  irrthüm- 
üher  Weise  die  Form  beilegte,  von  welcher  sie  den  Namen 
lt.  Auch  Descartes  beschäftigte  sich  mit  ihr.  Näheres  findet 
an  in   dem  citirten  Buch  von  Brocard. 


!  10.    Cassini'sche  Ovale.     Die  Lemniscaten  BernouUi's 
und  Gerono's.     Die  Wat^sche  Curve. 


Cassini'sche  Ovale  (Cassinoiden  oder  Cassini'sche  Ellipsen, 
380)  heissen  die  ebenen  Curven,  für  die  das  Product  aus  den 
bständen  eines  Curvenpunkts  von  zwei  festen  Punkten  (den 
rennpunMen)  constant  bleibt. 

Ist  2  a  der  Abstand  der  festen  Punkte  und  &^  das  Product 
T  Abstände  eines  Curvenpunkts,  so  lautet  die  Gleichung  der 
trve  in  recht ivinldigen  Gartcsischen  Goordinaten: 

(^2  _|_  ^2y  _   2, ,2  (^2  __  ^3)   _  ^,4   _   ,,4^ 

34* 
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ivenn  die  Brewnpimktsaxe  und  das  in  dem  Mittelpimkt  der  ( 
Brennpunkte  verbindenden  Strecke  errichtete  Loth  zu  Coordinati 
axen  genommen  werden. 

In  Polarcoordinaten  q  wnd  cp  lautet  die  Gleichung: 

Q^  —  2a^Q^  cos2(p  =  b^  —  a*. 

Die  unendlich  fernen   imaginären  Kreispmikte  sind  Dopj. 
punkte  der  Curve.     Die  Curve  ist  von  der  8*®^  Classß. 
Der  Krümmungsradius  ist 

7?  — _^^V__ 

Wenn  b  <ia  ist,  so  besteht  die  Cassini' sehe  Curve  aus  z\ 
Ovalen^  von  denen  jedes  ausserhalb  des  anderen  liegt;  für  b  = 
ergibt  sich  die  Lemniscate  (siehe  unten);  für  a'Y^  ^  b  ^  a 
die  Curve  die  Form  einer  an  den  Enden  der  kleinen  Äxe  t 

gedrückten  Ellipse;  für  b '>  ay'^  besteht  sie  aus  einem  einzi 
Oval. 

Um  die  Tangente  in  einem  Punkt  P  zu  erhalten,  erric, 
man  in  den  Brennpunkten  F,  F'  Lothe  auf  die  Brennstrah 
FP,  F'P  und  zieht  dann  durch  P  eine  Gerade,  welche  d 
Lothe  so  trifft,  dass  P  der  Mittelpunkt  der  zwischen  den  Lot 
enthaltenen  Strecke  wird. 

Wenn  man  in  die  Cassini'sche  Curve  ein  Paralldogra 
einschreibt,  ivelches  denselben  Mittelpunkt,  wie  die  Curve,  hat. 
ist  die  algebraische  Summe  der  Winkel.,  unter  welchen  die  gei 
überliegenden  Seiten  von  einem  Punkt  der  Cu/rve  aus  ersehei) 
constant.  Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  des  courbes 
2.  edit.,  Paris  1896,  p.  82. 

Eine  allgemeinere  Classe  von  algebraischen  Curven,  we 
die  Cassinoide  als  speciellen  Fall  enthält,  hat  Darboux,  ] 
p.  61  u.  ff.   studirt. 

Die  Lemniscate  von  Jacob  Bernoulli,  Acta  Erud.,  1 
erhält  man  für  b  ==  a. 

Sie  lässt  sich  auch  als  eine  Curve  definiren,  die  auf  die 
gende  Art  construirt  wird: 

Man    beschreibt    einen   Kreis    und    zieht    zwei    aufeij 
senkrechte  Tangenten  an  ihn,  die  sich  in   0  treffen.     Auf , 
durch   0   gezogenen    Geraden    G   trägt   man    dann    die    Strc 
■A;iOP  ab,  welche  dieselbe  Länge,  wie   die   durch  G  bestin   ) 
Sehne  des  Kreises  haben.    Der  Ort  der  Punkte  P  ist  die  Lemtiis  - 
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Eine  andere  Erzeugungsweise  ist  die  folgende: 

Sie  ist  der  Ort   der  FusspunMe  der  von  dem   Centrum  0 

ner  gleichseitigen  Hyperbel   auf  die    Tangenten  gefällten  Lothe 

He  FusspunJctcurve   von  0    in  Bezug    auf  die  gleichseitige 

'Hyperbel).    Man  nennt  sie  desshalb  auch  hyperbolische  Lemniscate. 

Die  Lemniscate  ist  auch  ein  specieller  Fall  der  Watt' sehen 
uri2£^  d.  h.  der  von  dem  Ängriffspwnkt  der  Kölbenaxe  in  dem 
'genannten  Watt'schen  Gliederparallelogramm  (1784)  beschrie- 
ben Curie.     Siehe  Brocard  1.  c. 

Sie  hat  die  Form  der  Ziffer  8  und  hat  einen  BoppelpunM 
h  0;  die  WinJcel,  welche  die  beiden  Tangenten  in  0  mit  der 
'ocalaxe  bilden,  sind  ^it,  ^it. 

Der  durch  0  gehende  Durchmesser  ist  offenbar  eine  Sym- 
letrieaxe  u/nd   enthält   die   beiden  Brennpunkte  (Focalaxe). 

Der  Winkel,  den  die  Tangente  an  die  Curve  im  Pumkt  P 
iit  dem  durch  0  gehenden  Badiusvector  OB  bildet,  ist,  um 
nen  Bechten  vermindert,  doppelt  so  gross  als  der  Winkel 
wischen  PO  und  der  Focalaxe.     Daher  auch: 

Die  Neigung  der  Normalen  gegen  die  Focalaxe  ist  dreimal 
)  gross,  als  die  Neigumg  des  Badiusvectors  gegen  diese  Axe. 

Die  Protection  des  Krümmungsradius  auf  den  Badiusvector 
it  der  dritte  Theil  des  Badiusvectors. 

Die  Gleichung  für  rechtwinklige  Coordinaten  lautet  (wenn 
ie  Focalaxe  und  das  in  0  auf  ihr  errichtete  Loth  zu  Coordina- 
änaxen  genommen  werden): 

(^2  _!_  .y2y  _2a\x^  —  y^)  =  0. 

Die.  Gleichu/ng  für  Polarcoordinaten  ist  (wenn  0  zum  Pol 
enommen  tvird  u/nd  die  Polaxe  mit  der  Focalaxe  zusammenfällt)  : 

Q^  =  2  a^  cos  29). 
Der  Krümmungsradius  ist 

Der  Flächeninhalt  des  von  der  Lemniscate  eingeschlossenen 
Oieils  der  Ebene  tvird  durch  2a^  gemessen. 

Die  Evolute  der  Lemniscate  hat  die  Gleichung: 


[f  +  y^)  [x^  —  /)  ■  =  ^  a. 


534  Kapitel  XVII.    Specielle  Curven  und  Flächen. 

Das    Volumen    des  Körpers,    der    durch    die    Botation    de 
Lemniscate  um  ihre  Focalaxe  erzeugt  tvird,  ist 

«Y^(.-|  +  i-.iog(i  +  y2)}. 

Der  Lemniscatenbogen  ist  durch  die  Formel 


=  ay2C-t==,     r  = 


Q 

ay2 


gegeben,  in  welcher  q  den  Badiusvector  bedeutet. 

Wie  man  daraus  erkennt,  besitzt  die  Lemniscate  die  Eiger< 
schuft,  dass  sich  ihr  Bogen  durch  ein  elliptisches  Integra 
1^^^  Gattung  ausdrücken  lässt.    Der  diesem  elliptischen  Integre 

entsprechende  Legendre'sche  Modul  ist  k  =  -yz-    Siehe  Beper 
1,  p.  417.  ^2 

Setzt  man 

uy2 

~  yi  —  u^ ' 

so  wird 

dr  2  du 


yi  —  r^     yi  ~  u^' 

so  dass  man  also,  wenn  ein  Bogen  gegeben  ist,  dem  der  Radius 

vector  ary2  entspricht,  durch  die  vorstehende  algebraisch 
Formel  (die  Relation  zwischen  r  und  u)  den  Radiusvectc 
auy^  finden  kann,  welcher  der  Hälfte  des  Bogens  entsprich 
Man  hat  so  ein  Mittel,  das  Problem  der  Halhirung  des  Lcmn 
scatenbogens  algebraisch  aufzulösen. 

Der  Quadrant  der  Lemniscate  lässt  sich  algebraisch  i 
3  und  5  gleiche  Theile  zerlegen,  mithin  auch  in  jede  durch  2' 
3  •  2"*,  5-2'"  gegebene  Anzahl  von  Theilen.  Theorem  von  Fa 
gnano,  Produzioni  mat.,  Pesaro   1750,  2,  p.  368. 

Wir  fügen  noch  das  Abel'sche  Theorem,    Grelle,  3  hinzi 

Man  kann  immer  durch  Kreise  und  Gerade  den  Quadrai 
ten  der  Lemniscate  in  n  gleidie  Theile  zerlegen,  wenn  n  cn 
weder  von  der  Form  2"*  oder  eine  Primzahl  von  der  Gesta 
2'"  -|-  1  oder  das  Product  mehrerer  verschiedener  Zahlen  diesi 
Art  ist. 

Abel  wies  ins  Besondere  auch  nach,  dass  sich  dazu  eii 
Methode    verwenden    lasse,    die    der    von   Gauss    für    die    Zei 


_Jlj 
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:\mg  des  Kreisumfangs  in  gleiche  Theile  gefundenen  Methode 
.Auflösung  der  binomischen  Gleichungen,  siehe  Bepert.  1,  p.  95  u.  ff.) 
analog   ist.     Es   scheint   dies    Gauss    selbst   schon   bekannt   ge- 
wesen zu    sein.     Vergl.  Werlce,  1,  p.  412,  413;    Disqii.  arithm. 
Ausser  Fagnano  1.  c.  und  den  Aufsätzen  Euler 's,  Mem. 
ie  St.   Fi'tersh.,   5,   1751,   1752    sind    von    Arbeiten    über    die 
Lemniscatentheilung   (welche   mit   der   complexen  Multiplication 
'ier  elliptischen  Functionen,  JRepert.,  1,  p.  445,  zusammenhängt) 
aoch  zu  erwähnen :  Libri,  Grelle,  10;  Liouville,   Compt  Bend., 
il7,  1843,  p.  635;  Journ.  de  Liouville,  8,  1843,  p.  507;  Clausen, 
Astron.  Nachr.,  1842;  Wiehert,  Progr.  des Konitzer  Gynm.,  1846; 
{'Eisenstein,  Grelle,  30,  39;  Hoffmann,  Grelle,  48;  Kiepert, 
ib.,   75;     Schwering,    Grelle,   111.     Die   zu   dem   Integral   der 
Lemniscate  inverse  Function    pflegt  man  lemniscatiscJie  Function 
zu  nennen.       Näheres  findet  man  bei  Enneper,  Ellipt.  Funct., 
iTheor.  u.  Gesch.,  2.  Aufl.,  Halle  1890,  p.  382,  531,  546. 

Chasles,  Gompt.  rend.,  21,  1845,  p.  199  fand,  indem  er  die 
I  Lemniscate  durch  die  gleichseitige  Hyperbel  entstehen  Hess  (siehe 
oben)  und  dabei  den  Punkten  der  gleichseitigen  Hyperbel  die 
■  Punkte  der  Lemniscate  zuordnete ,  dass  ziveien  Bogen  der 
Hyperbel,  deren  Differenz  rectificirhar  ist,  rectifwirbare  Bogen 
der  Lemniscate  entsprechen. 
\  Mit    den   Curven,    deren   Bogen,   wie    bei    der   Lemniscate 

,  sich  durch  elliptische  Integrale    1*®^  Gattung    ausdrücken   lassen 
I  beschäftigten    sich   Legendre,    Traite   des    fonct.    ellipt.,    Paris 
1826 — 1832,  2,  p.  590  und  später  Eoberts,  Journ.  de  Liouv.^  9 
I  Serret,  ib.,  10   sowie  Lehrbuch  der  Differential-  u/nd  Integral- 
'  rechnung,  Bd.  2,   Integralrechnung,   herausgeg.  von  Bohlmann 
Leipzig   1899.     Weitere  Einzelheiten  findet  man  bei  Enneper 
1.  c,  p.  560;  siehe  auch  Cayley,  An  elem.  treat.  on  ellipt.  funct. 
>  Cambridge   1876,  Kap.  3,  15. 

Der  Perimeter  der  ganzen  Lemniscate  lässt  sich  durch  die 
Beihe  ausdrücken : 


.-,/-       /.    .     1      1     ,    1-3     1     ,    l-Sö     1     , 


Die  Lemniscate  Gerono's.  Eine  Curve,  die  grosse  Aehn- 
lichkeit  mit  der  Bernoulli'schen  Lemniscate  hat  und  deshalb 
auch  von  einigen  Autoren  mit  ihr  verwechselt  wurde  (siehe  Li- 
termc'diaire  des  math.,  1897,  p.  98  und  p.  190,  191),  ist  die 
Gerono'sche  Lemniscate,   wie   sie  von  Einigen,  oder  die  Gurve 
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von   der  Form  einer  Acht  (ad  oUo),   wie   sie   von  Anderen   g 
nannt  wird.     Ihre  Gleichung  lautet  in  der  einfachsten  Gestalt: 

Sie  wird  folgendermassen  construirt:  Man  projicirt  eint 
Punkt  P  eines  Kreises  orthogonal  auf  einen  Durchmesser  na* 
P'  und  auf  die  in  dem  Endpunkt  dieses  Durchmessers  an  d< 
Kreis  gelegte  Tangente,  verbindet  dann  den  Mittelpunkt  mit  de 
Fusspunkt  der  letzteren  Projection  und  bestimmt  den  Schnil 
punkt  dieser  Verbindungsgeraden  mit  der  ersteren  projicirend« 
Geraden,  d.  h.  mit  PP\  Der  Ort  dieser  SchnittpunMe  ist  ü 
Lemniscate  Gerono's. 


§  11,    Ovale   von  Cartesins.     Pascal'sclie    Schneckenlini 
Cardioide.     Conchoide  des  Nicomedes.     Spirische  Curve 

Die  C artesischen  Ovale  (aplanetischen  Curven)  haben  -w 
schon  auf  S.  201  besprochen.  Sie  sind  Curven  4*®^  Ordnui 
mit  ztvei  Spitzen  in  den  beiden  unendlich  fernen  imaginär 
Kreispunkten  der  Ebene  und  daher  circulare  Curven. 

Wir  wollen  die  Sätze  nicht  wiederholen,  die  wir  berei 
früher  .  an  dem  angegebenen  Ort  aufgestellt  haben ,  und  füg* 
nur  hinzu: 

Die  Gleichung  der  Curve  für  Cartesische  Coordinaten  läi 
sich  schreiben: 

(^2  _|_  ^2  _   ^2)2  _j_  j^(-^  _  ^)  _  Q. 

für  Polar  coordinaten,  wenn  ein  Brennpu/nkt  (vergl.  S.  201)  zu 
Pol  genommen  tvird: 

q^  —  (a  -f-  &  cos  9)  ^  +  e^  =  0 ; 

und  für  bipolare  Coordinaten,   wenn  q,  q'  die  von  zwei  Bren 
punkten  der  Curve  ausgehenden  Badienvectoren  bezeichnen: 

Iq  -\~  mQ  =  c, 

worin  l,  m,  c  Constante  bedeuten. 

Die  Curve  hat  drei  reelle  in  einer  Geraden  liegende  Bren 
punkte,  wenn  man  im  Allgemeinen  unter  Brennpunkten  ein 
Curve  die  Schnittpunkte  der  von  den  beiden  Kreispunkten  d 
Ebene  an  die  Curve  gezogenen  Tangenten  versteht;  die  beid 
Kreispunkte  gehören  im  vorliegenden  Fall  der  Curve  an  w 
sind  Spitzen  für  sie. 
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Chasles  entdeckte  zuerst  den  dritten  Brennpunkt  der 
u've,  während  Cartesius  nur  zwei  Brennpunkte  angenommen 
,tte.' 

Man  kann   sich   die  Curve    als  Ort   der  dritten  Ecke   eines 

J!  reiecks  erzeugt  denken,   dessen  beide   andere   Ecken  (die  End- 

'  mkte  der  Basis)  sich  auf  zwei  Kreisumfängen  bewegen,  wäh- 

nd   sich   die  Basis   um  einen  Punkt   dreht  (d.  h.   sich   so  ver- 

( hiebt,   dass   sie  denselben   Abstand   von    einem  Punkt  bebält), 

sicher  auf  der  die  Mittelpunkte  der  Kreise  verbindenden  Geraden 

\  3gt,    und   während    die   beiden    Seiten   um    diese   Mittelpunkte 

)tiren.     Biese  Centren  sind  zwei  Brennpunkte  der  Curve. 

Eine    optische   Eigenschaft    der    Brennpunkte    der    Cartesi- 
1  hen  Ovale  lautet: 

I       Bie  von  einem  der  Brennpunläe  ausgehenden  und   von  der 

\  urve  gebrochenen  Strahlen,   deren  Brechungsexponent  dem  Yer- 

■  iltniss  der  Badien  der  beiden  Kreise  gleich  ist,  die  zur  Erzeu- 

mg   der  Curve  dienen,    laufen  in  eine7n    anderen  Brennpunkt 

immmen. 

Bie    Cartesischen    Ovale    sind    Evolventen    der    Brennlinie 
\  irch  Befra ction  für    einen    Kreis.      Vergl .    Salmon-Fiedler, 
7;.  Curv.,  2.  Aufl.  p.  127. 

In  der  ältesten  uns  bekannten  analytischen  Geometrie  vom 
ihr  1637,  welche  Cartesius  zum  Verfasser  hat,  werden  zum 
sten  Mal  die  Eigenschaften  der  Cartesischen  Ovale  untersucht. 

Der  neueren  Zeit  angehöiige  Arbeiten  über  sie  sind  von 
euocchi,  Nouv.  Ann.,  14,  1855,  p.  202,  260;  Mathesis, 
884;  Zeuthen,  Nouv.  Ann.,  1864,  p.  304;  Sylvester,  PhU. 
lag.,  31,  1866;   D'Ocagne,  Compt.  Bend.,  97,  1883,  p.  1424. 

Reichhaltige  literarische  Angaben  findet  man  bei  Liguine, 
^>ull.  de  Barhoux,  1882  und  in  dem  Interm.  des  math.,  189 6^, 
.  238,  239. 

Ueber  die  Rectification  der  Cartesischen  Ovale  durch  drei 
'Uipsenbogen  siehe  Genocchi,  Ann.  di  Mat. ,  (l)  6,  p.  111; 
'ompf.  Bend.,  80,  1875,  p.  112. 


fjf  Bie  BascaVsche  Schneckenlinie,  Limagon,  it.  Lumaca.  Wenn 
^  der  Gleichung  der  Cartesischen  Ovale  für  Polar coordinaten 
=  0  gesetzt  wird,  so  erhält  man  die  Gleichung  (für  Polar- 
oordinaten)  der  PascaV sehen  Schneckenlinie,  die  nicht  nur  die 
(reispunkie  zu  Spitzen  hat,    sondern  auch  in  dem  Coordinaten- 
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anfang  einen  Doppelpunkt  besitzt  Die  Curve  erhielt  ihren  Nan 
von  Roberval,  Mc'm.  de  VAc.  de  Paris,  1708,  p.  78.  Sie  wu 
wohl  von  Etienne  Pascal,  dem  Vater  von  Blaise  Pas( 
entdeckt.  Vergl.  M.  Cantor's  Geschichte  der  Math.,  Bd. 
p.  882.     Ihre  Gleichung  in  Polarcoordinaten  kann 

Q  =  a  -{-  b  cos  (p 
geschrieben  werden  und  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

Die  Curve  lässt  sich  als  eine  Fusspiinktcurve  und  a 
als  eine   Conchoide  auffassen.     Vergl.  die  §§  2  und  4, 

Die  FascaVsche  SchnecJcenlinie  ist  eine  Conchoide  des  Kre 
und  auch  eine  FusspunJctcurve  des  Kreises: 

Auf  einem  Durchmesser  eines  Kreises  vom  Radius  a  nin 
man  einen  Punkt  P  an,  der  vom  Mittelpunkt  um  die  Läng 
absteht.  Die  FusspunJctcurve  von  P  in  Bezug  auf  den  K 
ist  die  Pascal' sehe  SchnecJcenlinie  mit  der  eben  angegebe 
Gleichung. 

Man  ziehe  ferner  den  Kreis,  dessen  Durchmesser  die 
Mittelpunkt  des  Kreises  mit  P  verbindende  Strecke  ist;  ti 
man  nun  auf  den  von  P  aus  nacJi  diesem  Kreis  gezagt 
Hadienvectoren  auf  beiden  Seiten  des  EndpunJcts  eines  j( 
liadiusvectors  StrecJcen  ab,  die  constant  gleich  a  sind,  so  er 
man  wieder  die  Pascal' scJie  ScJmecJcenUnie. 

Andere   Constructionen  sind: 

Sie  ist  die  inverse  Curve  (vergl.  §  l)  eines  KegelseJih 
tvenn  ein  BrennpunJct  des  KegelscJinitts  zum  Centrum  der  In 
sion  genommen  wird. 

Hat  man  ein  in  einen  Kreis  eingeschriebenes  Drei 
dessen  eine  Ecke  A  festliegt  und  dessen  Winkel  A  cons 
bleibt,  so  ist  die  Pascal' scJie  ScJinecJcenlinie  der  Ort  der  Mi 
punJcte  der  von  innen  und  von  aussen  in  das  DreiecJc  eingescl 
benen  Kreise. 

Sie  ist  auch  der  Ort  des  Scheitels  eines  constanten  Win, 
dessen  ScJienJcel  zwei  gegebene  Kreisperipherien  berüJiren. 

Sie  ist  ferner  eine  Roulette    (vergl.  §  6),    die   von    ä  \ 
PunJct  erzeugt  ivird,  der  mit  der  Ebene  eines  Kreises  fest  ver' 
den  ist,  der  auf  einem  anderen  Kreis  von  gleichem  Radiu!< 


Ein   specieller  Fall   der  Pascal'schen  Schneckenlinie  ist 
Cardioide,  die  man  für  a  =  b  erhält. 
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Diese  Ciirve  kann  man  sich  entstanden  denken:  als  Ort  eines 
'wnktes  eines  Kreisumfangs,  der  auf  einem  anderen  von  gleichem 
ladius  rollt;  oder  als  Fusspunktcurve  eines  Kreisumfangs  in 
hmg  auf  einen  Punkt  des  Umfangs;  oder  als  Conchoide  eines 
Weises  in  Bezug  auf  einen  seiner  Punkte,  wenn  dem  Durch- 
lesser  gleiche  Strecken  abgetragen  werden;  oder  als  die  Inverse 
hier  Parabel,  tvenn  das  Centrum  der  Inversion  im  Brenn- 
'kt  liegt 

Die  Normale  in  einem  Punkt  der  Cardioide  geht  durch  den 
krührungspunkt  der  beiden  Kreise,  die  zu  ihrer  Erzeugung  als 
loulette  dienen. 

Die  Cardioide  hat  einen  6 mal  so  grossen  Flächeninhalt,  wie  der 
(.reis,  dessen  Conchoide  sie  ist,  und  einen  ^mal  so  grossen,  tvie 
"**  Kreis,  dessen  Fusspunktcurve  sie  darstellt.    Der  letztere  Kreis 

einen  doppelt  so  grossen  Badius,  wie  der  erstere,  und  der 
rstere  ist  den  Kreisen  gleich,  die  zur  Erzeugung  der  Cardioide 
Is  Eoulette  dienen. 

Die  Cardioide  ist  16mal  so  lang,  als  der  Badius  des  Kreises, 
essen  Conchoide  sie  ist,  und  8mal  so  lang,  als  der  Badius  des 
Ireises,  von  dem  sie  die  Fusspunktcurve  ist. 

Der  Krümmungsradius  in  einem  Punkt  ist  -§-  des  Segments, 
'jelches  die  mittlere  Proportionale  zwischen  dem  Badiusvector  und 
km  Durchmesser  des  Kreises  darstellt,  dessen  Fusspunktcurve 
'IC  Cardioide  ist. 


Die  Conchoide  des  Nicomedes  ist  die  Conchoide  (vergl.  §  4) 
•iner   Geraden. 

In  Polarcoordinaten  lautet  ihre  Gleichung: 

Q  = 

ind  in  Oartesischen  Coordinaten : 

y^  {x  —  ay  =  x'^  (b  -}-  a  —  x)(b  —  a  -\-  x), 

^^'orin  a  den  Abstand  des  Punkts  von  der  Geraden,  die  als  Basis 
iient,  und  b  die  Länge  des  constanten  Segments  bezeichnet,  das 
luf  dem  Radius vector  abgetragen  wird. 

Die  zu  Grund  liegende  Gerade  ist  offenbar  eine  Asymptote 
^er  Conchoide. 

Die  Tangente  wird  nach  der  für  alle  Oonchoiden  geltenden 
Methode  construirt.     Siehe  §  4. 
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Vergl.    die    ausführliche    Schilderung    bei    M.   Cantor,  G 
schichte    der  Math.,  1,  2.  Aufl.,  Leipzig  1894,  p.  334. 

Die   Conchoide  oder  MuschelUnie  des  Nicomedes  hat  au( 
ausser  zur  Auflösung  des  Beiischen  Problems  der  Würfelverdopp 
lung  zur  Dreitheilung  des  Winkels  gedient.     Nach  den  Angab, 
des  Proclus  hat  Nicomedes   selbst  mit  ihr  jeden  Winkel 
drei  gleiche  Theile  zerlegt.     Cantor,  1.  c,  p.  337. 

Newton,    Ärithm.   univ. ,   p.  115  verwendete  sie  zur  Ai 
lösung  der  Gleichungen  3*®^  und  4*®^  Grads. 


Spirische  Curven  heissen  die  Schnitte  des  Torus  (der  dur 
Eotation  eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene  liegende  Gera 
erzeugten  Eingfiäche;  siehe  Kap.  12,  §  7)  mit  Ebenen,  die  c 
Kotationsaxe  des  Torus  parallel  sind. 

Sie  haben  die  beiden  KreispunJcte  der  Ebene  zu  Bopp 
punkten  und  sind  im  Allgemeinen  4*^^  Ordnung. 

Specielle  Fälle  dieser  Curven  sind  die  Cartesischen  Ova 
die  Lemniscate,  etc. 

Wir  machen  darauf  aufmerksam,  dass  einige  Autoren  üb 
haupt  alle  Curven,  die  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene  geh 
die  sogenannten  circularen  Curven,  spirische  genannt  haben.  Sie 
Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  etc.,  2.  ed.,  Paris  181 

lieber  die  Geschichte  der  Torusschnitte  vergl.  Schiap 
relli,  Le  sfere  omocentriche  di  Eudosso,  Callippo  etc.,  Mem.  . 
Lomb.,  (3),  13,  p.  117,  1874,  deutsch  von  W.  Hörn  in  Müncl 
und  Tannery,  Bull,   des    sciences  math.,   1884. 


i 


§12.    Cycloide.     Trochoide.     Hypocycloide.     Epicyclo 
Astroide.     Vierspitzige  Curven. 

Die  eigentliche  Cycloide  ist  die  Curve,  welche  von  d 
Punkt  der  Peripherie  eines  auf  einer  Geraden,  der  Basis,  roll 
den  Kreises  vom  Radius  r  erzeugt  wird. 

Ihre  Gleichung  für  cartesische  Coordinaten  ist 

X  =  r  arc  cos  — ^ K  2  r^  —  ])  - 

Nennt   man    ö   den   Winkel,    den   die  Gerade,   welche 
Punkt  P  der  Curve   und   das  Centrum   des  erzeugenden  Kre: 
verbindet,    mit    der    auf    der    Basis    (der    iC-Axe)    senkrecb 
Geraden   bildet,   so   lassen  sich  die  Coordinaten  x  und  y  vot 
als  Functionen  von  6  durch  die  Formeln 
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X  =  r{6  —  sin  Ö)  , 
y  =  r{l  —  cos  S) 


<drücken. 
Die  Differentialgleichung  der  Cycloide  lautet 


=v 


dy        -\/2r  —  y 


dx         r         y 

<l  ihre  natürliche  Gleichung: 

Die  Normale  in  P  ist  die  Gerade,  welche  P  mit  dem  Pu/rikt 
l  verbindet,  in  ivelchem  der  Kreis  die  Basis  berührt. 

Verlängert  man  die  Normale  über  Ä  hinaus  um  eine  Strecke 
leich  PÄ,  so  ist  der  Endpunkt  dieser  Strecke  der  Krümmu/ngs- 
mitelpunkt. 

Die  Evolute  der  Cycloide  ist  wieder  eine  Cycloide,  die  der 
\\^egebenen  gleich  ist. 

Der  Inhalt  der  zwischen  der  Basis  und  einem  der  Cycloiden- 
.weige  liegenden  Fläche  ist  dreimal  so  gross  als  der  Inhalt  des 
Erzeiigungskreises. 

Der  Bogen  eines  Cycloidenzweiges  ist  acht  mal  so  lang  als 
hier  Radius  des  Erzeugungskreises. 

Durch  die  Cycloide  wird  das  Problem  der  Brachistochrone 
,'elöst.     Siehe  Bepert.,  1,  p.  250. 

Die  Cycloide  ist  auch  diejenige  von  allen  durch  zwei  Punkte 
gehenden  Curven,  für  die  der  Flächeninhalt  der  von  ihr^  ihrer 
Evolute  und  den  beiden  Normalen  in  den  Endpunkten  begrenz- 
ten Figur  der  kleinste  ist.     Siehe  Bepert,  1,  p.  253. 

Die  Cycloide  ist  auch  eine  tautochrone  Curve,  weil  sie  die 
ausgezeichnete  Eigenschaft  besitzt,  dass  ein  schwerer  Punkt,  von 
ivelcher  Anfangslage  er  auch  ohne  Geschtcindigkeit  ausgehe,  immer 
dieselbe  Zeit  gebraucht,  um,  ihre  Bogen  durchfallend,  zu  ihrem 
tiefsten  Punkt  zu  gelangen.  Dabei  muss  ihre  Basis  horizontal 
Hegen  und  ihre  concave  Seite  nach  oben  gekehrt  sein.  Huyghens, 
Horologium  oscillatorium,  1673. 

lieber  die  tautochronen  Curven  und  ihre  Geschichte  siehe 
eine  Monographie  von  Orthmann,  Berlin  1872  und  von  Arno - 
<ieo,  Avellino   1883. 

Die  Cycloide  ist  eine  in  der  Geschichte  der  Mathematik 
berühmte  Curve.  Sie  wurde  von  Pater  Mersenne  und  von 
Galilei  untersucht;  Koberval  fand  1634  ihre  Quadratur  und 


542  Kapitel  XVII.    Specielle  Curven  und  Flächen. 

Cartesius  die  Construction  ihrer  Tangente;  später  beschäftigt! 
sich  mit  ihr  Blaise  Pascal,  Hujghens,  die  Bernoulli,  ei 
Näheres  findet  man  bei  Chasles,  Äperfu  hist,  p.  52 
Günther,  Bibl.  matli.,  1887,  p.  8  und  Brocard,  1.  c,  sow 
in  M.  Cantor's  Geschichte  der  Math.,  Bd.  2  und  3  (siehe  daselb 
im  Register  das  Stichwort  „Cycloide"). 


Man  nennt  verlängerte  (gedehnte  oder  gestreckte)  bez.  verMm 
(verschlungene)  Cycloiden  oder  allgemein  Trochoiden  die  Curve 
welche  von  einem  Punkt  beschrieben  werden,  der  mit  der  Ehe: 
eines  auf  einer  Geraden  rollenden  Kreises  starr  verbunden  ist,  yn 
dessen  Abstand  vom  Centrum  des  Kreises  Meiner  bez.  gross 
als  der  Eadius  ist.  Bezeichnet  a  diesen  Abstand  und  r  d^ 
Radius  des  Kreises,  so  lautet  die  Gleicliung  der  Curve: 


X  =  r  arc  cos ~  —  y  a^  —  (r  —  y) 


Rollt  ein  Kreis  vom  Radius  r  auf  einem  anderen  vc 
Radius  i?,  so  wird  die  von  einem  Punkt  des  Umfangs  beschr: 
bene  Curve  Epicgcloide  genannt,  wenn  jeder  der  beiden  Krei 
ausserhalb  des  anderen  liegt,  und  Hypocycloide ,  wenn  der  ei 
sich  innerhalb  des  anderen  befindet. 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  sind: 


X  =  (^r  -\-  B)  cos  6  -{-  r  cos 

y  ==  (r  -\-  B)  sin  6  —  r  sin 6 


für  die  Epicycloide. 


Für  die  Hypocycloide  hat  man  nur  B  -\-  r  mit  B  —  / 
vertauschen. 

Die  Evoluten  oder  Evolventen  der  Epicycloiden  oder  Hyi 
cycloiden  sind  Curven  derselben  Art. 

Für  r  =  B  erhält  man  die  Cardioide.     Siehe  §  10. 

Wenn  r  =    -  ist  und  der  beivegliclie  Kreis  slcJi  im  Im  ' 

des  festen    befindet.^  so   ergibt   sich  die   vierspitzige  Hypocych» 
oder  Ästroide,  deinen  Gleichung 

J  _[-  rf^  =  B^     lautet. 
Die  natürliche  Gleichung  der  Astroide  ist: 
«2  _|_  4^2  ^  c)ji2^     Cesarv-),  Nouv.  Ann.,   1885,  p.  258. 
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Der  Perimeter  der  Ästroide  ist  sechsmal  so  gross  als  der 
.  dius  des  festen  Kreises  und  der  Flächeninhalt  -|  des  Flächen- 
1  alts  dieses  Kreises. 

Die  Ästroide  ist  auch  die  Enveloppe  einer  Geraden  von 
t  stanter  Länge,  deren  Endpunkte  auf  zwei  zueinander  senh- 
'  'm  Geraden  gleiten. 

Für  r  =    "    erhält   man    die    dreispitzige ,    dreiecMge    oder 

Herrsche  Hypocycloide. 

Die  dreispitzige  Hypocycloide    ist  die  Enveloppe   der   söge- 

'en  Simpson' sehen  oder  Wall ace' sehen  Geraden  in  Bezug 

I     das  Breieck,  ivelches  die  drei  Spitzen  zu  Ecken  hat,  d.  h.  der 

'  <aden,  auf  iv eichen  die  Fusspunkte  der  von   einem  Punkt  des 

'•  schriebenen  Kreises  auf  die  Seiten  gefällten  Lothe  liegen.     Siehe 

iter  oben  Kap.  2,  §  7,  S.  67,  die  Breiecksgeometrie. 

Epitrochoiden  ist  der  allgemeine  ISTame  der  Curven,  welche 
1  einem  Punkt  der  Ebene  eines  Kreises  erzeugt  werden,  der 
einem  anderen  festen  Kreis  rollt  und  ihn  dabei  von  aussen 
ührt.  Specieller  erhält  man  dann  verkürzte  oder  verlängerte 
icycloiden^  je  nachdem  der  betreJBPende  Punkt  ausserhalb  oder 
erhalb  des  beweglichen  Kreises  liegt.  Analoge  Definitionen 
ten  für  die  Hypotrochoiden ,  die  ebenso  wieder  in  verkürzte 
1  verlängerte  Hypocycloiden  zerfallen. 


Die  Epi-   und  Hypocycloiden   wurden   untersucht   von:   De 

Hire,  3fem.  de  VAc.  de  Paris,  1694,  1706;  Newton,  Prin- 

ia  etc.,  der   ihre  Rectification  studirte;    Euler,  Nova  Comm. 

'rop.,  1766,   1781;    Acta  Petrop.,  1784;    Raabe,  Grelle,  1; 

kardt,  Zeitschr.  für  Math.,  15,  1870;  Kiepert,  ib.,  17,  1872. 

Mit  der  dreispitzigen  Hypocycloide  beschäftigten  sich  Stei- 
1-,  Grelle,  53,  55;  dann  Cremona,  Grelle,  64;  Clebsch,  ib., 
:  Battaglini,  Giorn.  di  Batt.,  4,  1866;  Painvin,  Nouv. 
/'•,  1870;  Cahen,  ib.,  1875;  Laguerre,  Bull.  Soc.  math.,. 
1'.  108;  Intrigila,  Giorn.  di  Batt..,  1885;  etc. 

Ihren  Flächeninhalt  berechnete  B ali trän d,  Journ.  de  Long- 
"Ups,  1893,  p.  75.  Vergl.  auch  Kap.  7  der  Geometrie  der 
wren  ebenen  Curven  von  Salmon-Fiedler. 


Wenn  man  bei  der  zweiten  Construction  der  Ästroide,. 
Iche  die  Ästroide  als  Enveloppe  liefert,  annimmt,  die  beiden 
ten  Geraden  stehen  nicht  senkrecht  aufeinander,  sondern  seien 
I  einen  Winkel   a   gegeneinander   geneigt,    so    erhält  man  die 
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sogenannte   trefracuspidale  oder  vierspitzige  Curve  als   Envelof 
einer   Geraden    von   constanter   Länge    a,    deren   Endpunkte  £ 
zwei  den  Winkel  a  miteinander  bildenden  Geraden  gleiten. 
Diese  Curve  ist  5*®^  Ordnung  und  4*^^  Classe. 

Ihr  Flächeninhalt  ist    ^  .  .    fl  +  2sin^o;). 

Ihr  Studium  wurde  von  Merlieux,  Nouv.Ann.^  1842,  p. . 
question  12  als  Thema  aufgegeben;  Joachimsthal  fand  i" 
Gleichung,  ib.,  1847;  Steiner,  ib.,  1858  gab  viele  ihrer  Eig 
Schäften  an.  Sie  wurde  dann  auch  von  Bellavitis,  Espt 
gione  del  metodo  delle  equipoUenze,  Mem.  della  Societä  italu 
delle  scienze,  vol.  25,  Modena  1854,  in  das  Französische  ül 
setzt  von  Laisant,  Paris  1874,  untersucht,  der  ihr  den  Nar 
gab,  und  von  Mannheim,  Nouv.  Ann.  ^  1878;  über  i 
Eectification  siehe  Mathesis,  1894,  p.  129.  Näheres  findet  d 
in  dem  Interm.  des  matJi.,  5,  p.  160.  Vergl.  Wolf  fing,  Bibli 
matli.,  (3),  2,  1901,  Bericlit  über  den  gegenwärtigen  Stand 
cyclischen  Curven  (d.  h.  solcher  Curven,  die  beim  EoUen  ei 
Kreises  auf  einem  anderen  durch  irgend  einen  Punkt  in 
Ebene  des  ersteren  beschrieben  werden). 

§  13.    Die  Spiralen.     Die  Ribaucour 'sehen  Curven. 

Mit  dem  Namen  Spirale  pflegt  man  Curven  zu  beze 
nen ,  die  sich  in  unendlich  vielen  Windungen ,  von  denen  i 
folgende  entweder  innerhalb  oder  ausserhalb  der  vorhergehen 
liegt,  um  einen  Punkt  drehen.  Der  gemeinsame  Name  Spi 
bezieht  sich  mehr  auf  das  Bild,  das  ihre  Figur  unseren  Au 
bietet,  als  auf  eine  allen  diesen  Curven  gemeinsame  Eigenscl: 

Jede  Spirale  ist  notliwendiger  Weise  eine  transcendente  Cu 

Die  Spirale  des  Arcliimedes  (welche  auch  die  Gonm^ 
genannt  wird)  hat  in  Polarcoordinaten  die  Gleichung: 

Q  =  acp. 

Sie  ist  mithin  der  Weg  eines  Punkts,  der  sich  mit  gle 
förmiger  Geschwindigkeit  auf  einer  Geraden  fortbewegt,  wähl 
diese  gleichförmig  um  einen  ihrer  Punkte  rotirt.  Sie  bes 
aus  zwei  zueinander  symmetrischen  Theilen ,  die  den  be 
Theilen  entsprechen,  in  welche  die  bewegliche  Gerade  durch 
festen  Punkt  zerlegt  wird. 

Bei  der  Spirale  des  Arcliimedes  ist  die  Polarsuhnon 
constant  und  dem  Parameter  a  gleich. 
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Der  Inhalt  der   von    einem  Bogen  der  Spirale   des  Archi- 
Jes  und   den   beiden  Endradienvectoren   begrenzten  Fläche  ist: 

>in  cp^,  9?2  ^^^  Argumente   der   beiden  EndpunJcte  des  Bogens 
Jeitten. 

i)ie   Spirale    des    Archimedes    ist    die   Fusspunktcurve    der 
olvente  eines  Kreises  in  Beziig  auf  das  Centrum  dieses  Kreises. 


Die  logarithmische  Spirale  hat  die  Polargleichung 

Q  =  e^'V,  ' 

Ihre  Evolute,  ihre  Brennlinie  durch  Beflexion  und  ihre 
■rnnUnie  durch  Refraction  sind  wieder  der  gegebenen  gleiche 
arithmische  Spiralen.     Jacob  Bernoulli,  Acta  Erud.,  1691. 

Bie    Curve    schneidet    den    Radiusvector    unter    constantem 

kel.  Sie  hat  daher  auch  den  Namen  gleichivinklige  Spirale 
■  'rale  equiangolare)  erhalten. 

Der  Anfangspunkt  der  Radienvectoren  ist  asymptotischer 
\  mkt  der  Curve. 

Bie  Länge  der  von  dem  Punkt  ^  =  1 ,  cp  =  0  aus  in  negativer 
HationsricJitung  genommenen  Bogen  conver'girt  gegen  die  endliche 

j  ''össe  - — ^^^^,  wenn  der  Endpunkt  dem  Fol  zustrebt. 

Der  Krümmungsmittelpunkt  ist  der  Endpunkt  der  Polar^ 
b  normalen. 

Die  Roulette  und  die  Gleitcurve  (siehe  §  6)  des  Pols  der 
jarithmischen  Spirale  in  Bezug  auf  dieselbe  Gerade,  als  Basis, 
''  zwei  aufeinander^  senkrecht  stehende  Gerade. 

Die  logarithmisch'e  Spirale  hat  ihre  eigene  reciproke  Polare 
Bezug  auf  jede  gleichseitige  Hyperbel,  deren  Centrum  im  Pol 
r  Spiralen  liegt,  und  welche  von  der  Spiralen  berührt  icird. 
lein-Lie,  Bull,  des  sciences  matJi.,  1872,  p.  331. 

Die  Inverse  der  logarithmischen  Spirale  ist,  wenn  das  Centrum 
r  Inversion  im  Pol  liegt,  wieder  eine  logarithmische  Spirale, 
e  der  ersteren  gleich  ist. 

Die  logarithmische  Spirale  wurde  zuerst  von  Cartesius, 
mn  von  Jacob  Bernoulli  untersucht.  Literaturnachweise 
adet  man  bei  Brocard,  1.  c. ;  eine  kurze  Monographie  über 
ie  Curve  ist  von  Whitworth,  Nouv.  Ann..,  1869.  Siehe  auch 
ap.  7  der  ebenen  Curven  von  Salmon-Fiedler. 
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Die  hyperbolische  Spirale  ist  die  Inverse  der  Spii-ale  •( 
Archimedes ;  ihre  Polargleichung  lautet: 

a 

Die  Curve  hat  den  Pol  zum  asymptotischen  Punkt  und  c 
Gerade  als  Asymptote;  sie  besteht  aus  zwei  Aesten,  die  in  JBez 
auf  die  zur  Asymptote  senkrechte  und  durch  den  Pol  geher 
Gerade  symmetrisch  sind. 

Ihre  Polar subtangente  ist  constant. 

Die  hyperbolische  Spirale  ist  die  Protection  einer  Schraubi 
linie  von  einem  Punkt  der  Axe  aus  auf  eine  zur  Axe  senkrec 
Ebene. 

Die  parabolische  oder  Fermat'sche  Spirale  hat  die  Gleichu 

Es  sei  0  der  Pol  und  OM  die  Polaxe,  die  von  der  Spir; 
successiv  in  den  Punkten 

0,  M,  M\  M'\  .  .  . 
getroffen  wird. 

Beschreibt  man  von  dem  Centrum  0  aus  mit  dem  Rad: 
OM  einen  Kreis,  so  ist  der  Inhalt  I  der  von  dem  ersten  Bogen  OMi 
Spirale  umd  der  Axe  OM  eingeschlossenen  Fläche  die  Hälfte  i 
Flächeninhalts  dieses  Kreises;  derselbe  Flächeninhalt  I  ist  halb 
gross,  als  der  Inhalt  der  von  dem  ersten  Zweig  OM  der  Spirc 
dem  zweiten  Ziveig  MM'  und  der  Geraden  MM'  begrenz 
Fläche,  während  der  letztere  dem  Inhalt  der  vmi  dem.  zwei 
Zweig,  dem  dritten  und  der  Geraden  M' M"  umschlösset 
Fläche  gleich  ist,  welche  ihrerseits  wieder  dem  Inhalt  der  i 
dem  dritten  Zweig,  dem  vierten  und  der  Geraden  M^^I'"  n 
gebenen  Figur  gleich  ist,  u.  s.  w. 


Linien,  die  so  beschaffen  sind,  dass  die  Projection  < 
Krümmungsmittelpunkts  auf  den  Radiusvector  diesen  in  c» 
stantem  Verhältniss  theilt,  heissen  Sinusspiralcn ,  De  la  Go 
pilliere;  ihre  Polargleichung  lautet 

tmd  ihre  natürliche  Gleichung: 


§  13.    Ribaucour'sche  Curven.  547 


Der    Winkel,    den    die   Tangente    an    die    Curve   mit   dem 
'isvector  bildet,  ist  ncp. 

Für  specielle  Werthe  von  n  (des  Indexes)  ergeben  sich 
1  bekannte  und  einfache  Curven;  z.  B.  für  w  =  l  die  Kreis- 
,  für  n  =  —  1   die  Gerade. 

Den    Sinusspiralen    stehen    die    Hihaucour'schen    Curven 
I  le,  deren  natürliche  Gleichung 


lautet. 


Die  Bib au cour 'sehen  Curven  sind  dadurch  ausgezeichnet, 
^s  ihr  Krümmungsradius  dem  zwischen  dem  Punkt  der  Curve 
l  einer  festen  Geraden  liegenden  Segment  der  Normalen  pro- 
tional  ist. 

Die   Zahl  n    heisst   bei   der   Sinusspiralen    sowohl    wie    bei 

Ribaucour'schen  Curve ,  Index. 

Wenn  eine  Sinusspirale  mit  dem  Index  n  auf  einer  Geraden 
^^  50  beschreibt  ihr  Fol  (der  Anfangspunkt  der  Badien- 
foren)  eine  Mibaucour'sche  Curve,  deren  Index 

n  —  1      .  , 

n  -{-  1 

5ez.   der   Sinusspiralen    citiren    wir    De    la  Goupilliere, 
Ann.,   1876,  p.  97;  Brocard,  ib.,   1886. 
Die  Ribaucour'schen  Curven  entdeckte  Ribaucour  bei  seinen 
tersuchungen  über  Minimalflächeu,  3Iem.  de  l'Ac.  de  Belg.,  44; 
UV.  Ann.,  1888;  etc. 
Eine  Besprechung  der  beiden  letzten  Curvenarten  findet  man 
Cesaro,    Geom.  infrins.,   1896,   p.  45,  deutsch  von  Kowa- 
^vski,    Vorlesungen  über  natürliche  Geometrie,    Leipzig  1901. 
ber  weitere  Angaben    siehe   Brocard    an  dem   in    §  6   ange- 
i)enen  Ort. 

35* 
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§  14.    Kettenlinie.     Delaunay'sche  Curve.     Tractrix. 
Sinuscurve.     Quadratrix.     Elastische  Linie. 

Die  Kettenlinie  ist  die  Euhelage  eines  gleichförmig  dichi 
unelastischen  schweren  Fadens,  der  in  zweien  seiner  Fun" 
befestigt  ist. 

Ihre  Gleichung  lautet: 


=  ^(e«  +e     «) 


y     2 

und  ihre  natürliche  Gleichung: 

aq  =  a^  -\-  s^. 

Die  iC-Axe  steht  um  die  Länge  a  von  dem  tiefsten  Pu. 
A  der  Curve  ab;  sie  heisst  die  Axe  der  Kettenlinie  und  die  Cu 
ist  in  Bezug  auf  sie  convex. 

Die  Kettenlinie  ist  die  Boulette  des  Brennpunkts  ei 
Parabel,  die  auf  einer  Geraden  rollt. 

Die  Tangente   an   die  Kettenlinie  in    einem  Punkt  P  u 
construirt,  indem  man  mit  dem  Badius  a  einen  Kreis  zieht,  des 
Centrum  der  Fusspunkt  der  Ordinate  von  P  ist:,  und  von  P 
eine  Tangente  an  diesen  Kreis  legt. 

Der  Krümmungsradius  ist  an  Länge  dem  Theil  der  i^ 
malen  gleich,  der  zwischen  dem  Curvenpunkt  und  der  x-. 
liegt ;  man  erhält  daher  den  Krümmungsmittelpunkt,  indem  r, 
diese  Länge  in  entgegengesetzter  Bichtung  auf  der  Norme 
abträgt. 

Die  Kettenlinie  ist  von  allen  Curven,  ivelche  die  gle 
Länge  haben  und  deren  Endpunkte  dieselben  beiden  Punkte  s* 
diejenige,  deren  Schiverpunkt  am  tiefsten  liegt.    Bepert.,  1,  p.  2 

Durch  Rotation   um  ihre  Axe    erzeugt    die   Kettenlinie 
Catenoid,   welches    eine   Miüimalfläche    ist.     Siehe   Kap.  16 
Bepert.,   1,  S.  254,   wo   auch  noch  eine  andere  Eigenschaft 
Catenoide  angegeben  ist. 

Den  Bogen  AP  der  Kettenlinie  erhält  man,  wenn  in  ( 
Schnittpunkt  S  der  Tangente   in  P  mit  der  Tangente  in  A 
Loth  auf  die  Tangente  in  P  errichtet  wird,  welches  die  x- 
in  B  schneidet,  und  alsdann   der  Schnittpunkt  S  auf  die  x- 
nach    Q   projicirt   wird.      Die  Länge   QB    ist    dem   Bogen 
gleich. 

Der  Inhalt  der  Fläche  zwischen  dem  Bogen  AP  der  Ket 
linie,  der  x-Axe  und  den  Endcoordinaten   ist  dem  Producf 
dem  Bogen  AP  und  dem  Parameter  a  gleich. 
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Die  Gleichgewiehtscurve  eines  schweren  Fadens  wurde  von 
ililei  studirt,    der  sie  irrthünilicher  Weise   für   eine    Parabel 
It;   spätere   Untersuchungen   sind    von  Leibniz    (1691)   und 
tcob  Bernoulli  (1691). 

lieber    historische  Angaben   siehe    einen  Artikel   von   Lai 
I  ,nt,  Ass.  Frang.  Congres  de  Toulouse,  1887,  p.  64. 


Wie  die  gewöhnliche  Kettenlinie  die  Roulette  des  Brenn- 
iinkts  einer  Parabel  ist,  so  gibt  es  auch  Curven,  welche  die 
ouletten  der  Brennpunkte  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  sind, 
e  werden  elliptische  oder  hyperboUscJie  Keitenlinien  oder  auch 
urven  Delaunay's  genannt,  der  sie  zuerst  (1846)  studirte  und 
nd,  dass  sie  die  Meridiane  einer  Umdrehungsfläche  von  con- 
inter  mittlerer  Krümmung  sind  (Unduloide  und  Nodoide,  siehe 
ap.  16). 

Die  Differentialgleichung  der  Delaunay' sehen  Curven  lautet: 


nd  ihre  natürliche  Gleichung: 


'     2     ^ 

sm^  — 
e  s  ,  a 
—  Q  =  e  —  cos 


s 

cos 

a 


Jede  Delaunay'sche  Curve  ist  einer  gleichen  Curve  parallel* 
Näheres   über  diese  Curven   findet  man    auch   bei  Cesaro, 
rforn.  intrins.,  p.  69,  deutsch  von  Kowalewski. 


Tractrix  (Huyghens,  1693)  heisst  eine  Curve,  welche  so 
)eschaffen  ist,  dass  das  zwischen  dem  Berührungspunkt  und 
'iner  festen  Geraden  liegende  Stück  ihrer  Tangente  von  con- 
itanter  Länge  =  a  ist.  Die  feste  Gerade  ist  Asymptote  der 
Tractrix. 

Ihre  Differentialgleichung  lautet: 

dy  ^       y 

dx         Ya^  —  y^ 
und  die  Gleichung  in  endlichen  Termen: 

x^—ya-'  —  y^  +  alog — 
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Die  Curve  ist  auch  die  orthogonale  Trajedorie  der  En 
vom  Badius  a,  deren  Mittelpunlcte  auf  der  Axe  liegen,  oder  ai 
die  Evolvente  einer  Kettenlinie. 

Sie  kann  auch  als  die  Enveloppe  der  Axe  einer  Para 
angesehen  werden,  welche  auf  einer  Geraden  rollt. 

Die  Tractrix  ist  auch  die  Merldiancurve  der  Pseudosph 
und  des  pseudosphärischen  Helicoids  Dini's.  Siehe  Kap.  ; 
S.  493. 

Den  Krüminiiiigsradius  in  einem  Punkt  P  erhält  man,  we 
von  dem  Scheitel 

(a?  ==  0,    y  =  a) 

der  Curve   die   Parallele   zu   der    Tangente   in  P  gezogen  wi 
welche   die    Asymptote    in   B    trifft;    das    Segment   OB,    we 
unter    0    die    rechtwinklige    Projection    des     Scheitels    auf    < 
Asymptote     verstanden    wird,    ist    dem,    Krümmungsradius 
Länge  gleich. 

Verlängerte  bez.  verlzürzte  Tractrix  werden  die  Projection 
der  gewöhnlichen  Tractrix  auf  eine  durch  die  Asymptote  gele< 
Ebene  genannt,  je  nachdem  die  projicirenden  Geraden  senkrei 
auf  der  Ebene  der  Tractrix  oder  auf  der  Projectionsebene  steh" 
Siehe  Bianchi,  Geom.  diff.,  p.  243,  deutsche  Ausg.,  S.  255. 

Die  Tractrix  studirte  B  o  m  i  e ,  3fem.  de  lAc.  de  Fat 
1712,  p.  281;    vergl.   auch  Cesaro,  Mathesis,   1882,  p.  217 


Die  Sinuscurve  (Sinusoide)  hat  zur  Gleichung 

2/  =  sin  ic . 

Sie  hat  unendlich  viele  Inflexionspurnkte  auf  der  x-A, 
die  gleichen  Abstand  von  einander  haben;  in  diesen  Punkt 
beträgt  die  Neigung  der  Tangente  45^. 

Der  Inhalt  der  Fläche,  ivelche  zwischen  dem  von  zt 
consecutiven  Inflexionspunkten  begrenzten  Bogen  und  der  x-A 
liegt,  ist  doppelt  so  gross  als  der  Inhalt  des  Quadrats  über  i 
linearen  Einheit,  die  durch  die  Höhe  desjenigen  Punkts  der  Sim 
curve  über  der  x-Axe  dargestellt  tvird,  in  tvelchem  die  Tange) 
der  x-Axe  parallel  ist. 

Der  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Inflexionspunki 
liegende  Bogen  der  Sinuscurve  hat  dieselbe  Länge,  wie  eine  Ha 
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"Se  mit  den  Halbaxen   y2  und  1;  diese  Länge  wird  durch  die 
nnd  ausgedrückt : 


Die  Quadratrix   des  Dinostrates  (335  vor  Chr.  Geb.)    ist 
Curve,  deren  Gleichung 


2       (p 


y  ==  xtg~-  lautet. 

Sie  hat  su  Asymptoten  die  Linien,  tvelche  der  Geraden 
=  0  parallel  sind  und  von  dieser  um  die  Grössen  +2,  +  4, . . . 
)steken. 

Die  Quadratrix  lässt  sich  auf  die  folgende  Art  definiren: 
an  denke  sich  einen  Kreis  mit  zwei  aufeinander  senkrechten 
urchmessern  COÄ,  DOJB.  Man  lasse  nun  gleichzeitig  von  0 
nd  von  Ä  aus  zwei  bewegliche  Punkte  mit  gleichförmigen 
esch windigkeiten  den  einen  auf  der  Geraden  OjB,  den  anderen 
uf  dem  Kreisbogen  ^J5  so  abgehen,  dass  sie  zu  derselben  Zeit 
1  B  ankommen.  Sind  dann  L,  M  zivei  Lagen,  in  denen  sich 
ie  beiden  heiveglichen  Punkte  zu  derselben  Zeit  heßnden,  so  ist 
'»*  Ort  der  Schnittpunkte  von  OM  mit  der  durch  L  parallel 
OA  gezogenen  Geraden  die  Quadratrix. 

Der  Abstand  des  Scheitels  der  Quadratrix  von  dem  Mittel- 

2 
unkt  des  Kreises  ist  — ,   man  findet   auf  diese  Weise  indirect 

ei  der  Construction   der   Quadratrix   die    Grösse  tt;    die    Curve 
:ann  daher  zur  Quadratur  des  Kreises  benutzt  werden. 

Sie  wurde  auch  von  Newton  untersucht,  Opuscula,  1, 
^-  102.  Historische  Notizen  findet  man  in  einem  Artikel  von 
'*.  Tannery,  Bull,  des  sciences  math.,  1883,  p.  278. 


Die  elastische  Linie  wird  durch  die  Differentialgleichung 
dy  =    ,1^  charakterisirt. 
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Sie  ist  die  Gieicligewiclitscurve  einer  elastischen  Lamt 
die  an  dem  einen  Ende  befestigt  ist  und  an  deren  andei 
Ende  geeignete  Kräfte  angreifen.  Sie  wurde  zuerst  von  Ja« 
Bernoulli,  3fcm.  de  VÄc.  de  Par.,  1703,  1705  studirt. 

Ihr  Krümmungsradius  ist  der  Ahscisse  umgekehrt  proi 
tional. 

Die  elastische  Linie  ist  von  allen  isoperimetrischen  Cun 
die  durch  ztvei  feste  Pmikte  gehen,  diejenige,  welche,  um  < 
Axe  rotirend,  den  Körper  vom  grössten  Volumen  erzeugt,  Si 
Heperf.,  1,  p.  254. 

Sie  wurde  vom  Standpunkt  der  elliptischen  Functionen 
TOn   Enneper,    Ellipt.   Funct.,    p.   525    und   Halphen,   Fo 
ellipt.,  Bd.  2  behandelt. 

§  15.    Doppelt  gekrümmte  Curven.     Helixe.    Loxodroi 

Cylinderhelix  (Schrauben-,  Schneckenlinie)  (Eudoxus,  c 
vor  Chr.  Geb.)  heisst  die  auf  einem  Cylinder  liegende  Cm 
welche  die  Erzeugenden  des  Cylinders  unter  constautem  WiD 
schneidet.     Sie  ist  eine  geodätische  Linie  des  Cylinders. 

Bei  der  Abwickelung  des  Cylinders  auf  eine  Ebene  u 
die  Helix  eine  Gerade. 

In  jedem  Punkt  fällt  die  Ilaupinormale  der  Helix  mit 
Flächennormalen  zusammen. 

Bei  jeder  Cylinderhelix  ist  das  Verhältniss  der  beiden  Ki  - 
mungen  constant  und  umgekehrt. 

Die  beiden  Krümmungen  selbst  sind  nur  bei  den  Schraub 
linien  constant,  welche  auf  geraden  Kr eiscy lindern  liegen.  Pi 
seux;  siehe  auch   Kap.  16,  §  4. 

Die  Schraubenlinien  werden  in  linksgewumdene  und  reci 
gewundene  je  nach  ihrer  Eichtung  gegen  die  Erzeugenden  des  Cyl 
ders  unterschieden;  denkt  man  sich,  der  Cylinder  sei  in  eine  soL 
Lage  gebracht,  dass  seine  Erzeugenden  die  Eichtung  der  S 
strahlen  haben,  und  ein  Punkt  durchlaufe  die  Helix  so,  dass 
sich  dem  Beobachter  nähert,  so  ist,  wenn  diese  Bewegung  ' 
Punkts  die  Eichtung  der  Bewegung  eines  Uhrzeigers  zu  hal 
scheint,    die  Helix  linksgetvunden ,  anderen  Falls  rechtsgeu'und 

So  ist  z.  B.  die  Helix  einer  gewöhnlichen  Schreinerschrai 
rechtsgeivunden. 

Die  Coordinaten  eines  Punkts  P  einer  Kreiscylinderhe 
d.  h.  einer  auf  einem  geraden  Kreiscy linder  liegenden  Schraub' 
linie,  sind: 
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X  =  r  cos  ö, 
</  ==  r  sin  ö , 
0  =  rOtg  cp'^ 

ibei  ist  r  der  Kadius  des  Kreises,  der  die  Basis  des  Cylinders 
Idet,  (p  der  constante  Winkel,  unter  welchem  die  Helix  die 
rzeugenden  schneidet  (der  Steigungswinkel),  und  0  der  Winkel, 
'H  die  x-Axe  mit  der  Geraden  bildet,  welche  den  Coordinaten- 
ifang  mit  der  Protection  des  Punktes  P  auf  die  ic^ -Ebene 
^rbindet. 

Der  Bogen   der  Kreiscylinderschraube  ist 


s  =  rdyi  +  tg^(p. 

Die  conische  CylinderheUx  (conisclie  Spirale)  ist  die  auf 
.nem  Eotationskegel  aufgezeichnete  Curve,  welche  die  Erzeu- 
genden unter  constantem  Winkel  schneidet. 

Die  Projection  dieser  Helix  auf  eine  zur  Axe  des  Kegels 
nkrecJite  Ebene  ist  eine  logaritJimische  Spirale;  diese  Helix  kann 
'o.n  sich  mithin  auch   auf  einem  Cylinder  aufgezeichnet  denken^ 

zur  Basis  eine  logarithmische  Spirale  hat;  sie  ist  auch  für 
lesen  Cylinder  eine  Helix,  d.  h.  sie  schneidet  seine  Erzeugenden 
nter  constantem   Winkel. 

Wickelt  man  den  Kegel  auf  eine  Ebene  ab,  so  ivird  die 
Mische  Gylinderhelix  in   eine  logarithmische  Spirale  ausgebreitet. 

Die  Hauptnormale  steht  senkrecht  auf  der  Axe  des  Kegels. 


Die  eben  betrachteten  Schraubenlinien  gehören  der  allgemei- 
leren  Classe  der  Loxodromen  (Nonius,  1530)  an,  d.  h.  von  Curven, 
ie  sich  auf  einer  beliebigen  Rotationsfläche  befinden  und  die 
leridiane  dieser  Fläche  unter  constantem  Winkel  schneiden. 

Es  ist  namentlich  der  Fall  eingehend  studirt  worden, 
11  welchem  die  Rotationsfläche  eine  Kugel  ist.  Siehe  z.  B. 
oachimsthal,  Anwendung  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung auf  die  allgemeine  TJieorie  der  Flächen  und  der  Linien 
•oppelter  Krümmung,  3.  Aufl.,  bearb.  y.  Natani,  Leipzig  1890, 
1.  Aufl.,  1872,  p.  83). 

lieber  die  Geschichte  der  Loxodrome  vergl.  Günther, 
Studien  zur  Geschichte  der  math.  Geographie,  Halle  1879  und 
^uch  einen  umfangreichen  literarischen  Artikel  von  Bro Card, 
Bull  de  Darboux,  1879,  Thl.  1,  p.  329. 
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§  16.    Die  sphärischen  cyclischen  Curven. 
Fenster  des  Viviani.     Sphärische  spirische  Linien. 

Man  pflegt  sphärische  cycUsche  Curven  die  Sclinitte  eii 
Kugel  mit  Flächen  2*^^  Grads  zu  nennen.  Ein  specieller  F 
der  sphärischen  cyclischen  Curven  sind  daher  die  sphärisci 
Kegelschnitte.     Siehe  Kap.  10,  §  1. 

Die  ebenen  circularen  Curven  kann  man  als  die  Inver 
der  sphärischen  cyclischen  Curven  ansehen;  man  braucht  ] 
eine  Inversion  zu  machen,  durch  welche  die  Kugel  in  eine  Eb< 
übergeführt  wird.  Manche  Autoren  bezeichnen  übrigens 
anderem  Sprachgebrauch,  als  S.  544,  die  ebenen  circularen  ai 
als  ebene  cyclische  Ourven. 

Zum  Studium  dieser  Curven  empfehlen  wir  das  Buch  ■< 
Darboux,  Sur  une  classe  remarqu.  etc.,  Paris  1896,  2.  Au 
worin  man  auch  viele  literarische  Angaben  findet. 


Eine  Halbkugel  sei  gegeben;  zieht  man  einen  Durchmesser 
Aequatorialebene ,  beschreibt  über  den  beiden  Eadien  des  Dur 
messers   zwei   Kreise ,    die   diese  Radien  zu  Durchmessern  hal  ; 
und    construirt  alsdann  die  geraden  Cyhnder,  deren  Basis  di  i 
Kreise  sind,    so   ist   der  Schnitt   einer    der    beiden  Cylinder  :  .! 
der  Kugel   eine  Curve,  die  den  Namen    Viviani' sehe  Curve  o 
Fenster  des   Viviani  (finestra  di  Viviani)  führt.  j 

Auf  diese  Curve  kam  man  bei  dem  Studium  eines  Proble  I 
das  Viviani  im  Jahre  1692  in  Anregung  brachte,  und  welc  \ 
später  von  Viviani  selbst,  von  Leibniz,  Acta  Erud.,  1692  i  I 
von  Johann  Bernoulli,  ib.  gelöst  wurde;  es  handelte  £  \ 
darum ,  auf  einem  halbkugelförmigen  Gewölbe  vier  glei  \ 
Fenster  derart  zu  construiren,  dass  der  übrig  bleibende  Tl  \ 
quadrirbar  würde.  j 

Construirt  man  die  beiden  Cylinder  auf  die  oben  angegeb  j 
Art,  so  ist  der  Inhalt  der  übrig  bleibenden  Kugeloberfläche  c 
Inhalt  des  über  dem  Durchmesser  der  Kugel  beschriebenen  Q 
drats  gleich. 

Die  sphärischen  spirischen  Curven  sind  Schnitte  einer  Ki3 
mit  einem  Torus.     Siehe  Darboux,  1.  c. 


Der   Leser,    welcher    noch   Angaben    über    andere   Spec: 
curven  wünscht,   wird   mit  Vortheil    ein   neues  Buch  von  B 
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rd  zu  Eath  ziehen,  Notes  de  Bibliographie  des  courbes  ge'om., 

ir  le  Duc  1897,  lithogr.,  mit  SuppL,   1899;  es  wurde  heraus- 

crehen  in  Folge  einer  Aufforderung  De  La  Goupilliere^s  (in 

1.  1,  p.  37  des  Intermed.  des  mathemaüciens,  1894),    der  eine 

onographie    über   alle    speciellen    Curven    zu    haben  wünschte, 

'  6    besondere    Namen    führen.      Dieselbe    Aufgabe    wurde    als 

f  oncurrenzthema   für   die  Jahre   1894   und  1897    von  der  Aca- 

mie    der   Wissenschaften    in   Madrid    gestellt    und    der    Preis 

uerdings  von  Gino  Loria  und  F.  Gomes  Teixeira  gewon- 

•n.    Die  prämiirte  Arbeit  des  ersteren  hat  den  Titel:  Le  curve 

nne  algebriclie  e  transcendenti ;  teoria  e  storia.     Saggio  di  geo- 

■la  comparata  del  piano.    Deutsche  Ausg.  von  Fritz  Schütte, 

tecieUe,  algebraische  und  transcendente   ebene  Curven,  Theorie 

"7  Geschichte,  Leipzig  1901. 


Kapitel  XYIIL 

Analysis  sitns  oder  Topologie.      Polyedertheorie. 
Zusammenhang  der  Riemann'schen   Flächen. 

§  1.    Zusammenhang  der  Flächen.     Einseitige  und  zw 
seitige  Flächen.     Die  Grundzahl.     Das  Geschlecht. 

Eine  Fläche  kann  offen  oder  geschlossen  sein;  sie  ist  off 
wenn    sie  Bänder   besitzt,    d.  h.  Linien,    in    deren    Punkten 
endigt;  sie  ist  geschlossen,  wenn  sie  keine  Ränder  besitzt. 

Ein  unendlich  kleines  um  einen  Punkt  auf  einer  Pia' 
liegendes  Flächenstück  kann  in  zwei  Richtungen  oder  von  t 
gegengesetzten  Seiten  angeschaut  werden;  diese  beiden  Sei 
entsprechen  den  Richtungen  der  Plächennormalen  in  dem 
treffenden  Punkt;  in  Beziehung  auf  sie  kann  jeder  Punkt 
Doppelpunkt  angesehen  werden,  je  nachdem  man  sich  denkt, 
gehöre  der  einen  oder  der  anderen  Seite  an;  wir  wollen  sag 
diese  beiden  Punkte,  in  welche  man  sich  einen  und  densel 
Punkt  verdoppelt  denkt,  seien  einander  conjugirt. 

Eine  Fläche  kann  zweiseitig  sein,  d.  h.  zwei  Seiten  besit 
oder  einseitig,  d.  h.  nur  eine  Seite  haben. 

Sie  ist  ztveiseitig,  wenn  man,  von  einem  Punkt  der  Flä 
ausgehend  und  stetige  auf  ihr  gelegene  Wege  verfolgend,  o 
die  Ränder  zu  überschreiten,  niemals  zu  dem  Punkt  gelan 
kann,  der  dem  Ausgangspunkt  conjugirt  ist;  sie  ist  dage 
einseitig,  wenn  dies  möglich  ist. 

Beispiele  zweiseitiger  Flächen  sind  die  Kugel,  ein  Eber 
stück,   u.  s.  w. 

Beispiele  von  einseitigen  Flächen  gab  Möbius  an.  Zur  The 
der  Polyeder  etc.,  Werke,  2;  TJeher  die  Bestimmung  des  Inh 
eines  Polyeders,  Leipz.  Ber.,  1865;   Werl^e,  2. 

Man  habe  ein  Rechteck  von  Papier  AB  CD,  das  hin 
chend  lang  ist;    die  längeren  Seiten  seien  ÄC,  BD;   man 
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ide   den   Rand  CD,   nachdem   man    ihn    um    die    Gerade    ge- 

eht,   welche  die   Mittelpunkte  der    Seiten  AB,   CD  verbindet, 

rart  mit  dem  Rand  AB,  dass  der  Punkt  D  mit  A  zusammen- 

llt  und    C  mit  B.     Die   so   erhaltene  Fläche  ist  einseitig  und 

ß  und  hat  nur  einen  Band. 

Wenn  man,  bevor  CD  mit  AB  verbunden  wird,   CD  eine 

!  gerade  Anzahl  mal  um  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 

Seiten  AB ^  CD   hat   rotiren   lassen,   und   dann   die  beiden 

iten,  wie  vorher,  aufeinander  legt,  so  erhält  man  wieder  eine 

Inseitige  offene  Fläche  mit  nur  einem  Band. 

Auch  eine   geschlossene  einseitige  Fläche    lässt   sich   bilden, 
B.  auf  die  folgende  Art     (Möbius): 

Wenn  A^  J?,  (7,  D,  E  fünf  Punkte  sind,  von  denen  vier 
eliebige  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  bilden  die  fünf  Drei- 
•ke  ABC,  BCD,  CDE,  DEA,  EAB  eine  offene  einseitige 
Wiche,  deren  Umfang  das  Pentagon  ACE  BD  ist. 

Nimmt  man  nun  einen  Punkt  P  an,  der  sich  mit  keinen 
eliebigen  drei  der  ersten  fünf  Punkte  in  derselben  Ebene 
efindet,  so  sind  die  fünf  früheren  Dreiecke  und  die  fünf  ande- 
11  FAC,  PCE,  BEB,  PBD,  PDA  die  Seitenflächen  eines 
erschlungenen  Polyeders,  das  eine  geschlossene  einseitige  Fläche 
ildet. 

Eine  andere  geschlossene  einseitige  Fläche  kann  man  auf 
ie  folgende  Art  herstellen: 

]Man  denke  sich  eine  Kugel  mit  zivei  Löchern.  Von  dem 
inen  Loch  lasse  man  einen  biegsamen  Schlauch  von  hinrei- 
hender Länge  nach  aussen  hin  ausgehen,  ziehe  ihn,  eine  Ver- 
chlingung  bildend,  in  das  Innere  der  Kugel  zurück  und  lasse 
im  an  dem  anderen  Loch  von  Innen  her  endigen.  Es  ergibt 
ich  eine  geschlossene  einseitige  Fläche.     Dyck,  Math.  Ann.,  32< 


Zerschneidet  man  die  Fläche  längs  den  Punkten  einer  be- 
iebigen  ihrer  Linien,  so  macht  man  einen  sogenannten  Schnitt. 

Ein  Schnitt  kann  offen  oder  geschlossen  sein.  Zu  den 
offenen  Schnitten  zählen  diejenigen,  deren  Endpunkte  zwei 
Punkte  des  nämlichen  Randes  sind  (Schnitte  t^""  Art)  und  die 
Schnitte,  deren  Endpunkte  zwei  Punkte  verschiedener  Ränder 
sind  (Schnitte  ^*^^  Art). 

Durch  einen  Schnitt,  der  geschlossen  oder  offen  von  der  i*®^ 
oder  2^^^  Art  ist,  Jcann  die  Fläche  in  nicht  mehr  als  zivei  Stücke 
verfallen. 
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Wenn  eine  Fläche  ziveiseitig  ist,  so  vermehrt  ein  offef 
Schnitt  1^'  Art  die  Anzahl  der  Bänder  um  einen;  ist  sie  dageg 
einseitig,  so  ändert  ein  gleicher  Schnitt  die  Anzahl  der  Häm 
entweder  überhaupt  nicht,  oder  er  vermehrt  sie  um  einen. 

Einen  Schnitt  1*®'  Art  nennen  wir  von  der  i*®^  oder  2 
Classe,  je  nachdem  er  in  dem  Fall  einer  einseitigen  Fläche  > 
Anzahl  der  Ränder  vermehrt  oder  nicht. 

Durch  den  Schnitt  i*®"^  Art  und  2^^^  Classe  zerfällt  eine  e, 
seitige  Fläche  niemals. 

Ein  Schnitt  2^^^  Art  vermindert  die  Anzahl  der  Ränder  diet 
Fläche  um  einen;  er  kann  niemals  ihr  Zerfallen  hewirJcen. 

Ein  Schnitt,  der  längs  einer  offenen  Linie  ausgeführt  wit 
deren  eines  Ende  auf  einem  Band  liegt  und  deren  andei 
Ende,  wie  auch  die  ganze  Linie,  sich  im  Lnneren*)  der  Fläc 
befindet,  vermehrt  die  Anzahl  der  Bänder  nicht  und  beivirU  n 
mals  das  Zerfallen  der  Fläche. 

Wenn  schliesslich  die  beiden  Endpunkte  der  offenen  u 
ganz  im  Inneren  der  Fläche  gelegenen  Linie  auf  keinem  Ba 
liegen,  so  vermehrt  sich  die  Anzahl  der  Bänder  um  einen,  < 
Fläche  zerfällt  aber  nicht. 

Wenn  eine  Fläche  zweiseitig  ist,  so  vermehrt  ein  geschh 
sener  Schnitt  die  Anzahl  der  Bänder  um  zwei;  ist  sie  e> 
seitig,  so  vermehrt  der  geschlossene  Schnitt  die  Anzahl  der  Bänc 
um  zwei  oder  um   einen.     Wir  sagen,  der   geschlossene  Schti 


auf  einer  einseitigen  Fläche  sei  1^^^  oder  2^^^  Classe,  je  nachd 
der  1*«  oder  2*«  Fall  eintritt. 

Ein  geschlossener  Schnitt  2"^^^  Classe  kann  niemals  das  Z 
fällen  einer  einseitigen  Fläche  zur  Folge  haben. 

Lässt  sich  in  eine  Fläche  ein  offener  Schnitt  erster  - 
machen,  ohne  dass  sie  zerfällt,  so  kann  man  auch  einen  i 
schlossenen  Schnitt  ausführen,  ohne  dass  sie  zerfällt,  und  U'< 
gekehrt. 

Eine  Fläche  heisst  einfach  zusammenhängend,  wenn  ; 
endlich,  offen,  nur  von  einem  Rand  begrenzt  und  derart  i 
dass  jeder  geschlossene  Schnitt  (oder,  was  äquivalent  ist,  jed 
beliebige  offene  Schnitt,  der  zwei  Punkte  des  Randes  verbind« 
ihr  Zerfallen  bewirkt. 

Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ist  immer  zweiseii 


*)  Unter  dem  Inneren  einer  Fläche  wird  selbstverständlich  c 
Gesammtheit  aller  nicht  zu  der  Begrenzung  gehörigen  Punkte  d 
Fläche  verstanden. 
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Der   Von    einem  Kreis   begrenzte  Theil   der   Ebene   ist    das 
laehste  Beispiel  einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche. 
Nimmt    man    an ,    die    einfach    zusammenhängende    Fläche 
aus   einem  biegsamen   und   elastischen    Stoff   hergestellt,    so 
an  man   sie    sich   immer   durch  stetige    Deformationen,    d.  h. 
rch  Ausdehnen   und  Zusammenziehen,   aber   ohne   Brechen   in 
s  von  einem  Kreis  begrenzte  Ebenenstück  transformirt  denken. 
Auf  jeder  zweiseitigen  Fläche  lassen  sich  immer  gescidossene 
offene  Schnitte  i*®^  und  2^^^^  Art  derart  ausführen,   dass  sie 
idch  zusammenhängend  wird. 
Durch  offene  Schnitte  i*®^  Art  und  2^^  Classe  oder  geschlossene 
itte  2^^^  Classe  lässt  sich    eine   einseitige  Fläche  stets  zwei- 
,  tig  machen. 

Man  habe  eine  Fläche ;  wir  wollen  sie  durch  geeignete  Schnitte 
eine  endliche  Anzahl  a  von  Theilen  zerlegen ,  von  denen 
I  -ler  einfach  zusammenhängend  ist,  und  wollen  annehmen,  zu 
^sem  Zweck  müssten  ausgeführt  werden:  eine  gewisse  beliebige 
izahl  von  geschlossenen  Schnitten  und  von  offenen  Schnitten, 
n  denen  nur  ein  Endpunkt  einem  Rand  angehört,  ferner  x^ 
ene  Schnitte  1*®^  Art,  x^  offene  Schnitte  2*^^^  Art,  Tg  offene 
nz  im  Inneren  der  Fläche  liegende  Schnitte  (deren  Endpunkte 
'h  ebenfalls  im  Inneren  der  Fläche  befinden).  Es  gilt  dann 
r  Satz: 

Die  Zahl  i  . 

mstant,  auf  welche  Art  diese  Schnitte  auch  gemacht  werden. 

Diese  um  2  vermehrte  Zahl  pflegt  man  die  Grundzahl  der 
u.he  zu  nennen. 

Wenn  dagegen,  statt  einer  Fläche,  eine  Gruppe  von  s 
ächen  vorliegt,  so  besteht  ein  analoges  Theorem  für  die  ganze 
'uppe  und  es  gilt  eine  ähnliche  Definition  für  die  Grundzahl 
r  Gruppe. 

Die  Grmulzahl  K  der  Gruppe  lässi  sich  durch  die  Grund- 
<hlen  E^  jeder  Fläche  mittelst  der  Formel 

s 

isdrücken.  '  =  ^ 

Die  Grundzahl  einer  Fläche  kann  nicht  negativ  sein  und 
mn  nicht  Null  sein.,  wenn  die  Fläche  offen  ist. 

Die  Grundzahl  einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche 
i  1  und  umgekehrt,  vorausgesetzt,  dass  die  Fläche  offen  oder 
^er  zweiseitig  ist. 
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Wenn   eine  Fläche    durch    einen  geschlossenen  Schnitt  od 
durch   einen  offenen  Schnitt   1^^^  Art  in  zwei  Theile  zerfällt, 
ist  die  Summe    der    Grundzahlen  der    beiden   Theile  gleich   d 
Grundzahl  der  Fläche,  um  2  hez.  um  1  vermehrt. 

Es  sei  eine  zweiseitige  geschlossene  oder  offene  Fläche  m 
ca  ^  0  Rändern  gegeben. 

Man  nennt  Geschlecht  dieser  Fläche  die  grösste  Anza 
geschlossener  Schnitte  oder  offener  Schnitte  1*®^  Art,  die  si^ 
auf  der  Fläche  ausführen  lassen,  ohne  dass  sie  zerfällt. 

Ist  p  das  Geschlecht  einer  ztveiseitigen  entweder  offenen  oa 
geschlossenen  Fläche,   so  ist  die  Grundzahl 

K=  2p  +  CO. 

Geschlecht  einer  einseitigen  Fläche  wird  die  Zahl  genani 
welche  man  erhält,  wenn  zu  der  Anzahl  von  geschlossen 
Schnitten  2**^^  Classe  oder  von  offenen  Schnitten  1*^^  Art  u 
2*^^  Classe,  die  nöthig  sind,  um  die  einseitige  Fläche  zweiseil 
zu  machen,  das  Doppelte  der  Zahl  hinzugezählt  wird,  die  cl 
Geschlecht  dieser  zweiseitigen  Fläche  angibt. 

Wenn  %  das  Geschlecht  der  einseitigen  offenen  oder  / 
schlossenen  Fläche  mit  co^  0  JRändern  ist  und  K  ihre  Grur. 
zahl,  so  ist 

K=   7t  -\-   CO. 

Zusammenhangszahl  oder  Z^isammenhang  einer  beliel^ig 
Fläche  heisst  die  Zahl  K-\-2.,  wenn  die  Fläche  geschloss 
ist  und  die  Zahl  K.,  wenn  sie  offen  ist. 

Das  Fundamentaltheorem  über  das  Geschlecht  einer  Fläc 
lautet:  Von  zivei  Flächen,  die  beide  zweiseitig  oder  beide  e 
seitig  sind  und  dasselbe  Geschlecht  u/nd  dieselbe  Anzahl  t 
Bändern  haben,  lässt  sich  jede  in  die  andere  deformiren. 

Bas  Geschlecht  einer  Fläche  ändert  sich  nicht,  wenn  m 
ein  Loch  in  sie  macht. 

Ein-  Loch  vermehrt  den  Zusammenhang  einer  offenen  Flä* 
um  1,  vermindert  den  Zusammenhang  einer  geschlossenen  Flä* 
um  1  und  vermehrt  in  jedem  Fall   die  Grundzahl  um  1. 


Die  Studien  über  den  Zusammenhang  der  Flächen  bega 
Riemann,  Theorie  der  Abel'sch^n  Functionen,  Grelle,  54,  ^ 
und  Fragment  aus  der  Analysis  Situs,  Werke,  p.  448;  Ne 
mann,  AbeV^che  Integrale,  1.  Ausg.,  1865,  2.  Ausg.,  1884  sei 
sie  fort. 
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Nach  und  nach  haben  sich  diese  und  andere  ihnen  verwandte 

rsuchungen,    mit    denen    sich   schon   Listing    beschäftigte, 

4udien  zur  Topologie,  aus  den  Göttinger  Studien,  1847)  zu 

u  in  sich  abgeschlossenen,  selbstständigen  Theil  der  modernen 

letrie  ausgebildet,  der  Analysis  Situs  oder  besser  noch  Topo- 

t!  c  genannt  wird.    (Einige  Autoren  haben  freilich,  wie  es  scheint, 

Q.  Wort   Topologie   eine    etwas    beschränktere  Bedeutung   bei- 

en  wollen,  als  der  Analysis  Situs.)    Es  werden  in  diesem  Theil 

Geometrie    solche   Eigenschaften    der   geometrischen    Gebilde 

i  ersucht,  die  unabhängig  von  ihrer  Form  und  ihrer  Grösse  sind. 

Mit  anderen  Worten:  die  Analysis  Situs  oder  Topologie  be- 

i  äftigt  sich  mit  den  Formen,  welche  ein  geometrisches  Gebilde 

i  lehmen  kann,   wenn    zwei   Formen   dieses  Gebildes    als  nicht 

'  1  einander  verschieden  angesehen  werden,  falls  man   von  der 

(  en  zur  anderen  durch  stetige  Deformation  übergehen  kann;  d.h. 

i  Is  diese  Formen  sich  Punkt  für  Punkt  in  ein-eindeutiger  Weise 

1. ander   zuordnen  lassen,    ohne    dass    man    dabei  nothwendiger 

)ise  voraussetzen   müsste,   das  Correspondenzgesetz   sei   analy- 

!  h;  es  genügt,  wenn  es  stetig  ist. 

Die  ersten  Ausdehnungen  auf  die  Räume  von  drei  Dimen- 

i  neu   sind    von  Riemann  in  dem  citirten  Fragment;  auf  ihn 

gte  Listing,    Census    räumlicher   Complexe,    Gott.   Abk.,  10, 

61;   Gott.  Nachr.,   1867;    allgemeiner  sind  die  Erweiterungen, 

zuerst  Betti,  Ann.  di  mat. ,  (2),  4,   1870  vornahm. 

Andere  Studien  sind  von  Picard,  Journ.  de  Liouv.,  (4),  1; 

Dyck,  Math.  Ann.,  32,  37;  De  Paolis,  Teoria  dei  gruppi 

.  etc.,  Soc.  it.  delle  scienze,  (3),  7;  Tonelli,  Bend.  Acc.  Lincei, 

90  und  Poincare,  Journ.  de  VEc.  pol.,  (2),  1,   1895;  Bend. 

lermo,  13,   1899;    in  dem   letzteren  Aufsatz  knüpft  der  Ver- 

!ser    an   eine    im    Jahr    1898    in    Kopenhagen    veröffentlichte 

hrift  Heegard's   an   und   corrigirt   zum  Theil  seine  früheren 

itersuchungen  vom  Jahr  1895.      In  der  Picard'scheu  Arbeit 

det  man  noch  viele  sonstige  Angaben. 


Verwandte  Forschungen  beschäftigen  sich  mit  der  Art,  die 
3rschlingungen  der  Curven  zu  lösen  oder  zu  bilden  und 
deren  ähnlichen  Dingen;  dahin  gehören:  Simony,  Math.  Ann., 
',  24  und  die  Arbeiten,  die  zugleich  die  Räume  von  mehreren 
mensionen  einführten,  wie  Hoppe,  Arch.  d.  Math.,  64,  1879; 
>,  1880;  Durege,  Wien.  Ber.,  1880;  Schlegel,  Zeitschr.  für 
<^v  28,  1883. 

Pascal,  Eepertorium.  II.  36 
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§  2.    Zusammenhang  der  Räume. 

Die  Untersuchungen  über  den  Zusammenhang  der  Fläcl 
wurden  von  Listing  auf  die  Räume  von  drei  Dimensionen  i 
von  Betti,  Ann.  dimat,  (2),  4  auf  die  mehrdimensionalen  Räii 
ausgedehnt.  In  dem  oben  citirten  Fragment  von  Riemann  > 
auch  einige  Resultate  über  diesen  Gegenstand  enthalten. 

Wenn  0^, . . .,  z^^  n  Variable  sind,  von  denen  jede  alle  reel 
Werthe  von  —  oo  bis  -j-  oc  annehmen  kann,  so  nennen  wir  i 
w-fach  unendliche  Gebiet  der  Systeme  von  Werthen  dieser  Variab 
den  Baum  von  n  Dimensionen  und  bezeichnen  diesen  mit  . 
ein  System  von  Werthen  der  0  bildet  dann  die  Coordinaten  ei 
Punkts  in  einem   solchen  Raum. 

Ein  System  von  m  Gleichungen  zwischen  den  z  bestin 
einen  im  B^  enthaltenen  Raum  von  n  —  m  Dimensionen. 

Von  einem  im  B^  enthaltenen  Raum  Bn—m   sagt   man, 
sei    linear   zusammenhängend    oder    habe    einen    Zusammenh  j 
j^ter  j^^j.^  wenn  sich  zwei  seiner  Punkte  immer  durch  eine  v  : 
ständig  in  ihm  gelegene  Linie  verbinden  lassen,  d.  h.   wenn  J€ 
Punkt  stetig,   und   immer  im  Bn—m  bleibend,  in  jeden  ande  i 
Punkt  übergeführt  werden  kann.  s 

Ist  F{z^^  .  .  .,  ^^)  ==  0  eine  Relation  zwischen  den  z^     1 
ist  F    stetig    und   hat   es    nur   einen    Werth   für   jedes   Sy«   > 
von  reellen  Werthen  der  ^,  so  theilt  der  von  JP=0  darges: 
Raum   Bn—i   im  Allgemeinen   den  Raum   B^   in   zwei  Bere; 
für  deren  einen  jP  ]>  0  und  für  deren  anderen  F  <C  0  ist. 

Wenn  jeder  dieser  beiden  Bereiche  linear  Zusammenhang  l 
ist,  so  heisst   der  Raum  i?«_i  geschlossen. 

Von  einem  Raum  Bn—m  sagen  wir,  er  habe  den  Flu' 
Zusammenhang  oder  den  Zusammenhang  2^^^  Art,  wenn  jed 
liebige  in  ihm  enthaltene  geschlossene  Linie    sich  stetig  in 
andere    analoge    deformiren    lässt    und    dabei    immer    im  J^ 
bleibt;    allgemein   sagen    wir,   Bn—m  babe    de7i   Zusatmnet' 
^ter  j^^f^    wenn  jeder  in  ihm  enthaltene  geschlossene  Raum 
r — 1   Dimensionen  in   jeden  anderen   analogen    stetig  defor 
werden    kann ,    ohne   dass    er   während  aller  Stadien  der  D 
mation  aufhört,  dem  Raum  Bn—m  anzugehören. 

Wenn  ein  Baum  Bn—m  den  Zusammenhang  r*®^  Art  / 
hat,  so  lassen  sich  immer  in  ihm  geschlossene  Bäume  von  r-  t 
Dimensionen  angeben  von  der  Ati,   dass   weder  zwei  von  i> 
in  einander,   noch   auch  irgend   einer  von  ihnen  in   einen  1 
stetig  deformirhar  sind,  dass  aber  jede/  andere  analoge  gesx 
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Raum  immer  in  einen  von  ihnen  oder  einen  Punkt  defor- 
.  .  werden  kann. 

Die  Amalil  p^  dieser   geschlossenen  Bäume  ist  constant, 
i  '  welche  Art   man    diese   Bäume  auch    'bestimmen   mag\    die 
il  Pj.  -\-  1  heisst  Zusammenhangs  zähl  r^^^  Art. 

Für  einen  Eaum,  der  den  Zusammenhang  r*®^  Art  hat,  ist 

entsprechende  p^  Null;    die  Zahl   des   r*®^    Zusammenhangs 
1. 

Der  Theil  der  Ebene,  welcher  zwischen  zwei  Kreisen  ent- 
Iten  ist,  von  denen  der  eine  innerhalb  des  anderen  liegt,  hat 
als  Zahl  des  linearen  Zusammenhangs  und  2  als  Zahl  des 
ichenzusammenhangs. 

Für  den  Raum  zwischen  zwei  Kugeln,  von  denen  die  eine 
lerhalb  der  anderen  liegt,  ist  die  lin-eare  Zusammenhangszahl 
die  Flächenzusammenhangszahl    1    und   die   Raumzusammen- 
tigszahl  2. 

Der  von  einer  ringförmigen  Fläche  umschlossene  Raum  hit 
ifachen  linearen  (mit  der  Zahl  l),  doppelten  Flächen-  (mat 
"  Zahl  2)  und  einfachen  Raumzusammenhang. 

Der  Raum  zwischen  zwei  Ringflächen,  von  denen  die  eine 
h  im  Inneren  der  anderen  befindet,  hat-  einfachen  Linien-,  drei- 
3hen  Flächen-  und  doppelten  Raumzusammenhang. 

Der  Raum  zwischen  einer  Kugel  und  einem  in  deren 
neren  gelegenen  Ring  hat  einfachen  Linien-,  doppelten  Flächen- 
d  doppelten  Raumzusammenhang. 

üeber  weitere  Einzelheiten  und  die  Literatur  vergleiche 
an  die  Angaben  in  dem  vorigen  Paragraphen;  über  den  Be- 
iff  von  einseitigem  und  ziveiseitigem  Baum  siehe  Poincare,  1.  c. 

§  3.    Polyedernetz.     Theorem  von  Euler. 
'olyeder  des  Raums  von  drei  und  mehr  Dimensionen. 

Auf  eine  Fläche  vom  Geschlecht  p  dehnen  wir  ein  Polyeder- 
derart  aus,    dass  die  Umgrenzung  einer  jeden  Seitenfläche 

ü  einfach  zusammenhängendes  Flächenstück  umschliesst. 

Wenn    dieses    Netz   F  Seitenflächen,   S  Kanten,    V  Ecken 

ithält,  so  besteht  die  Belation 

V-{-F=S—  2p-i-2. 

Nimmt  man  an,  die  gegebene  Fläche  sei  vom  Geschlecht 
u^U  z.  B.  eine  Kugel,  so  erhält  man  ein  schon  von  Euler 
3fundenes  Theorem: 

36* 
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Wemi  ein  gewöhnliches  convexes  Polyeder  gegeben  ist,  i 
mit  Y,  F  bez.  S  die  Anzahl  seiner  Ecken,  Seitenflächen  l 
Kanten  bezeichnet  wirdj  so  gilt  immer  die  Fundamentalbezieh 

Solche  Polyeder  pflegt  man  Euler'scJie  zu  nennen.  Ve; 
Hessel,  Grelle,  8. 

Dieses  Theorem  war,  wie  es  scheint,  auch  den  Alten  bekau  t 
es  findet  sich  in  einem  erst  im  Jahr  1860  herausgegebenen  Fr 
ment  von  Cartesius    (siehe  Baltzer,  Monatsber.  der  Berl.  j 
1861),   wurde   aber  von  Euler,  Nova  Comm.  Petrop.,  4,  l'( 
veröffentlicht  und  bewiesen.    Andere  Beweise  sind  von  Legend 
Elements  de  geometrie,    7,    25,   Paris    1794,   neueste   Aufl.,  - 
1864;    L'Huilier,    Ann.    de    Gergonne,    3,    1812;     Cauc 
Journ.  de  VEc.  pol.,   1813;    Steiner,   Grelle,   1;  Grunert,    , 
2;  Staudt,  Geom.  der  Lage;  etc. 

Weitere  Betrachtungen  über  das  Euler'sche  Theorem 
die  Fälle,  in  denen  es  nicht  gilt,  sind  von  Poinsot,  Journ  \ 
VEc.  pol.,  cahier  10,1809;  L'Huilier,  1.  c;  Legendre,  1.  i 
(jf ev go-nno) ^  Ann.  de  Gergonne,  15;  Steiner,  ib.,  19;  etc.  l  \ 
sehe  auch  das  vorzügliche  Werk  von  Baltzer,  Elemente  ' 
Mathematik,  2  Bde.,  7.  Aufl.,  Leipzig  1885,  5.  Buch,  die  Ste  ■ 
metrie,  §  7  nach,  das  von  Cremona  (Genova,  2.  ed.,  1877  ,\ 
das  Italienische  übersetzt  worden  ist. 

Ueber  die  Ausdehnung  des  Theorems  auf  die  mehrdin  \ 
sionalen  Räume  vergl.  Stringham,  Americ.  Journ.  of  M<  { 
3;  Biermann,  Wien.  Ber.,  90,  1884;  Hoppe,  Grunert's  A.  l 
67;  Schlegel,  Nov.  Acta  der  Leop.  Deutsch.  Ak.,  44,  S(  ! 
Enseignement  math.,  1900,  wo  man  reichhaltige  Literaturangf  i 
für  den  w-dimensionalen  Raum  findet,  und  Eberhard,  'M  f. 
Ann.,  36;  siehe  weiter  unten  S.  568. 

Wenn  ein  Polyeder  gegeben  ist  und  wenn,  wie  bisher,  i 
Fj  S,  V  die  Anzahl  der  Seitenflächen,  Kanten  und  Ecken  >- 
zeichnet  wird,  so  erhält  man  die  Ungleichheiten: 

Q  +  S^3F<,2S, 
^  +  S£3V£2S, 
4  +  F^2i^^4F— 8, 
4l+F^2V<^4:F—S. 

Die  Anzahl  der  ebenen  Winkel  der  Polygone  (Seitenfläc  | 
eines  Polyeders  ist  doppelt  so  gross  als  die  Anzahl  der  Km  | 
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Weder  können  die  sämmtlichen  Seitenflächen  mehr  als  fünf 
^ken  haben,  noch  können  die  sämmtlichen  körperlichen  Winkel 
'hr  als  fünfflächig  sem. 

Es  gibt  keine  Polyeder  mit  7  Kanten. 

Wenn  mit  F^  die  Anzahl  der  dreieckigen  Seitenflächen 
les  Polyeders,  mit  F^  die  der  viereckigen  Seitenflächen,  etc., 
t  Fg  die  Anzahl  der  3-flächigen  körperlichen  Winkel,  mit  Y^ 
3  der  4-flächigen  körperlichen  Winkel,  etc.  des  Polyeders  be- 
lehnet werden,   so   bestehen  die  Relationen: 

2(J'3  +  F,  +  ...)  =  4  +  ^3  +  2V,  +  37^  +  ■  •  ., 

2(^3  +  r,  +  •••)  =  4  +  I\  +  2F,+  3F,  +  ..., 

^3  +  ^3  =  8  +  (^-5  +  n)  +  2(^-6  +  Fe)  +  •  •  •. 

Ist  ein  Polyeder  gegeben,  so  existirt  im  Allgemeinen  ein 
ideres  ihm  duales,  d.  h.  ein  solches,  welches  dieselbe  Anzahl 
m  Kanten  hat  und  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  m-seitigen 
jitenfläche  des  einen  ein  m- flächiger  körperlicher  Winkel  des 
ideren  entspricht  und  umgekehrt. 

Die  Eigenschaften  der  Polyeder  unterliegen  daher  einem 
;icht  ersichtlichen  Dualitätsgesetz. 


Eegelmässige  oder  auch  Flatonische  Polyeder  werden  solche 
enannt,  deren  Seitenflächen  und  körperliche  Winkel  regel- 
lässig  und  alle  von  derselben  Art  sind. 

In  dem  gewöhnlichen  Baum  existiren  nur  fünf  regelmässige 
^dlyedcr. 

Sie  sind: 

1.  Bas  Tetraeder  mit  4  dreieckigen  Seitenflächen,  4  Ecken 
mit  dreiflächigen  körperlichen  Winkeln,  6  Kanten. 
Nimmt  man  an,  der  Radius  der  dem  Tetraeder 
umschriebenen  Kugel  sei  gleich  1,  so  ist  die  Länge 
einer  Kante 

/=  1,632994  ..  . 
Die  Mittelpunkte   der   Seitenflächen   sind   die  Ecken 
eines    zweiten  Tetraeders  und   die  Mittelpunkte   der 
Kanten  die  Ecken  eines  Octaeders. 
1  Der  Cubus  oder   Würfel   (Hexaeder)   mit  6  viereckigen 
Seitenflächen,   8  Ecken  mit  dreiflächigen  köi-perlichen 
Winkeln,   12  Kanten  von  der  Länge 
Z  =  1,154  700..  . 
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Die  Mittelpunkte   der  Seitenflächen   sind   die   Ecl 
eines  Octaeders. 

3.  Das  Odaeder  mit  8  dreieckigen  Seitenflächen,  6  Ecl . 

mit  vierflächigen  körperlichen  Winkeln,    12  Kan 
von  der  Länge 

1=  1,414214  ... 

Die  Mittelpunkte    der  Seitenflächen   sind   die  Ecl  : 
eines  Würfels. 

4.  Das  Dodekaeder  mit  12  fünfeckigen  Seitenflächen,  ^OEcl 

mit   dreiflächigen  körperlichen  Winkeln,   30  Kaü 
von  der  Länge 

Z  =  0,713644  ..  . 
Die  Mittelpunkte    der  Seitenflächen   sind   die   Ecl  * 
eines  Ikosaeders    und   die   Mittelpunkte    der  Kan 
die  Ecken  von  fünf  Octaedern. 

5.  Das  Ikosaeder  mit  20  dreieckigen  Seitenflächen,  12  Ec 

mit   fünfflächigen  körperlichen  Winkeln,  30  Kan 
von  der  Länge 

/=  1,051462.  .  . 
Die  Mittelpunkte   der    Seitenflächen   sind   die  Ec.  , 
eines  Dodekaeders  und  die  Mittelpunkte  der  Kan  .1 
die  Ecken  von  fünf  Octaedern. 

Halhregelmässige  oder  Archimedische  Polyeder  heissen  sol<  , 
deren  körperliche  Winkel  sämmtlich  einander  gleich  oder  ahn 
sind,    und  deren  Seitenflächen  aus    regeLtnässigen ,  aber  im  - 
gemeinen  verschiedenen  Polygonen  bestehen,  oder  auch  Polye    , 
die  zu  diesen  correlativ   sind.. 

Wenn  die    körperlichen   Winkel   sämmtlich  m- flächig   s  , 

so  ist 

F  —  2 
V=2  -', 

m  —  2  ' 

mithin  sind  die  allein  möglichen  Fälle: 

^  =  3,  2^^=  3F  =  6(i'^—  2), 
m=^A,  S=  2V  =  2(F—  2), 
m  =  5,     2S=  6V=j(F—2). 

Nur  in  den  beiden  ersten  Fällen   w  =  3  und  m  =  4 
Polyeder    von    2n   Ecken    für    ein   beliebiges   n   möglich;    j    - 
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rperliche  Winkel   wird   dabei   entweder   aus    zwei    dreieckigen. 

d  einer  n-seitigen  Seitenfläche  oder  aus  drei  dreieckigen  und 

ler  w-seitigen  Seitenfläche  gebildet;    ausser  diesen  Fällen  von 

esümmten  Polyedern  existiren  nur   noch  13   andere  Archime- 

sche   Polyeder   und   zwar    7    für    m  =  3,   4  für    m  ==  4    und. 

für  m=  5. 

Die  Untersuchungen  des  Archimedes  über  die  von  ihm 
•fuD denen  Polyeder  sind  uns  von  Pappus,  Coli.  Math.,  5,  über- 
3fert  worden;   vergl.  M.  Cantor,  Geschichte   der  Math.,  Bd.  1, 

Aufl.,  1894,  p.  292.  Nach  Pappus  hat  sich  Kepler,  Harm. 
'indi,  2,  p.  28  mit  den  Polyedern  beschäftigt.  Näheres  findet 
an  bei  Baltzer,  1.  c.  Ueber  Vielecke  und  Vielflache  existirt 
ich  ein  zusammenfassendes  Werk  von  Brückner,  Leipzig  1900. 


In  dem  Raum  von   4  Dimensionen  gibt  es    6  regelmässige 
olyeder  und  zwar: 

1)  Das  Pentaedroid,  von  5  Tetraedern  begrenzt,  von  denen 

je  4  eine  Ecke  gemeinschaftlich  haben;  es  hat  5 
Ecken,  10  Kanten,  10  Seitenflächen  und  ist  cor- 
relativ  zu  sich  selbst. 

2)  Das    Octaedroid,   von    8  Würfeln   begrenzt,    von    denen 

je  4  eine  Ecke  gemeinschaftlich  haben;  es  hat  16 
Ecken,   32  Kanten,   24   Seitenflächen. 

3)  Das  Hexadekaedroid  mit   16  Tetraedern,  8  Ecken,  24 

Kanten,  32  Seitenflächen;  es  ist  correlativ  zu  der 
vorhergehenden  Figur,  zu  der  es  sich  verhält,  wie 
das  Octaeder  zum  Cubus. 

4)  Ein  Polyeder,  das  24  Octaeder,  24  Ecken,  96  Kanten, 
96  dreieckige  Seitenflächen  besitzt;  es  ist  correlativ 
zu  sich  selbst. 

b)  Ein    Polyeder   mit    600    Tetraedern,    120    Ecken,    720 

Kanten,  1200  dreieckigen  Seitenflächen. 
6)  Ein  Polyeder  mit  120  Dodekaedern,  600  Ecken,  1200 
Kanten,  720  fünfeckigen  Seitenflächen;  es  ist  cor- 
relativ zu  dem  vorhergehenden. 
In  den  Räumen  von  mehr  als  4  Dimensionen  gibt  es  nur 
5  regelmässige  Polyeder;  sie  sind  Erweiterungen  der  ersten 
i^ei,  vorstehend  angegebenen  Polyeder,  wie  diese  ihrerseits  Er- 
weiterungen des  Tetraeders,  Cubus  und  Octaeders  sind. 
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Wenn  der  Baum  n  Dimensionen  hat,  so  ist  die  Anzalü  i 
Ecken  dieser  Polyeder  hez. 

w  +  1,     2",     2w, 

tvohei   das  erste  Polyeder  correlativ  zu   sich  seihst   und  von  d 
beiden  anderen  das  eine  correlativ  zu  dem  anderen  ist. 

Nimmt   man   an,    in    dem    Raum    von    n   Dimensionen 
der  Radius  der  Kugel,  in   welche   diese   Polyeder  eingeschrien 
sind,  gleich  1,  so  sind  die  Längen  der  Kanten  bez.  gleich 


V- 


Die  Ausäelinung  der  Euler'schen  Formel  auf  ein  Folyto  i 
im  Raum  von  n  Dimensionen  liefert: 

1  -  A'-o+  JVi  -  J\^2  +  ■  .  •  +  (--  1)«-'  =  0, 

worin  JVq,  N^,  iVg ,  .  ,  .   die  Anzahl  der  Ecken,  Kanten,  Seite  • 
flächen,  der  Räume  von  3  Dimensionen,    etc.    des  Polyeders  1 
zeichnen.      Stringham. 

lieber    die  regelmässigen  Polyeder  in    den    Räumen    von 
und  mehr  Dimensionen  siehe  Stringham,  1.  c;   Scheffler,  1 
jßolydimensionalen  Grössen,  Braunschweig  1880;  Schlegel,  1. 
Bull,  de  la  Soc.  math.,  10,  p.  172;  Bend.  Palermo.,  1891  so'^ 
R.   Hoppe,    Begelmässige    linear    begrenzte    Figuren    von 
Dimensionen,  Archiv  der  Math.,  67,  1882. 

Untersuchungen  über  die  Polyeder  stellten  ferner  a 
Poinsot,  Compt.  Bend.,  46,  1858,  p.  65;  Möbius,  Werke, 
Kirkman,  Mem.  Phil.  Soc.  Manchester,  1854,  1862;  Jorda 
Grelle,  66,  68,  70;  Eberhard,  ib.,  106;  Cesaro,  3Lem.  A 
Lincei,  6,  2.  Thl.,  p.  75,  1877;  Dostor,  Journ.  des  math. pm 
et  appliquees,  (2),  5,  p.  209,  1879. 

In  der  wiederholt  erwähnten  L.  Brill'schen  Sammlui 
befinden  sich  auch  Modelle,  welche  die  Projectionen  der  reg« 
massigen  Polyeder  des  Raums  von  4  Dimensionen  auf  den  Ran 
von  3  Dimensionen  darstellen. 

§  4.    Zusammenhang  der  Riemann'schen  Flächen. 
Reguläre    und   symmetrische   Riemann'sche   Flächen. 

In  Kap.  15,  §  2  des  ersten  Bands  des  Repertoriums  w 
schon  bei  Gelegenheit  der  algebraischen  Functionen  von  d 
sogenannten  Biemann'schen  Flächen  die  Rede.  Es  wurden  de 
speciell    die  zweiblättrigen   (hyper elliptischen)  Flächen   betrachi 
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d  angegeben,  auf  welche  Art,  d.  h.  durch  welche  Schnitte 
•h  diese  Flächen  einfach  zusammenhängend  machen  lassen. 

Bei  den  Flächen  von  beliebigem  Geschlecht  bietet  sich  auf 
laloge  Art  das  Problem  dar,  die  Fläche  zuerst  auf  einen  be- 
immten  Typus  zurückzuführen  und  dann  die  Schnitte  zu  con- 
ruiren,  die  sie  einfach  zusammenhängend  machen. 

Wir  gehen  auf  die  Einzelheiten  der  Lösung  dieser  Probleme 
er  nicht  näher  ein  und  erwähnen  nur,  dass  sich  Lüroth  in 
nem  kurzen  Aufsatz  „lieber  Verzweigungsschnitte  und  Quer- 
Imitte"  in  den  Math.  Ann..  4  und  dann  C  leb  seh,  ib.,  6  mit  ihnen 
3schäftigt  haben;  ihre  Resultate  wendeten  später  Kasten,  I>is- 
rt.,  Göttingen  1876  auf  den  Fall  einer  dreiblättrigen  Fläche 
id  Graf,  Dissert.,  Bern  1878  auf  eine  sechsblättrige  Fläche 
it  20  Verzweigungspunkten  an.  Andere  verwandte  Arbeiten 
nd  von  Lüroth,  Erlanger  Sitz.  Ber.,  1883;  Äbh.  der  kgl. 
lyr.  Äcad.,  München  1885,  1887. 


n 


Jeder  Verzweigungspunkt,  in  dem  sich  m^  Blätter  der 
lache  cyclisch  vereinigen,  ist  m^  —  1  einfachen  Verzweigungs- 
imkteu  gleichwerthig,  d.  h.  Punkten,  in  denen  nur  zwei  Blätter 
erbunden  sind.     Siehe  auch  Bepertorium,  1,  p.  389. 

Wenn  die  Fläche  n  Blätter  hat,  vom  Geschlecht  p  ist 
üd  die  Gesammtzahl  der  einfachen  Verzweigungspunkte,  denen 
ie  sämmtlichen  Verzweigungspunkte  der  Fläche  äquivalent  sind, 
genannt  wird,  so  ist: 

t=<2n  +  2p  —  2. 
Bas  Geschlecht  einer  Biemann'schen  Fläche  ist 
p  =  ~n  +  1  -^-  -l-^.  (m.  —  1)  , 

"orin  die  Summirung  ^  über  alle  Zahlen  m-^  zu  erstrecken  ist, 
'ddie  die  Anzahl  der  in  jedem  VerzweigungspunM  cyTdisch  mit- 
inander  verbundenen  Blätter  angeben. 

Ist  das  Geschlecht  p  gegeben,  so  ist  der  kleinste   Werth  der 

^ahl  n  die  grösste  ganze  in      ~r     enthaltene  Zahl. 

Hurwitz,  Ilath.  Ann.,  39  hat  gefunden,  dass,  wenn  die 
Werthe  von  z,  für  welche  eine  Riemann'sche  Fläche  mit  n  Blät- 
em  und  vom  Gesclilecht  p  Verzweigimgen  haben  soll,  gege- 
ben sind,  es  für  n^2  eine  Riemann'sche  Fläche  mit  diesen  Ver- 
'weigungen  gibt,  femer  -l(S^~^ —  l)  solche  Flächen  für  w  =  3; 
,^(2'-*_  1)    (3'-2_  1)  für   n  =  4;  etc. 
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Wenn  das   Geschlecht  p  =  0  und  die  Anzahl  der  Bläh 
n  (>  2)   ist,  so   beträgt  die  Anzahl  der  Biemann' sehen  Fläch 

(n-l)!    *^ 

Dieses  Problem  untersuchte  für  n  =  3  auch  Kasten,  1. 

Eine  Biemann'sche  Fläche  vom  Geschlecht  p  lässt  sich 
Allgemeinen  auf  oo?  Arten  conform  (winkeltreu)  auf  sich  sei 
abbilden;  dabei  ist  ^  =  3  für  p=0,  Q  =  1  für  p  =  1  'u 
^  =  0  für  p'>l.  Schwarz,  Crelle,  87;  Hettner,  G( 
Nachr.,  1880,  p.  386;  Noether,  Math.  Ann.,  20,  21;  Klei 
Ueber  Biemann's  Theorie  der  algebraischen  Functionen  tmd  Qu 
Integrale,  Leipzig  1882,  p.  66,  67. 

Alle  Biemann' sehen  Flächen  vom  Geschlecht  Null  lassen  s 
conform  ineinander  transformiren ;  sie  haben  keine  absolute  j 
Variante  (keinen  Modul);  d.  h.  es  existirt  kein  Ausdruck,  tvek) 
von  den  die  Biemann' sehen  Flächen  vom  Geschlecht  Null  besti 
menden  Constanten  abhängt,  und  unverändert  bleibt,  wenn  < 
Biemann'sche  Fläche  transformirt  wird. 

In  dem  Fall  p  =  1  gibt  es  dagegen  einen  einzigen  Mod 
für  i?  >  1  existiren  Zp  —  3,  im  Allgemeinen  ^p  —  3  -f" 
Moduln,  worin  q  die  oben  angegebene  Bedeutung  hat.  RiemaD 
Theorie  der  AbeV sehen  Functionen,  Crelle,  54,  1857,  §12. 

Jede  Biemann'sche  Fläche  mit  n  Blättern  und  t  Verzu 
gungspunkten  lässt  sich  durch  stetige  Variation  der  Constani 
in  jede  andere  Biemann'sche  Fläche  mit  derselben  Anzahl  r 
Blättern  und   Verziveigungspunkten  transformiren. 

Dieses  Theorem  lässt  sich  aus  den  Abhandlungen  t 
Lüroth,  Math.  Ann.,  4;  C  leb  seh,  ib.,  6  entnehmen;  si' 
Klein,  1.  c,  p.  66. 

Benutzt    man   den    für   die   Minimalflächen   geltenden  Sa 
dass  ihre  sphärische  Abbildung  conform  ist  (vergl.  Kap.  16). 
ergibt    sich :    Eine    auf  die  Kugel,    statt   auf  die  Ebene,    u 
gebreitete  Biemann'sche  Fläche  mit  mehreren  Blättern   lässt  t 
conform  auf  eine  Minimalfläche  abbilden.    Weierstrass. 

Man  erhält  so  eine  Fläche  von  gewöhnlichem  Ausseh 
die,  wie  die  Riemann'sche,  zum  Studium  der  analytischen  Fn 
tionen  benutzt  werden  kann;  mittelst  der  Principien  di^r  Ana r 
Situs  kann  zwar  bekanntlich  immer  eine  Fläche  von  gewöl 
lichem  Aussehen,  d.  h.  ohne  Verzweigungen,  gefunden  werd 
die  eine  Deformation  einer  beliebigen  Riemann'schen  Fläche  v 
Geschlecht  p   ist    (wie   z.  B.    die   Kugel    mit  p   Henkeln,   si^ 
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pert.,  1,  p.  392);  die  Bedeutung  des  vorstehenden  Theorems 
ruht  jedoch  darauf,  dass  die  Minimalüäche  und  die  Riemann- 
lie  sich  gegenseitig  conform  (winkeltreu)  aufeinander  abbilden 
5sen,  was  für  die  Kugel  mit  p  Henkeln  in  Beziehung  zur 
emann'schen  Fläche  nicht  gilt. 


Eine  Riemann'sche  Fläche  vom  Geschlecht  i?  >  1  kann  nicht 
lendlich  viele  ein-eindeutige  Transformationen  in  sich  selbst 
'Sitzen,  sie  kann  aber  eine  endliche  Anzahl  derselben  haben. 

Wenn  /"(w,  z)  ^  0  die  der  Riemann'schen  Fläche  in  der 
bene  z  entsprechende  Gleichung  ist,  so  wollen  wir 

u\  =  B^  (w,  £)  , 

tzen  und  dabei  seien  die  i?  rationale  Functionen,  welche  um- 
ekehrt  die  w^  z  als  rationale  Functionen  der  w^,  z^  liefern. 

Wir  nehmen  an,  die  vorstehende  Transformation,  die  wii- 
it  S  bezeichnen,  sei  so  beschaffen,  dass  für  sie  die  Biemann- 
he  Fläche  sich  in  sich  selbst  transformirt. 

Die  Anzahl  der  birationalen  oder  ein-eindeutigen  Transfor- 
mtionen  einer  Biemann' sehen  Fläche  in  sich  selbst  kann  nicht 
rösser  als  84  (^  —  l)  für  jp^l  sein.  Hurwitz,  Math.  Ann., 
1,  p.  424. 

Eine  birationale  Transformation  einer  Biemann'schen  Fläche 
n  sich  selbst  ist  immer  periodisch,  d.  h.,  ivenn  man  von  einem 
'^unkt  P  ausgeht  und  die  Transformation  m-mal  ausführt,  so 
nuss  man  ivieder  zu  P  zurückkehren.  Der  grösste  Werth  von 
n  ist  10  (p  —  1). 

Jede  Biemann'sche  Fläche,  die  eine  Transformation  in  sich 
elhst  von  der  Periode  m  hat,  lässt  sich  durch  eine  Gleichung 
oni  Typus  g)(tv'^,  z)  =  0  und  ihre  Transformation  durch  die 
educirten  Formeln 

2itt 

w   ==  e  "^  w 

z^  ==  z 
definiren. 

Dieses  letztere  Theorem  gilt  auch  f ür  jp  =  0  und  p  =  1:, 
es  ist,   wie    auch    die    vorhergehenden,    von    Hurwitz,    Math^ 
Ann.,  32. 

Ausser  den  S  lassen  sich  auch  noch  andere  Transformatio- 
nen denken,  die  durch  die  Formeln 
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definirt  werden;  darin  bedeuten  w,  z  die  zu  w,  z  conjugirt  co 
plexen  Werthe. 

Eine  solche  Transformation  möge  2J  heissen;  wir  köci 
annehmen ,  der  Eiemann'schen  Fläche  gehören  auch  Transf 
mationen   2  an. 

Alle  Transformationen  S  oder  2J,  welche  zu  einer  E 
mann'schen  Fläche  gehören,  bilden  offenbar  eine  Gruppe.  Si( 
Repert.  1,  p.  28,  204. 


« 


Eine  Riemann'sche  Fläche,  zu  welcher  eine  Transformat 
U  von  der  Periode  2  gehört  (so  dass  2^=1  ist),  heisst  5^ 
metrisch. 

Wenn  die  Relation  f{tv,  z)  =  0  reelle  Coefficienten  hat, 
leuchtet  ein,  dass  der  Riemann'schen  Fläche  die  Substitution 
vom  Typus 

tv,  ==  w. 


entspricht  und    die  Riemann'sche  Fläche  mithin  symmetrisch 

Es  gilt  aber  auch  umgekehrt :  Wenn  die  Biemann's 
Fläche  symmetrisch  ist,  so  existiri  unter  den  unendlich  vie 
Formen  der  Gleichung  f  =  0,  die  ihr  entsprechen,  immer  ei 
deren  Coefficienten  reell  sind. 

Auf  den  symmetrischen  Flächen  gibt  es  Linien,  die  bei  > 
Linientransformation  (Symmetrie)  unverändert  bleiben.  Die  u 
zahl  dieser  Linien  kann  nicht  grösser  als  p  -\-  1  sein. 

Die  symmetrischen  Riemann'schen  Flächen  wurden  \ 
Klein,  Riemann's  Theor.  der  alg.  Funct.  etc.,  Leipzig  18 
und  dann  von  Weichold,  Zeitschr.  für  3Iatli.,  28  untersuc 
Ihnen  ist  ein  grosser  Theil  von  Kleines  autographirten  V 
lesungsheften,  V,  Riemann'sche  Flächen,  Heft  2,  S.  S.  1892,  ( 
Teubner  in  Leipzig  erschienen)  gewidmet. 


Eine  Riemann'sche  Fläche  mit  N  Blättern,  die  sämmtl 
gleich  verzweigt  sind,  d.  h.  so,  dass  N  Transformationen  exi' 
ren,    bei    welchen   man   von    einem   Blatt    zu    einem    beliebig 


§  4.   Reguläre  Riemann'sche  Flächen.  573 

I  leren  übergehen  kann,  heisst  eine  regulär  verzweigte  Biemann- 
''  Fläche  oder  auch  einfach  regulär. 

Jede  einer  binomischen  Gleichung  entsprechende  Biemann'sche 
p!  äcfee  ist  regulär. 

Auf  einer  solchen  Riemann'schen  Fläche  müssen  die  Ver- 
eigungspunkte  so  angeordnet  sein,  dass  sich,  wenn  ^  =  ^o 
i  Werth    von   0  ist,   für    welchen   eine   Verzweigung   besteht, 

N 
^  N  Blätter    iür  0  =  Zq   in    —  Cjclen  vertheilen,  von  denen 

ler  r-  Blätter  hat.  ' 

Das  Geschlecht  ist  in  diesem  Fall: 


^=-^  +  1+12' 


Irin  r-  die  Anzahl   der  cyclisch   in  jedem  Verzweigungspunkt 

sreinigten  Blätter  bedeutet  und  die  Summirung  ^  über  alle 
erzweigungsstellen,  d.  h.  alle  Verzweigungspunkte,  die  in  einem 
nzigen  Blatt  enthalten  sind,  zu  erstrecken  ist. 

Es  sei  die  Gleichung  f(w,z)  =  0  gegeben;  man  betrachte 
e  als  eine  algebraische  Gleichung  in  Bezug  auf  die  einzige 
ariable  w;  d.  h.  man  denke  sich,  die  Variable  0  trete  darin, 
ie  ein  Parameter,  auf,  und  man  bilde  dann  die  Galois'sche 
'esolvente  dieser  Gleichung. 

Man  erhält  eine  zweite  Gleichung  von  einem  gewissen 
rad  iV',  gleich  der  Anzahl  der  Substitutionen  der  Gruppe, 
ie  zu  der  gegebenen  algebraischen  Gleichung  gehört,  vergl. 
lepert.,  1,  p.  104;  die  Riemann'sche  Fläche  mit  N  Blättern, 
welche  der  Galois' sehen  Besolvente  mit  einem  Parameter  entspricht, 
>t  regulär  verzweigt. 

Die  Riemann'schen  regulär  verzweigten  Flächen  wurden 
uerst  von  Klein,  Math.  Ann.,  14  untersucht.  Er  studirte 
peciell  den  Fall  p  =  B,  N  =  IßS,  welcher  einer  Galois'schen 
iesolvente  der  Modulgleichung  für  die  Transforaiation  7*®"^  Ord- 
nung der  elliptischen  Functionen  entspricht. 

Später  beschäftigte  sich  mit  ihnen  Dyck,  Dissert.,  Mün- 
•hen  1879;  Math.  Ann.,  17,  20,  der  die  Fälle  p  =  1,  2,  3  und 
n  einer  anderen  Arbeit  in  demselben  Bd.  17  der  Math.  Ann., 
?•  510  auch  den  Fall  jp  =  3,  A^=  96  betrachtete. 

üeber  die  "Werthe  von  N,  welche  den  Werthen  p  =  0,  1 ,  2 
entsprechen,  siehe  Appell-Goursat,  Fonct.  algehr.,  Paris  1895, 
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p.  241  und  ff.,  wo  man  auch  noch  andere  Angaben  findet.  F 
p  =  0  erhält  man  Riemann'sche  Flächen  von  12,  24,  60  Blattei 
die  zugehörigen  Gruppen  sind  Polyedergruppen.  Vergl.  Hepeti., 
p.  375  u.  ff. 

Die  diesen  Fällen  entsprechenden  algebraischen  Gleichung 
lauten : 


N=60,     z  = 


io^w\w^  —  ly  ' 

(_  w;^Mi_?^^5^—  494 ?<;^*'  —  228 iü^  —  1)' 


Die  in  der  ersten  Formel  enthaltenen  Polynome  liefe 
gleich  Null  gesetzt,  die  sogenannten  Tefraedergleichungen,  vei 
JRepert.,  1,  p.  377;  der  fahler  und  Nenner  der  zweiten  Fori 
entsprechen  den  sogenannten  Polynomen  des  Cubus  und  ( 
Octaeders;  der  Nenner  der  letzten  Formel  ist  die  5*®  Pot( 
des  Polynoms  des  Ihosaeders  und  der  Zähler  dessen  Hesse's( 
Form.  Siehe  Klein,  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  Leip 
1884. 

Wichtig    ist    das    folgende    Theorem    von    D  y  c  k ,    M( 
Ann.,  20,  p.   30,    das  Hurwitz    verallgemeinert   hat,   ib., 
p.  421: 

Wenn   eine  endliche  Gruppe  von  N  Transformationen 
geben  ist,  so  lässt  sich  immer  eine  regulär   verzweigte  Bicma) 
sehe  Fläche  von  N  Blättern  finden,    deren   Gruppe   hoJoedri 
isomorph  zur  gegebenen  Gruppe  ist. 

Mit  Hülfe  dieses  Theorems  kann,  wenn  eine  Riemann's« 
Fläche  gegeben   ist,    die    eine  Gruppe   von  Transformationen 
sich   selbst   hat,    immer    eine    regulär    verzweigte   Riemann's' 
Fläche  construirt  werden,  welche  dieselbe  Gruppe  besitzt. 

Femer: 

Ist  eine  Gruppe  von  Transformationen  gegeben,  so  lässt  ■ 
immer  auf  viele  verschiedene  Arten  eine  Biemann'sclie  Fla 
construiren,  ivelche  eine  Grupx^e  hat,  die  holoedrisch  isomorpli 
der  gegebenen  ist.     Hurwitz. 


§  5.    Die  Riemann' sehen  Flächen  von  Klein.  575 


;  5.    Die  Riemann'sclieii  Flächen  in  projectivem  Sinn 

von  Klein. 

Da  die  Biemann' sehen  Fläehen  in  projeetivem  Sinn,  die 
ein  studirt  hat,  in  naher  Beziehung  zu  dem  Gegenstand 
seres  Kapitels  stehen,  so  wollen  wir  zum  Schluss  noch  einige 
orte  über   sie  sagen. 

Wir   betrachten    eine  Curve   von   einer   gewissen  Classe  m. 
)n  jedem  reellen  Punkt  P  der  Ebene  lassen  sich  m  Tangenten 
die  Curve  ziehen,  von  denen  ein  Theil  imaginär  sein  kann; 
ier  imaginären  Tangente  entspricht  ein  imaginärer  Berührungs- 
inkt, also  ein  imaginärer  Punkt  der  Curve. 

Wenn  wir  uns  daher  den  Punkt  P  in  ebensovielen  aufeinander 
legten  Blättern  so  oft  gezählt  denken,  als  imaginäre  Tangen- 
Q  von  P  aus  an  die  Curve  gezogen  werden  können  und  als  es 
^her  imaginäre  Punkte  der  Curve  (Berührungspunkte  der  von  P 
IS  gezogenen  Tangenten)  gibt,  so  stellt  die  Gesammtheit  der  so 
igeordneten  Punkte  P  ein  reelles  geometrisches  Gebilde  dar, 
m  dessen  Punkten  jeder  einzelne"  einem  imaginären  Punkt  der 
irve  entspricht.  Was  nun  die  reellen  Punkte  der  Curve  an- 
iht,  so  erhält  man  sie  ebenso,  wenn  der  Punkt  P  auf  den 
'eilen  Zweig  der  Curve  zu  liegen  kommt,  weil  alsdann  zwei 
)njugirte  imaginäre  Tangenten  sich  vereinigen  und  eine  reelle 
angente  mit  einem  reellen  Berührungspunkt  liefern.  Die  Ebenen- 
ücke,  die  von  den  Punkten  P  gebildet  werden,  müssen  mithin 
a  der  reellen  Contour  der  Curve  endigen  und  sich  dort  zu  je 
veien  miteinander  verknüpfen. 

Man  habe  z.  B.  eine  Ellipse.  Die  einzigen  Punkte  der 
bene,  von  denen  aus  man  imaginäre  Tangenten  an  sie  ziehen 
ann,  liegen  in  ihrem  Inneren,  und  zwar  können  von  diesen 
unkten  aus  je  zwei  conjugirte  imaginäre  Tangenten  an  sie  ge- 
igen werden;  man  muss  sich  daher  denken,  der  Theil  der 
bene  im  Inneren  der  Ellipse  sei  in  zwei  gleiche  Blätter  ver- 
oppelt  und  diese  seien  längs  der  Ellipse  miteinander  ver- 
unden.  Man  erhält  eine  Fläche,  die  sich,  wie  man  sieht, 
^mittelbar  in  eine  Kugel  deformiren  lässt  (eine  Fläche  vom 
-eschlecht  Null). 

So  leicht  ist  aber  die  Construction  der  Fläche  nicht,  wenn 
ie  Fundamentalcurve  von  höherer  Classe  ist;  das  Problem, 
•elches  dabei  zu  lösen  ist,  besteht  darin,  die  Art  zu  ermitteln, 
uf  welche  die  verschiedenen  Blätter  verbunden  werden  müssen: 
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es  wird  gewisse  Theile  der  Ebene  geben,  die  als  doppelt,  gewis; 
andere,  die  als  vierfach  etc.  anzusehen  sind. 

Wir  geben  die  folgende  Literatur  über  diesen  Gegenstar 
an:  Klein,  Math.  Ann.,  7,  10;  Harnack,  ib.,  9,  welcher  die  dt 
Curven  3*®'  Classe  entsprechenden  Riemann'schen  Flächen  co] 
struirte  und  Haskell,  Dissert,  Baltimore  1890,  der  sich  specie 
mit  der  Curve  4*®'"  Classe  beschäftigte,  deren  Gleichung  in  G 
radencoordinaten 

lautet.  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  automorpi 
Eorm;  ihre  Gruppe  enthält  168  Transformationen.  Siehe  Bepei 
1,  p.  346. 


Kapitel  XIX. 
Projective  Creometrie  der  mehrdimensionalen  Räume. 

§  1.    Allgemeines.     Lineare  Mannigfaltigkeiten. 
Projective  und  metrische  Relationen.     Homographische 

Correspondenzen. 

-Wenn  n  Variable  ic^,  a^g,  .  .  . ,  i*?„  gegeben  sind,  &o  ist  jede 
rruppe   von   speciellen  (reellen   oder   auch  complexen)   Werthen 
■ser  Variablen  ein  Element  (Punkt)  eines  Raums  von  n  Dimen- 

Äen,  eines  Hyperraums,  den  wir  mit  B^  bezeichnen  wollen. 
Statt  n  Variable  kann  man  auch  n  -f-  1  und  die  Ver- 
:  läLtnisse.  von  n  dieser  Variabein  zur  letzten  betrachten ;  der 
^unkt  des  B^  wird  durch  die  Werthe  dieser  Verhältnisse  be- 
tirnmt  und  die  entsprechenden  Werthe  der  n  -\-  1  Variabein 
vimn  man  die,  homogenen  Coordinaten  des  Punkts  nennen;  sie 
vönnen  alle  möglichen  Werthe  annehmen,  nur  dürfen  sie  nicht 
änimtlich  Null  sein. 

Eine  homogene  lineare  Gleichung  zwischen  diesen  homogenen 

oordinaten  definirt    eine   lineare  im   R^   enthaltene ,  Mannlgfal- 

iglceit,  welche   man  eine   7i — l-dimensionale.  Ebene,  En  —  i  im 

R„,  oder,   wie   die  Franzosen   und    Italiener    sagen,   Hyper ebene 

'  aennt.      Der  Baum  B^   enthält  op"   solche  Ebenen,    u'ie   er  <X)" 

k  Tunkte  enthält. 

Die    Ebene   j&„_i   und   der   Punkt   können    als    zueinander 
iuale  Elemente    des    Raums    B^^    angesehen   werden;    jene   kann 
man  sich  aus  Punkten,  diesen  dual  aus  Ebenen  E,i  —  i.  zusammen- 
k  gesetzt  denken. 

Zu  homogenen  Coordinaten  einer  En  —  i  kann  man  die  n-\-l 
Coefficienten  ihrer  Gleichung  nehmen. 

Die    Gesammtheit    der     Punkte,     deren     Coordinaten    zwei 

linearen  Gleichungen  genügen,  bildet   eine  Mannigfaltigkeit    von 

1^  —  2  Dimensionen,  die  man  n  —  2-dimimsionale  Ebene  JB«-^2 

.  nennt;    die   Italiener    sagen   bipiano',    die    durch   k  lineare  Glei- 

'  Pascal,  Eepertorium.  11.  37 
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chungen   gegebene    Mannigfaltigkeit  heisst    eine    n  —  k-difm 
sionale  Ebene  JEn—k- 

Eine  Eq  ist  ein  Punkt:  eine  jETj  nennt  man  eine  Ger^. 
eine  JE^  bezeichnet  man  auch  bisweilen  als  gewöhnliche  Ebei 
eine  E^  als  gewöhnlichen  Kaum. 

Nimmt  man  zu  Elementen  des  i?^  die  n  —  1  -  dimens] 
nalen  Ebenen  -E„_i  anstatt  der  Punkte,  so  ergibt  sich  dur 
einfache  bekannte  Betrachtungen  anstatt  der  v  -  dimensional 
Ebene  E^  ein  («  —  v  —  iVdimensionales  ebenes  Punkt gebil 
P^_,_i,  durch  das   cc*^  -£"«— i  hindurchgehen. 

Die  E^  und  die  P«_,_i  bilden  die  beiden  Reihen  von  Grün 
gebilden,  die  sich  im  Raum  B^  dual  entsprechen:  die  aus  Punkt 
bestehende    E^    und    der    von    cc""-    E„—i    umhüllte   P^    si 
Gebilde    1**'  Stufe   (von   einer  Dimension);    die  E^   und  der 
sind  Gebilde  2^"  Stufe,  und  so  weiter. 

Die  Ebene  £„_»  wird  im  Aügemeinm  durch  n  —  Ä*  + 
Pitnlie  bestimmt:  sie  ist  ein  linectrer  Baum  (» —  k)*^  Dirne 
siopi,  ein  im  B^  enthaUener  Baum  -R«_i- 

Zicei    lineare  im   B^    enthaltene   Bäume  B^^i   und  B 
haben    im    Allgemeinen    keine    Butiki^    gemeinschaftlich,    ioa 
A:  -j-  Ä:'>  n  ist:  sie  haben  mindestens  einen  Baum  B^  genui 
schafUkh,  vsemi 

k  -\-  k'  =  n  —  r     ist; 

auch   trenn   k  -{-  k'^  n    ist,   können   sie   Punkte  gemehistha^ 
lieh  haben. 

Wetm  B^,  B/  keine  Punkte  gcm^nsam  haben  und  zum 
gehören,  so   ist  der  lineare  Baum  kleinster  Dimension,  der  zu 
B^  gehört  und  sie  beide  enthält,  von  der  Dimension  r  +  r'-f- 

Haben  femer  B^  und  Br'  einen  Raum  i?„  gemeinsam, 
gilt  der  Satz: 

Wetm  sicei  lineare  Bäume  B^  und  B^'  emen  Baum  1 
gemeifisam  haben,  so  ist  der  lineare  Baum  kleinster  Dimension 
der  sie  enthWt,  von  der  Dimension 

t  =  r  -\-  r' —  m, 
d.  h.,  es  ist 

t  -\-  m  =  r  -\-  r'. 

Weitere  Resultate  über  die  in  einem  B^  enthaltenen  lineart 
Räume    findet    man    bei   Bertini,    Bend,  Istit.  Lomb.,    l^- 
Segre,  Bend,  Palermo,  2,  1888;    Castelnuovo,   Bend.  ^c 
Zinoei,  1889. 


l 


§  1.    Parallele  lineare  Mannigfaltigkeiten.  579 

Durch  Erweiterung  der  gewöhnlichen  Formeln  und  Betrach- 
ngen  der  analytischen  Geometrie  und  durch  Einführung  der 
dgriffe  des  Parallelismus  ^  der  senkrechten  Bichtung ,  des  Ab- 
inds,  der  Winkel  etc.  lässt  sich  eine  metrische  Geometrie  der 
ehrdimensionalen   Räume  aufstellen. 

Solche  Betrachtungen  wurden  von  Jordan,  Bull,  de  la  Soc. 
\ath.,  3,  p.  103  und  von  D'Ovidio,  Mcm.  Acc.  Lincei,  1877; 
'^ath.  Ann.,  12  angestellt;  der  letztere  Autor  verallgemeinerte  die 
ormeln,  indem  er  ein  beliebiges  quadratisches  Gebilde  im  B^ 
ine  hyper quadratische  Fläche)  als  das  Absolute  des  Raums  an- 
iihm  (siehe    weiter    unten   Kap.   21). 

Zwei  Ebenen  En—i  mit  den  Gleichungen  (in  nicht  homo- 
'inen  Coordinaten) 

«1^1  H h  %.^«  +  «  =  0, 

4ssen  paraUel,  wenn 

Es  seien  zwei  lineare  Mannigfaltigkeiten  Bn—hi  ^n—v 
'geben,  von  denen  die  erste  von  der  Dimension  n  —  k  durch 
e  Gleichungen 

A  ==  «11  ^i   H h  (lln^n  +  «1   =  Ol 

Ba  —  k 

ifinirt  wird  und  die  zweite  von  der  Dimension   n  —  k^  durch 
.e  Gleichungen 


Bn- 


A'=  ^'1^1   H h  ^l^'n^n  +  ßk'  =  0 

Von  den  im  Bn—k  enthaltenen  JB„_i  seien  q  von  einander 
labhängig*)  und  ebensovielen  im  Bn—k'  enthaltenen  En—i 
irallel;  wir  sagen  dann,  die  beiden  linearen  Mannigfaltigkeiten 
\—k ,  Bn—k-  haben  einen  Barallelismus  q^^^  Ordnung. 


*)  d.  h.  so  beschaffen,  dass  keine  identische  lineare  Relation 
it  Constanten  Coefficienten  zwischen  den  linken  Seiten  ihrer  Glei- 
mngen  besteht. 

37* 
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Wenn  Ic  ^k'  und  q  =  k  ist,  wird  die  erste  Mannigfalt 
keit  der  zweiten  parallel  genannt. 

Die  beiden  Mannigfaltigheiten  haben  einen  Parallelisn. 
jo*®'^  Ordnung,  wenn  die  n  Gleichungen 

sich  auf  nur  k  -\-  k' —  q  von  einander  verschiedene  Gleichunc 
reduüiren  lassen,  d.  h.  wenn  die  Matrix  der  Coefficienten  die. 
Gleichungen  den  Bang  k  -\-  k'  —  q  hat. 

Der  Abstand  zweier  Punkte  (x),  (y)  ist  durch 

Vi^i  —  Vif  H h  K  —  ynf      gegeben. 

Der  Abstand  eines  Punkts  von  einer  linearen  Mannigf 
tigkeit  ist  der  Abstand  des  gegebenen  Punkts  von  dem  Pur 
der  Mannigfaltigkeit,  der  ihm  am  nächsten  liegt;  der  letzt» 
heisst  die  orthogonale  Protection  des  gegebenen  Punkts. 

Der  Abstand  zweier  linearer  Mannigfaltigkeiten  ist  • 
Abstand  derjenigen  beiden  Punkte  der  einen  und  der  ander 
die  sich  am  nächsten  liegen. 

Eine    lineare   Mannigfaltigkeit    Bn—k'    heisst    senkrecht   ; 
einer   anderen   Bn—ki   wenn,    nachdem   durch    einen    Punkt    ' 
Raums  zwei  Mannigfaltigkeiten  Bn—k'i  ^«_t  parallel  zu  Bn 
bez.  zu  Ba—k  gelegt   wurden,  jeder  Punkt   von  B'n—k'  sich  : 
B',i—k   in    einen    Punkt    projicirt,    der    dem    gemeinschaftlicl  ' 
Schnitt  der  beiden  Mannigfaltigkeiten  B'  angehört. 

Wenn  Bn—k'  senkrecht  auf  Bn^k  steht,   so    ist   umgehe'- 
auch  Bn—k  lothrecht  m  Bn—r- 

Sind  zwei  Gerade  mit  den  Gleichungen 


X^  —  «1 

x^  —  a^ 

^n  -  «« 

^1 

^i   , 

^« 

x^  —  b. 

^2  —  K 

^^n-K 

ß^  ß.  ßn 

gegeben,  so  bleibt  der  Ausdruck 

^i-rßr) 


cos^  6 


r       V  r 


seinem   Werth  nach   unverändert   (ist   eine  Invariante)  fiir.j 
beliebige     lineare    ortJwgonale    Transformation    der    Coordina 
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h.  für  eine  lineare  Transformation,  die  auf  die  Variabehi  x 
tsgeüht  icird  und  deren  Determinante  orthogonal  ist.  Repert., 
S.  48. 

Der  Winkel  6  heisst  der   Winkel   der  beiden  Geraden. 

Sind  zwei  beliebige  lineare  Mannigfaltigkeiten  gegeben,  so 

mn  man  mittelst  der  vorstehenden  Formel  die  Winkel  berech- 

m,  welche  die  Geraden  der  einen  mit  den  Geraden  der  anderen 

Iden.    Der  kleinste  aller  so  erhaltenen  Winkel  heisst  der  Winkel 

W  beiden  Mannigfaltigkeiten. 

Die  beiden  Marmigfaltigkeiten  stehen  senkrecht  aufeinander, 
enn  dieser  Winkel  ein  rechter  ist;  alsdann  ist  jede  Gerade  der 
nen  stets  lothrecht  zu  jeder  Geraden  der  anderen. 


Einen  Raum  B^,  mit  einem  Mr'  schneiden,  heisst  den  beiden 
emeinsamen  Raum  R^^^  ==  RrJ^r'—n  construiren;  den  Raum  R^. 
on  einem  Raum  Rr'  aus  projiciren.,  heisst  den  Raum  RrJ^r'-{-i 
3nstruiren,   der  sie  beide  enthält. 

Sind  in  zwei  Räumen  R^,  Rn  zwei  Gruppen. von  n  -\-  2 
^unkten  gegeben.,  so  kann  man  stets  durch  Projectionen  und 
chnitte  von  der  ersten  Gruppe  zur  zweiten  übergehen. 

Zwei  Räume  von  n  Dimensionen  R^,  Rn   heissen  projectiv 

der  homographisch  oder  collinear,   wenn   zwischen    den   in    dem 

inen  enthaltenen    linearen   Räumen    und    den   in    dem    anderen 

athaltenen  eine  stetige  ein-eindeutige  Correspondenz  derart  besteht, 

ass    zweien    sich   angehörenden    Räumen    in    dem    einen    zwei 

1  benfalls  sich  angehörende  Räume  des  anderen  entsprechen,   und 

I  fenn  ferner  jeder  Punktreihe    des  einen  eine  projective   Punkt- 

I  eihe  in  dem  anderen  zugeordnet  ist. 

I  ■  Ztvei  homographische  und  superponirte  Räume  R^,  R'n  können 
\  eine  n  -{-  2  Pmikte  gemeinschaftlich  haben,  ohne  zusammenzu- 
i  allen,  es  sei  denn,  n  -\-  1  beliebig  aus  diesen  herausgegriffene 
\\nkte  liegen  in  derselben  En—i- 

j  Auf  ähnliche  Art  werden  die  Correlation  oder  Dualität  oder 
I  leciprocität  zwischen  zwei  Räumen  definirt. 

Eine  Homographie  zwischen  zwei  Räumen  wird  analytisch, 
vie  gewöhnlich ,  so  dargestellt,  dass  man  lineare  Relationen 
wischen  den  Coordinaten  der  sich  in  den  beiden  Räumen  ent- 
prechenden  Punkte  festsetzt;  die  Homographie  ist  allgemein ,^ 
v^enn  die  Determinante  der  Coefficienten  dieser  linearen  Rela- 
ionen  von  Null  verschieden  ist;  man  kann  sich  aber  denken, 
liese  Determinante  sei  Null,  und  habe  den  Rang  fdie  Charakteristik) 
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n  —  ^^ -{-  1?  siehe  Repert.,  1,  p.  89;  man  erhält  dann  ( 
sogenannten  singulären  HomograpJnen  von  ■  der  Species  h. 
diesem  Fall  existirt  in  einem  der  beiden  Bäume  ein  Unea) 
Baum  B'h  —  i  von  der  Dimension  h  —  1  (ein  singulärer  Baun 
der  so  beschaffen  ist,  dass  jedem  seiner  Funkte  alle  Funkte  ( 
anderen  Baums  entsprechen;  und  umgekehrt:  in  dem  zweit 
Baum  gibt  es  einen  Baum-  B^—h  von  der  Dimension  n  — 
(singulären  Baum),  dessen  Punkten  in  dem  ersten  Baum  o 
Funkte  eines  Baums  B'h  entsprechen,  der  den  singulären  Bai 
B'h—i  enthält. 

Mit  dem  Studium  der  Theorie  der  Homographie  der  mal 
dimensionalen  Räume  hat  Veronese  in  der  weiter  unten  citirt 
Arbeit  den  Anfang  gemacht;  es  wurde  dann  weiter  verfol 
von:  Segre,  Mem.  Acc.  Lincei ,  1884 — 1886;  Mem.  Acc.  2 
Tino,  1885;  Bertini,  Bend.  Ist.  Lomb.,  1886 — 87;  Atii  A 
Torino,  1887;  Predella,  Ann.  di  mat,  (2),  17;  Atti  Acc.  2 
Tino,  1891 — 92;  etc.  Siehe  die  Darstellung  in  Muth's  Theo, 
und  Anwendung  der  Elementartheiler,  Leipzig  1900,  §17,  Clt 
siffcationen  der  Collineationen  in  einem  Baum  beliebig  ho] 
Dimension. 

Es  waren  Cayley,  Cambr.  math.  Journ.,  4,  1845;  Crel 
1846;  Werke,  1,  p.  55,317  und  Cauchy,  Compt.  Bend.,  184 
die  zuerst  die  Ausdrücke  der  Geometrie  von  n  Dimensionen  a 
wendeten,  während  die  erste  Definition  der  Mannigfaltigkeit 
von  n  Dimensionen  wohl  Grassmann  in  seiner  Ausdehnun; 
lehre,  Leipzig  1844,  Berlin   1862   zu  verdanken  ist. 

Die  erste  gründliche  Erörterung  der  Principien  der  GeometJ 
in  einem  beliebigen  Raum  ist  von  Riemann,  lieber  die  Hyi 
thesen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen,  1854,  veröffentlic 
1867,  von  dem  auch  der  erste  Begriff  der  Krümmung  eii 
höheren  Raums  herrührt.     Siehe  weiter  unten  Kap.   20. 

Die  Arbeiten  und  Untersuchungen  über  die  Geometrie  v 
n  Dimensionen  lassen  sich  bei  dem  heutigen  Stand  der  Wisse 
Schaft  in  drei  Kategorien  eintheilen. 

Zu  der  ersten  kann  man  alle  diejenigen  zählen,  welche  ( 
Grundprincipien  der  Geometrie  in  absolutem  Sinn  betrejff« 
d.  h.  unabhängig  von  getvissen  Fundamentalhypothesen  über  < 
Natur  des  Raums,  z.  B.  von  der  Hypothese  über  die  Linearit 

Von    den    Studien ,    welche    diese   Richtung   verfolgen , 
denen  sich  dann  auch  die  Untersuchungen  von  Lobatschefsl 
und   Bolyai   über   die  Grundlagen  der  nicht- Euklidischen  G* 
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'•/e    gesellen    (siehe    Kap.    21),    sind    die    wichtigsten    von 

emann,   1.  c;  Cayley,  Fhil.  Trans.,  93,   1859;    Werke,  2; 

Itrami,  siehe  Kap.  20  und  21;  Helmholtz,   Ueher  die  That- 

'>cn,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen,  Gott.  Nachr.,  1868; 

in,  Math.  Ann.,  4,  6;    De  Tilly,   Essai  sur  les  principes 

:nlam.  de  la  Geom.,  Bordeaux  1879;  Georg  Cantor,  Grelle, 

t,  oder   auch  Acta  matJi.,  2;    Lie,   Leipz.  Ber.,  1886,   1890; 

iiroth,  Sitzungsher.  der  phys.-med.  Societät  zu  Erlangen,  1878, 

•«99,  Abbildung   von   Mannigfaltigkeiten    verschiedener   Dirnen- 

>ncn;  etc. 

Systematische  Behandlung    erfährt   derselbe   Gegenstand    in 

n  Büchern    von  Pasch,    Vorleswngen  über  neuere   Geometrie, 

I  3ipzig  1882;    Veronese,  Eondamenti   di  Geometria,  etc.,  Pa- 

"a  1891,   deutsch  von  Schepp  unter  dem  Titel:   Grundzüge 

Geometrie  von  mehreren  Dimensionen,   Leipzig  1894;    Kil- 

ng,  Einführung  in  die  Grundlagen  der  Geometrie,   Paderborn 

S93;  Hilbert,   Grundlagen  der  Geometrie,  Leipzig  1899.    Am 

3hluss    des    umfangreichen   Yeronese'schen  Werks    sind   viele 

tstorisch -kritische  Angaben  zusammengestellt. 

Zu  der  zweiten  Kategorie  gehören  die  Arbeiten  üher  die 
usdehnung  der  Begriffe,  Formeln  und  Sätze  der  gewöhnlichen 
ifinitesimalgeometrie  auf  die  Räume  von  mehreren  Dimensionen 
iiehe  Kap.  20);  zu  der  dritten  schliesslich  die  Forschungen, 
eiche  die  Begriffe  und  Probleme  der  projectiven  und  metri- 
ihen  Geometrie  der  Ebene  und  des  gewöhnlichen  Raums  auf 
eliebig  hohe  Mannigfaltigkeiten  auszudehnen  suchen. 

Die  bereits  citirten  Schriften  von  Jordan  und  D'Ovidio 
Lud  der  letzteren  Richtung  zuzuzählen,  zu  welcher  auch  die 
nindlegende  Arbeit  von  Veronese  in  den  Math.  Ann.,  19  zu 
echnen  ist. 

Auf  dieser  Arbeit  fussend,  begann  man  die  projective 
reometrie  der  mehrdimensionalen  Räume  zu  begründen,  d.h. 
ie  Theorie  der  allgemeinen  Homographien,  die  Lehre  von  den 
1  einem  jR^  enthaltenen  Mannigfaltigkeiten  höherer  Ordnung 
öd  speciell  auch  die  Theorie  der  in  einem  M^  enthaltenen 
quadratischen  Gebilde,  Curven,  Regelflächen,  etc. 

Es  ist  natürlich,  dass  man  auch  die  birationalen  Correspon- 
enzen  der  Ebenen  und  der  gewöhnlichen  Räume  auf  die  mehr- 
dimensionalen Räume  zu  erweitern  suchte.  Siehe  Kap.  6,  §  5; 
'^ap.  9,  §  6.  Arbeiten  darüber  sind  von  Noether,  Math, 
^nn.,   2;    S.  Kantor,   Bend.   Ist.  Lomh.,  1894;  Brill,  Quart. 


584    Kap.  XIX.  Projective  Geometrie  der  mehrdimensionalen  Räur 

Journ.,  27,  1895  und  für  den  Eaum  von  4  Dimensionen  von  D 
Pezzo,  jRend.  Acc.  Napoli^  1896—97. 

Die  darstellende  Geometrie  in  dem  Raum  von  4  Dimension 
wurde   von  Veronese,   Atti  Ist.  Veneto,.  1882    behandelt. 

Betrachtet  man  ferner  als  Element  des  Raums  von  4  o( 
mehr  Dimensionen  nicht,  wie  bisher,  den  Punkt,  sondern  < 
Gerade,  so  lässt  sich  eine  Liniengeometrie  aufstellen;  Unt 
suchungen  dieser  Art  sind  von  Segre,  Bend.  Palermo,  2  u 
Castelnuovo,  Atti  Ist.  Veneto,  1891. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  bemerken,  dass  die  Kinema 
in  den  höheren  Räumen  von  Jordan,  1.  c,  dann  auch  t 
Clifford,  Froc.  Lond.  math.  Soc,  1876;  Beltrami,  Bt 
Scienc.  math.,  1876  und  von  Anderen  untersucht  wurde;  « 
Verzeichniss  zahlreicher  hierher  gehöriger  Arbeiten  findet  m 
bei  Loria,  II  passato  e  il  presente  delle  principali  teorie  geo, 
2.  ed.,  Torino  1896.  p.  308,  309,  deutsche  Ausg.  von  Schüt^ 
Die  hauptsäcJilicJisten  Theorien  der  Geometrie,  Leipzig  1888,  p.  11 

§  2.    Nicht  lineare  Mannigfaltigkeiten. 
Flächengebilde  im  -R^.     Monoidale  Darstellung. 

Die  Gesammtheit  der  Punkte  des  JB„,  deren  Coordinal 
einer  rationalen  homogenen  Gleichung  mit  ganzzahligen  Coe 
cienten  von  der  Ordnung  v  in  den  Variabein  genügen,  hei 
ein  algebraisches  Flädiengehilde  (Hyper fläche)  v*®^  Ordnung  im  1 

Die  Zahl  v  gibt  die  Anzahl  der  Punkte  an,  in  denen  e 
Gerade  das  Flächengehilde  (die  Hyperfläche)  schneidet. 

Eine  Hyperfläche  v^^^  Ordnung  ist  durch 


N 


w=("r)-i 


willkürliche  Punkte  he  stimmt. 

Durch  einen  Punkt  P  einer  Hyperfläche  kann  man  Gert 
ziehen ,  welche  in  diesem  Punkt  mit  der  Hyperfläche  zi 
Schnitte  gemeinsam  (eine  zweipunktige  Berührung)  haben;  ' 
Ort  aller  dieser  Geraden  ist  eine  En—\,  die  Hyperherührwn 
ebene  an  die  Hyperfläche  in  P  heisst. 

Man  nennt  Classe  der  Hyperfläche  die  Anzahl  ihrer  Hyp 
berührungsebenen ,  die  durch  einen  linearen  Erzeugungsrai 
Bn—2  des  Raums  -R„  gehen;  die  Classe  einer  Hyperfläche  i 
Ordnung  ist  im  Allgemeinen  gleich  v(v  —  l)""~^,  tvenn 
Hyperfläche  keine  Singularitäten  .besitzt,  d.  h.  durch  eine  all, 
meine  Gleichung  dargestellt  icird. 
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Singular  r*^^  Ordnung  werden  die  Punkte  einer  Hyp er- 
be genannt,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  jede  durch  sie 
lende  Gerade  die  Fläche  daselbst  in  r  zusammenfallenden 
ukten  trifft. 

Jeder  singulare  PanJct  r*^^  Ordnung   vermindert  die  Classe 

Hyper fläche  um  r(r —  l)"~^  Einheiten. 

Eine  Hyper  fläche  v*®'"  Ordnung  mit  einem  v- fachen  PimM 
teilt  aus  unendlich  vielen  durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden 
nem  Kegel). 

Algebraische  Mannigfaltigkeit  k^^^  Dimension  und  v*^^  Ord- 
ng  wird  ein  im  B^  enthaltener  Raum  k^^^  Dimension  genannt, 
j  r  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  lineare  Hn—k  des  B^  ihn  im  All- 
}  meinen  in  v  verschiedenen  Punkten  schneidet. 

Die  Mannigfaltigkeiten  von  zwei  Dimensionen  pflegt  man 
'hen^  die  einer  Dimension   Ourven  zu  nennen. 

Eine  algebraische  Mannigfaltigkeit  heisst  normal  für  den 
men  Baum,  wenn  sie  sich  nicht  als  Projection  einer  in  einem 
um  höherer  Dimension  liegenden  Mannigfaltigkeit  derselben 
«Inung  ansehen  lässt. 

Jede  algebraische  Mannigfaltigkeit  k^^^  Dimension  und  v^^^ 
tniing  ist  immer  in  einem  linearen  Baum  Bk-{.v—i  enthalten, 
nn  aber  auch  in  einem  linearen  Baum  von  weniger  Dimen- 
'■n  liegen. 

Speciell: 

Jede  Mannigfaltigkeit  2"^^^  Ordnung  von  k  Dimensionen  ist 
itier  in  einem  linearen  Baum  Bk-\-i  enthalten. 

Jede  Ourve  v*^^  Ordnung  ist  immer  in  einem  linearen  Bau/m 
ihalten,  der  höchstens  v  Dimensionen  hat. 

Aus  diesem  Theorem  folgt,  dass  eine  Curve  2*^^^  Ordnung 
*ts  höchstens  eben,  eine  Curve  3*®^  Ordnung  höchstens  eine 
>ppelt  gekrümmte  cubische  Curve  sein  kann,  etc. 

Ist  eine  Mannigfaltigkeit  A;*®'*  Dimension  gegeben,  so  bildet 
'■  Gesammtheit  aller  sie  in  einem  Pu/nkt  berührenden  Geraden 
iehe  oben)  eine  lineare  Mannigfaltigkeit  von  derselben  Dimen- 

k.  lieber  die  linearen  Räume,  die  eine  Mannigfaltigkeit 
! Uhren,  siehe  Del  Pezzo,  Bend.  Acc.  Napoli,   1886. 


Zicei  algebraische  Mannigfaltigkeiten,    von  denen    die    eine 

Ordnung  v   umd   die  Dimension  k,    die  andere  die  Ordnung 

'(nd  Dimension  k'  hat,   schneiden  sich  in  einer  Mannigfaltig- 
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Iceit  von  der  Ordnung  vv'  und  Dimension  k  -f-  ¥  —  n,  vor* 
(gesetzt,  dass  lc-\-Jc'^n  ist  und  die  beiden  Mannigfalügln 
kerne  Mannigfaltigkeit  von  einer  Ordnung  gemeinschaftlich  ha 
die  grösser  oder  gleich  k  -^  k'  —  n  -{-  1  ist. 

Wenn  k-{-k'<Cn  ist,  so  haben  sie  im  Ällgemei 
keinen  Funkt,  für  k-\-k'==7^  dagegen  w'  Punkte  gemeint 
Halphen,  BuU.  Soc.  math.,  2;  Noether,  Math.  Ann.,   11. 

Wie  bei  den  gewundenen  Curven  des  gewöhnlichen  Eai 
so    bietet    sich    selbstverständlich    auch    hier    das    Problem 
analytischen  Darstellung  derjenigen  Mannigfaltigkeiten  im  E 
Jl^  dar,  die  nicht  immer  vollständige  Schnitte  von  Hyperflät 
sind. 

Halphen  1.  c.  erweiterte  zu  diesem  Zweck  die  von  Gay 
für  gewundene  Curven  vorgeschlagene  monoidale  Darstdl 
Vergl.  Kap.  9,  §  2,  S.  215. 

Ein  Monoid  ist  eine  Hyperfläche  v*^^  Ordnung  mit  ei 
(\>  —  l)  fachen  Punkt.  Jede  durch  den  vielfachen  Funkt  geh 
Gerade  schneidet  sie  in  einem  einzigen  anderen  Funkt;  d: 
kommt  der  Name  Monoid. 

Jede  Mannigfaltigkeit  k^^^  Dimension  kann  analytisch  d 
eine  homogene  Relation  zivischen  nur  ä;  -f-  2  Qwmogenen)  C 
äinaten 

dargestellt  tverden  und  durch    n  ■ —  k  —  1  Monoide;   die  er 
Jtelation  ist  die  Gleichung  einer  conischen  Hyperfläche. 

Eine    andere    Methode    zur    analytischen    Darstellung 
Mannigfaltigkeiten    wird    durch    das    folgende    Theorem    K 
neck  er 's   vermittelt,    welches   wir    schon   bei   der   Besprecl: 
der  Curven  doppelter  Krümmung  im  gewöhnlichen  Raum  erw 
haben.     Vergl.  S.  214. 

Jede  Mannigfaltigkeit  k^^^  Dimension  des  Raums  i?„  / 
immer  als  vollständiger  Schnitt  von  höchstens  n  -\-  1  Hgperflä 
angesehen  iv erden. 


§  3.    Die  quadratischen  Gebilde  im  jR„.     Angaben  ü' 
die  cubischen  Gebilde  im  R^. 

Ein  quadratisches  Gebilde  des  R^  ist  eine  Hyperfl 
2ter  QriJnung;  sie  wird  mithin  durch  eine  Gleichung  2**^  G 
it.  den  Coordinaten  dargestellt. 
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fiUi  -X-  3) 

Durch   — — Punkte  des  B^    geht  im  Allgemeinen    ein 

'les  quadratisches  Gebilde. 
Das  quadratische  Gebilde  ist  auch  3^^^  Classe. 
Gibt  man  der  Gleichung  dieser  Fläche  die  Form 

^ciij^i^j  =  0,     (i,  ;■  =  0,  1 ,  2 ,  .  .  . ,  f?)  , 

i>t  die  Discriminantc  der  Gleichung 

A==\a,^\. 

Wenn  diese  Discriminante  von  Null  verschieden  ist,  so 
ibt  sich  das  allgemeine  quadratische  Gebilde,  im  anderen  Fall 
alt  man  die  quadratischen  Kegel  oder  specielle  quadratische 
bilde.  Es  gibt  verschiedene  Arten  der  letzteren,  je  nach  dem 
ng  der  Determinante  yl;  wenn  ins  Besondere  der  Rang  von 
der  (w  —  h  -\-  l)*®  ist,  so  sagt  man,  der  quadratische  Kegel 
von   der  h^^^  Species. 

Ein  quadratischer  Kegel  h^^^  Species  enthält  unendlich  viele 
ppelpunMe,  die  einen  linearen  Baum  Rh—i  bilden;  für  h=l 
alt  man  nur  einen  DoppdpunM. 

Die    allgemeinen  quadratischen  Gebilde   im  R^  haben  keine 
>oluten  Invarianten;  sie  haben  nur  eine  Invariante  (die  Discri- 
"onte);  sie  sind  daher,  vom  Standpunkt  der  projectiven  Geo- 
iC  aus  betrachtet,  sämmtlich  äquivalent. 

w^fn  einem  allgemeinen  quadratischen  Gebilde  gibt  es  lineare 


von    der  Dimension   — - —    oder   — ~ — ,  je  nachdem  n 


hl  oder  ungerade  ist. 
Wenn  das  quadratische  Gebilde  h^^^  Species  ist,   so  tverden 

Zahlen  bez.         ^ ,  je  nachdem  n  -f-  /*  gerade 

ungerade  ist. 

Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  existiren  zwei  ver schie- 
in dem  quadratischen  Gebilde  enthaltene  Systeme  von  Rn—i- 

nachdem  — r —  gerade  oder  ungerade  ist,  hat  man  den,  funda- 

ntalen  Unterschied  zu  machen,  dass  sich  (im  ersten  Fall)  zwei 
nur  dann  schneiden,  icenn  sie  demselben  System,  angehören, 


im  zweiten  Fall)   nur    dann,    ivenn    sie   zu    verschiedenen 
en  gehören.     Segre. 
Allgemeiner: 
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Betraclitet  man  einen  (nicJd  linearen)  Baum  von  der  Bin 
sion  — - — ,  der  in  dem  quadratischen  Gebilde  enthalten  ist, 
die  linearen  Bäume  B^—i   des  i*^^  Systems  in  k  Funkten, 

2 

linearen  Bäume  i?«_i  des  2^^  Systems  aber  in  ¥  Punkten  h 

2 

und  dann  einen  anderen  analogen  Baum,  dem  auf  ähnliche  AH 
Zahlen  \,  k^  entsprechen,  so  ist  die  Anzahl  der  Punkte, 
denen  sich  die  beiden  Bäume  schneiden, 

kk^-{-\k',    wenn  — - —  ungerade, 
und 

kk^^  k'k^ ,    wenn  — - —  gerade  ist. 

Dieses    Theorem  von     Segre    ist    die    Erweiterung    t 

Chasles'schen    Satzes  über    algebraische   Curven,   die    auf 

quadratischen  Flächen  des  gewöhnlichen  Eaums  liegen.  V 
S.  245. 


Mit  den  quadratischen  Gebilden  des  B^  beschäftigte  sich  z\ 
Veronese  im  3.  Kap.  seines  Aufsatzes  in  den  Math.  Ann., 
später  widmete  ihnen  Segre  eine  umfangreiche  Arbeit,  J 
Acc.  Torino,  1884,  der  auch  Büschel  von  quadratischen  Gebi 
und  die  Fläche  4*^"^  Ordnung,  welche  die  Basis  des  Büs( 
ist,  studirte  und  die  letztere  auf  Grund  der  Theorie  der  We 
strass'schen  Elementarfheiler  classificirte.  Vergl.  oben  S. 
und  Bepert.^  1,  S.  328  u.  ff.  Hierher  gehören  auch  ein 
gemeines  von  F.  Klein  angegebenes  Theorem  über  Seh 
reeller  quadratischer  Formen  (Bissertation,  Math.  Ann.,  23) 
Untersuchungen  von  A.  Loewy,   Crelle,   122. 

Das  Studium  und  die  Classification   dieser  Fläche  4*®' 
nung  steht  in  naher  Beziehung  zu  den  Untersuchungen  über 
Fläche  4^^^  Ordnung  mit  Boppelkegehchnitt,  welche  die  Proje 
der  erstercn  Fläche  auf  den  Baum  B^   ist.     Siehe   darüber 
AusfühiHingen  auf  S.   321. 

Mit  den  Büscheln  quadratischer  Gebilde  im  B^  beschäf 
sich  auch  Bertini,  Bend.  Lincei,  1886  und  mit  den  Büs( 
specieller  quadratischer  Gebilde  (Kegel)  Segre,  Atti  Acc.  To 
1884;  andere  Arbeiten  über  die  quadratischen  Gebilde  sind 
Del  Pezzo,  Bend.  Acc.  Napoli,  1885,  1895  und  über  ihre 
ferentialgleichung  von  Berzolari,  Bend.  Acc.  Lincei,  1896 
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üeber  die  projective  Erzeugung   der   quadratischen  Gebilde 
Vusdehnung  der  gewöhnlichen  Erzeugungsweise  (vergl.  S.  100) 
^.  aüt  man   Näheres    in    den    citirten   Arbeiten    von  Veronese 
d  Segre. 

Die    bemerk enswerthesten   Fälle   der   Gebilde    3**''^  Ordnung 

)   Raums    von    4  Dimensionen    (speciell    die    Gebilde,   welche 

enen   enthalten   und   die  mit  6,   7,  8,   9,  10  Doppelpunkten) 

irden   von  Segre,  Mem.  Acc.  Torino,  39;   Atti  Acc.  Torino, 

■87  und  von  Castelnuovo,  Atti  Ist,  Veneto,  1887  studirt. 


Mit  gewissen  Mannigfaltigkeiten  von  drei  Dimensionen,  die 
^s  Reihen    von    Ebenen   zusammengesetzt    sind,    befasste    sich 
igre,  Atti  Acc.  Torino,  21,  1886. 

1/ 

^  4.    Die  Flächen    d.  h.  Mannigfaltigkeiten   von    zwei 

Dimensionen   des  Baums  B^.     Die  Segelflächen.     Die 

Veronese'sche  Fläche    Y.^^  im  E-anm  Br^. 

Von    den    im    B^^    enthaltenen    Mannigfaltigkeiten    von    h 

inensionen    wurden    eingehender    die    Flächen     (ä;  =  2)    und 

j  iter   diesen   die    auf    die   Ebene    abbildbaren   Flächen   und   die 

\  egelflächen  von  Veronese  1.  c;  Segre,  Atti  Acc.  Torino.,  1884, 

'386;  Bend.  Acc.  Lincei,  1887;  Math.  Ann.,  30,  34;  Del  Pezzo, 

'l  Acc.   Napoli,    1885—86  —  87;    Bend.   Palermo,  1,    1887 

udirt. 

Viele  der  Betrachtungen,  die  über  die  Flächen  des  gewöhn- 

•hen    Raums    angestellt    werden,    lassen    sich    leicht    auf    die 

'  lachen  der  Räume  höherer  Dimension  ausdehnen;   so  z.  B.  die 

>me  Abhildung,    die   Untersuchungen   über    das    Geschlecht    der 

lache  etc.     üeber  diese  letzteren  siehe  die  auf  S.  223  citirten 

rbeiten.      Man   beachte,    dass   in  dem  dort    erwähnten  Aufsatz 

Segre  die  Betrachtungen  über  einen  dem  Geschlecht  analogen 

Varianten  Charakter  auch  auf  beliebige  Mannigfaltigkeiten  aus- 

edehnt  werden. 

Eine  Punkt  für  Punkt  auf  die  Ebene  abbildbare  Fläche 
t  ein  Homaloid  (oder  Fläche  vom  Geschlecht  Null,  oder  ratio- 
'"'^  oder  unicursale  Fläche). 


f  ^   Schneidet  man  eine  zum  B^  gehörige  Regelfläche  mit  linea- 
fu  Räumen  -R«_i,    so  erhält   man   natürlich  Curven  von  dem- 
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selben  GescMeclit*)-^    dieses   Geschlecht    wird    als    Gesddeclit 
Regelfläclie  angesehen.     Siehe  S.  223. 

Alle  zu  einem  B^  (und  zu  keinem  geringeren  linearen  Bai 
gehörigen  Flächen  (w  —  l)*^"*  Ordnung  sind  entweder  Re 
flächen  oder  Kegel  mit  Ausnahme  der  sogenannten  Verone 
sehen  Fläche  4*^^  Ordnimg  (für  n  =  6),  von  der  weiter  u, 
die  Bede  sein  ivird.     Del  Pezzo. 

Die  im  B^  enthaltenen  Flächen  n^^^  Ordnung  sind  für  n 
sämmtlich  Begel flächen. 

Die  im  B^  enthaltenen  Flächen  v*®'*  Ordnung  sind,  u- 
V  unter  gewisse  Grenzen  her  absinkt,  sämmtlich  Begel  flächen,  J) 
Grenzen  wurden  von  Del  Pezzo,  Bend.  Acc.  Napoli,  5.  P 
1887   berechnet,  ergeben  sich  aber  nicht  sehr  einfach. 

Jede  zum  B^  gehörige  Begel  fläche  (n  —  l)*®'  Ordnung 
rational. 

Eine  von  allen  Erzeugenden  einer  Regelfläche  geschnitt 
Curve  heisst  Directrix  (Leitlinie). 

Jede  Begel  fläche  (n  —  1)*®^  Ordnung  des  B^  lässt  e 
einzige  Directrix   kleinster   Ordnung  zu,    es  tväre   denn  n 

gerade  und   die  kleinste  Ordnung  gerade  — -~,  in  welchem  j 

es  (X)^  Leitlinien  geringster  Ordnung  giht. 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung ,  damit  . 
Begel  flächen  {n — l)*®'^  Ordnung  des  B^  projectiv  identisch  si 
besteht  darin,  dass  sie  Leitlinien  von  derselben  geringsten  ( 
nung  haben  müssen. 

Daraus  ergibt  sich  eine  Classification  der  Regelflä( 
(n  —  l)*®^   Ordnung    des   B^    nach    der   Ordnung    der    Leitl 

geringster  Ordnung,  da   diese  Ordnung  von  1   bis  --  bez.  ~ 
variiren  kann.     Segre. 

Auf  einer  Begel  fläche  (n  —  l)*^^  Ordnung  des  B^  sehne 
sich  zwei  Leitlinien  von  den  Ordnungen  n  —  k,  n  —  //  in 

n  —  k  —  k' —  3 
Punkten. 

Die  rationalen  Begel  flächen  eines  beliebig  cn  Baums,  wi 
vom  Geschlecht  p  =  0  und  der  (n  —  l)*^^  Ordnung  sind,  k 
man  sämmtlich  als  Projactionen  von  dem  B^  angehörigen  B( 
flächen  (n  —  l)*®'^  Ordnung  auffassen. 

Die  elliptischen  Begelflächcn   eines  beliebigen  Baums,  irt 


")  Ueber  das  Geschlecht  der  Curven  siehe  §  5. 
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(resciüecld  p=l  und  die  Ordnung  {n-\-l)  haben  und  keine 

I  sind,  müssen  stets  Projectionen  von  Segelflächen  (n  -\-  1)*®'^ 

Limg  des  R^  sein. 

Alle  Regelflächen   (die  keine  Kegel  sind)  vom  Geschlecht  2 

der  Ordnung  n  -{-  3  sind  Projectionen  von  Regelflächen  der- 

)i  Ordnung,  die  zum  R^  gehören. 

Allgemeiner : 

Alle  Regelflächen  von  der  Ordnung  v  und  dem  Geschlecht 
die  einem  Raum   angehören,    der  von  geringerer  Dimension, 

ß, —  2p-\-i,  ist,  sind  Projectionen  von  demselben  Raum  ange- 
jm  Regelflächen  derselben  Ordnung.     Segre. 

Jede  Regel  fläche  von   der  Ordnung  v  und  dem   Geschlecht 

V     I     10 

'hält  Leitlinien  von  einer  Ordnung  ^  — ~ — ;    daraus  ergibt 

wie  für  die  rationalen  Regelflächen  (siehe  oben) ,  ein  KJri^ 
m   zui'   Classification   der   Regelflächen   nach   den   Leitlinien 
istcr  Ordnung. 

Eine   Formel   von    Sturm-Segre    über    die    Ordnung   und 

Geschlecht    einer   Curve    auf    einer    Regelfläche    wurde   auf 

230  angegeben. 

Eine  Regel  fläche  vom  Geschlecht  _p  >  0  und  der  Ordnung 

^^^7  *)  ist,  wenn  sie  kein  Kegel  ist^  höchstens  in  einem  Ry^p 

Wenn  sie  im  Rv—p  enthalten  und  i?  >  1  ist,  so  hat  sie  eine 
)pelte  Directrix;  ist  sie  im  Rp-.p—i  enthalten  umd  ist  p  ^  2, 
f'psitst  sie  einen  doppelten  Kegelschnitt  oder  eine  doppelte  oder 

iclie  gerade  Directrix  oder  schliesslich  {für  p=3)  eine  ein* 
he  ebene  Curve  4*®^  Ordnung.     Segre. 


Wir  gehen  nun  zu  der  Veronese'schen  Fläche  über,  auf 
wir  schon  hingew^iesen  haben. 

Die  Veronese'sche  Fläche,  die  wir  mit  V^^  bezeichnen 
)llen,  ist  4*®'"  Ordnung  und  in  dem  Raum  von  5  Dimensionen 
thalten;  sie  ist  Punkt  für  Punkt  auf  eine  Ebene  adbildbar 
'so  ein  Homaloid,  vergl.  S.  589)  und  ist  eine  XormalMche 
<•  -Rß-     Siehe  S.  585. 

Sie   wird   dadurch   erzeugt,    dass    man    den   Kegelschnitten 


*)  Diese  Beschränkung  dient  nur  dazu,  die  Resultate  zu  verein- 
^iien.  Siehe  die  Arbeiten  von  Segre,  besonders  auch  in  den  Math. 
w.,  die  vollständiger,  als  die  übrigen,  sind. 
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einer  Ebene  homographisch  die  E^  des  J?5  zuordnet^  allen  du 
einen  Punkt  gehenden  Kegelschnitten  entsprechen  oo*  sich 
einem  Punkt  schneidende  JE^  des  i?5;  dc7'  Ort  dieser  Pimlie 
die  gesucJite  Fläche. 

Die   Fläche    enthält    ein    doppelt   unendliches   System 
Kegelschnitten  K;  durch  zwei  ihrer  Punkte  geht  nur   ein  Ki 
schnitt  und  durch  einen  Punkt  von  ihr  oo^  Kegelschnitte. 

Zwei  Kegelschnitte  K  treffen  sich  in  einem  Punkt  und  lii 
in  einem  Baum  B^,  der  in  diesem  Punkt  die  Fläche  berühr 

Die  Berührungsehenen  bilden  eine  Hyperflmhe  3^^^  Glas 

Die  Ebenen  der  Kegelschnitte  K  heissen  Schnittebt 
1^"  Art. 

Zwei  Schnittebenen  1^^^  Art  schneiden  sich  niemals  in  e 
Geraden,  sondern  immer  in  einem  einzigen  Punkt.  Sie  bii 
eine  Bgperfläche  3^^^  Ordnung. 

Eine  Ebene  des  B^  hat  im  Allgemeinen  keinen  Punkt 
der   Fläche   gemeinsam   (sie    ist   keine    Secante);    sie   kann  j 
einen,   zwei   oder   drei  Punkte   mit   ihr   gemeinsam  haben;    : 
es    drei   und    ist    sie    nicht    von    der    1**^^   Art,    so    heisst 
Schnittebene  2^^""  Art. 

Unter  den  unendlich  vielen   linearen  Mannigfaltigkeiten 
die   durch   die  Ebene  gehen,   ivelche  die  Fläche  in  einem  P< 
berührt,  gibt  es  eine  einzige,  die  Fläche  in  zwei  zusammovfalle^ 
Kegelschnitten  schneidende  E^;  diese  JS'^  heisst  doppelt  berührt 
Hyperebene. 

Die   oü^    doppelt    berührenden  Hyperebenen  hüllen  di'' 
gegebenen  reciproke  Fläche '(4^^^  Classe)  ein. 

Zivei  solche  Hyperebenen  schneiden  sich  in  einer  Berühru 
ebene;  ebenso  bestimmen  zivei  Punkte  der  Fläche  eine  Schnitte 
i*«^  Art. 

Zwei  Berührungsebenen  schneiden  sich  immer  in  einem 
zigen  Punkt. 

Von  den  nicht  in  einem  B^  enthaltenen  Flächen  ist 
Veronese'sche  die  einzige,  deren  Berührungsebenen  sich  zi 
Ztveien  schneiden.     DelPezzo. 

Projicirt  man  die  Y^  von  einer  Geraden  B^  aus  auf 
gewöhnlichen  Baum,  so  ergibt  sich  eine  Stein  er 'sehe  Fh 
Siehe  Kap.  12,  §  9. 

Wenn  die  Gerade  B^  die  T^^  in  einem  Punkt  schnei 
ist  diese  Projection  eine  Begdfläche   3^^^  Ordnung ;    trifft  B^ 
Fg*  dagegen   in  zwei  .Punkten,   so    erhält  man    eine  Fläche. 
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<Is:  berührt  schliesslich  B^  die   V^^ ,  so  ergibt  sielt  ein  Kegel 
'   Ordnung. 

Die  Veronese^sche  Fläche  ist  in  der  allgemeinen  Kategorie 
;  komaloidalen  Normalflächen  der  Ordnung  n^  des  Raums  von 

1-4-3) 

— —  Dimensionen  enthalten;  diese  Flächen  haben  die  fun- 
mentale Eigenschaft,  dass  sich  durch  ihre  Projection  auf 
seren  Raum  alle  Flächen  des  B^  ableiten  lassen,  die  Punkt 
•  Punkt  durch  Curven  von  der  Ordnung  n  oder  kleiner  als 
auf  eine  Ebene  abbildbar  sind. 

Sie  wurde  zuerst  von  Veronese  in  dem  citirten  Aufsatz 
:  Math.  Ann.,  19  erwähnt  und  dann  in  einer  besonderen 
beit  von  demselben  Autor  eingehend  untersucht.  Mem.  Acc. 
ncei,    19,  1884. 

Mit  diesen  Untersuchungen  stehen  die  Arbeiten  über  die 
ometrie  der  Kegelschnitte  der  Ebene,  die  auf  S.  388  citirt 
irden,  in  naher  Beziehung. 


§  5.    Die  Curven  in  den  Räumen  B^. 

Wir  gehen  nun  zu  den  Mannigfaltigkeiten  von  nur  einer 
mension  (den  Curven^  über. 

Vor  allen  Dingen  —  wir  wollen  uns  der  Kürze  wegen 
;ht  näher  darauf  einlassen  —  ist  die  Erweiterung  der  Begriffe 
rzunehmen:  man  spricht  von  der  Osculationsebene  (welche  mit 
'  Curve  drei  unendlich  nahe  Schnitte  gemeinsam  hat)  in 
em  Punkt  der  Curve,  von  dem  Oscidationsraum  B^  (der  die 
rve  in  vier  unendlich  nahen  Schnitten  triflPt)  u.  s.  w. 

Eine  Berührungsgerade  wird  ferner  stationär  oder  Inflexions- 
^gente  genannt,  wenn  sie  mit  der  Curve  drei  unendlich  nahe 
anitte  gemeinsam  hat;  eine  Osculationsebene  heisst  stationär. 
QU  sie  die  Curve  anstatt  in  drei  in  vier  unendlich  nahen 
nkten  triift,    etc. 

Zuerst  handelt  es  siö&  bei  diesen  Curven  um  das  Problem, 
•  Beziehungen  zwischen  den  charakteristischen  Zahlen  festzu- 
llen,  d.  h.  die  bekannten  Formeln  von  Plücker  für  die 
3iien  Curven  und  von  Cayley  für  die  doppelt  gekrümmten 
Iren  des  gewöhnlichen  Raums  auf  die  Curven  des  B^  aus- 
lehnen.  Dieses  Problem  wurde  zuerst  von  Veronese  ge- 
t,  1.  c. 

Projiciren  wir  die  Curve  C"^  des  B^  von  einem  Punkt  des 
ums  B^^  aus  auf  einen  linearen  Raum  -R,t_i,  so  erhalten  wir 

Pascal,  Eepertorium.  IL  38 
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eine  Curve  des  Hn—i^  projiciren  wir  dann  diese  Curve  a 
einen  linearen  Eaum  72^—2,  so  ergibt  sich  eine  Curve  d 
Iin—2  u-  s.  w.  Wir  betrachten  dann  die  developpdble,  dur 
die  Tangenten  an  die  Curve  C^  erzeugte  Hyperfläche  u: 
ihren  Schnitt  S  mit  einem  linearen  Raum  JRn—x  und  projicire 
wie  vorher,  diesen  Schnitt  S  nach  und  nach  auf  niedrigere  linea 
Räume.  Wir  betrachten  ferner  die  durch  die  Tangenten  an 
erzeugte  Developpable  und  schneiden  diese  Developpable  dur 
einen  linearen  Raum  jR«— 2  und  fahren  so  fort,  wie  vorb 
d.  h.    wir   projiciren  nach  und  nach  auf  niedrigere  Räume. 

Wie  man  sieht,  erhält  man  auf  diese  Art  n  —  1  ehe 
Curven ,  deren  charakteristische  Zahlen  ebensovielen  charak 
ristischen  Zahlen  der  gegebenen  Curve  0"*  entsprechen;  wenc 
man  die  Plücker'schen  Formeln  auf  jede  von  ihnen  an, 
ergeben  sich  im  Ganzen  2>  (n  —  l)  Relationen  zwischen  d 
charakteristischen  Zählen  der  gegebenen  Curve. 

Wir  bezeichnen  mit: 

m  die  Ordnung  von  C"; 

k  den   ersten  Bang   von  C^^   d.  h.   die  Anzahl   der  Ti 

genten    R^    an    C^\    welche     einen    beliebigen    jB„ 

schneiden ; 
w  den  zweiten  Bang  von  C"%  d.  h.  die  Anzahl  der  Os 

lationsebenen  B^^  an  C",  welche  einen  beliebigen  jR„ 

schneiden ; 
w^^)         den  dritten  Bang  von  C",  d.  h.  die  Anzahl  der  Os 

lationsräume  B^  an  C"*,  welche  einen  beliebigen  i?„ 

schneiden; 

w(«-*)    den  (n  —  2)*^''  Bang   von    C"*,   d.  h.    die   Anzahl 
Räume  Bn—i-,  welche   C^  osculiren  und  eine  belieb 
Gerade  treffen; 

«—3)    ^ie   Classe  der  Curve; 

die  Anzahl  der  Inflexionstangenten  (welche  drei  une 
lieh  nahe  Punkte  mit  der  Curve  gemeinsam  haben)  | 

(^)        die  Anzahl  der  stationären  Osculationsebenen  (die  '< 
unendlich  nahe  Punkte  mit  der  Curve  gemeinsam  habe 

(^^        die  Anzahl  der  stationären  Räume  B^-^ 


w 


w 


w 


(«—3)  die  Anzahl  der  stationären  Räume  jR„_2; 
(n— 2)  (jig  Anzahl  der  stationären  Räume  i?„_i; 


B  die  Anzahl  der  Spitzen  von   C"; 
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die  Anzahl  der  Doppelpunkte  von  C""; 
die  Anzahl  der  Räume  -R«_2,  welche  durch  n  —  2 
willkürliche  Punkte  gehen  und  die  gewundene  Curve 
zweimal  schneiden  (der  scheinbaren  Doppelpunkte); 
die  Anzahl  derjenigen  Paare  von  nicht  consecutiven 
Tangenten  an  C"\  welche  einen  Ii,i—i  ii  zwei  Punkten 
einer  Geraden  schneiden,  die  einen  beliebigen  Iln—4.  trifft; 
'  '(^^  die  Anzahl  derjenigen  Paare  von  nicht  consecutiven 
Osculationsebenen  von  0"',  welche  einen  1171—2  in  zwei 
Punkten  einer  Geraden  schneiden,  die  einen  willkür- 
lichen Bn—6  trifft; 

•(«— 2)  (jie  Anzahl  derjenigen  Paare  von  nicht  consecutiven 
Osculationsräumen  Rn—2  von  C",  welche  sich  in  einem 
Punkt  einer  beliebigen  gegebenen  Ebene  schneiden  oder 
auch  die  Ordnung  der  Doppelhyperfläche  von  (n  —  2) 
Dimensionen  der  durch  die  Osculationsräume  i?„_2  von 
0"'  gebildeten  Developpablen ; 

die  Anzahl  der  dui'ch  n  —  2  willkürliche  Punkte  gehen- 
den Räume  i?„_i,  welche  zwei  nicht  consecutive  Tan- 
genten von  C"^  enthalten; 
'^^  die  Anzahl  der  Paare  von  nicht  consecutiven  Oscula- 
tionsebenen von  C"\  welche  einen  Rn—i  in  zwei  Ge- 
I  raden  schneiden,  die  zugleich  mit  n  —  3  willkürlichen 

I  festen   Punkten    des   Rn—i   in   demselben   Jlaum   Bn  —  2 

liegen ; 

'~^)    die  Anzahl   von   Paaren    der   nicht    consecutiven   Oscu- 
lationsräume Bn—i  von   C"^,   welche  sich   in  einer  Ge- 
raden einer  festen  Ebene  schneiden; 
die  Anzahl  der  Doppeltangenten  von   0"*; 

^^        die  Anzahl  der  Doppeiosculationsebenen  von   C"*; 

~"-^   die  Anzahl  der  Doppelosculationsräume  Bn—i  von  C"'. 
Sind  diese  Bezeichnungen  festgesetzt,  so  erhält  man  die  föl- 
'  n  Belationen*)  : 

.      *)  Wir  haben   die    von    Veronese    benutzten  Zeichen    beibe- 

ten,   die   von  den   Symbolen  für  die  doppelt  gekrümmten  Curven 

I    gewöhnlichen  Raums  in  Kap.  9   abweichen ;  die   einzige  Aende- 

•  'g,  die  wir  vorgenommen,  besteht  darin,  dass  wir  iü/""~^^  an  die 

'Ue  von  w^^~'^  gesetzt  haben. 

38* 
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h  =  m{m  —  1)  —  2(i)  +  Dl)  —  3E, 
m  =  h{k  —l)  —  2{d  +  d^)  —  Z  {iv  +  u\), 
w  -{-  tv-^  —  B  =  2{k  —  m) , 
■w  =  Ti(k  —  1)  —  2(7)W  +  c?i)  —  3(m  +  ^^^), 

A;  =  W{W  —   1)  —  2(t?W  +  c/^d))  —  3(?t'(2)  _|_  ^.^(2))  ^ 

1  —  (i(.'W  +  «^'/D)  =  3(Ä;  —  w), 


w 


1)==  «^(.^  —  1)  —  2(i)(2)  4-  (^,(1))  —  3  (A-  +  «^'iW), 
w    =  «<;(i)(«(;(i)  —  1)  -  2  (c^(2)  _|_  ^^(2)  >)  _.  3  (^,.(2)  j^  ^,^my 
]c    _[_  ^^(1)  _  (^(2)  ^  e^,^(2))  _  3(;^  _  ^^,a))  ^ 

—  3(«^'('^-^)  +  w/«- 

^(n-i)  ^  ^(«-3)  (^^(«-3)  _  1)  _  2  (6?(«-2)  +  6?/«-2))  —  3  ir/«" 

Definirt  man  das  Geschlecht  p  der   Curve    C"   als   das 
schlecht  einer  beliebigen  ebenen  Projection  von   C",  so  ist 

^  _  (m  -  IK,»  -  2)  _  ^_p  ^  ^^)  _  ^  _ 

=  (^  -  ^y^-  -  ^)  _  (<j  +  rf,)  _  („,  +  u;)  = 

=  (^  -  im  -  2)  _  ^^p,  ^  ^^^  _  ^^  ^  ^^,^^  _ 


Die  Curve,  ivelche  der  vollständige  Schnitt  von  (n  — 
Eyperßächen  des  J?^  von  den  Ordnungen  v^,  v^,  -  ■  - ,  hez.  i 
ist,  hat  hez.  die  Ordnung  m  =  v^'  v^  -  •  -  Vn—i  und  den  ersten  1 

Je  =  v^-V^    ...  Vn-l  [^ i^i  ^'    +    l]  ; 

der  Ausdruck  für  D  lautet: 

2D  =  v^'V.2  ...  Vn-i  [v^-v^  ...  Vn-i  —  ^v^  +  n  —  2 

Daraus  lassen  sich  mit  Hülfe  der  Veronese 'sehen  Fori 
die  Werthe  der  übrigen  charakteristischen   Zahlen  ableiten. 
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Speciell  gilt: 

Der  vollständige  Schnitt  8^^^  Ordnung  dreier  quadratischer 
ebilde  des  Baums  von  vier  Dimensionen  hat  einen  ersten  Bang 
eich  8;  sein  3^^^  Bang  ist  48,  die  Classe  32,  das  Geschlecht  5 
id  es  sind  120  stationäre  Bäume  B^  in  ihm  vorhanden. 


Der  Baum  höchster  Dimension,  dem  eine  Curve  von  der 
^dnung  v  und  dem  Geschlecht  p,  wenn  v  ^  2p  —  2  ist,  an- 
hören kann,  ist  ein  By^p.  Dieses  wichtige  Theorem,  welches 
1  einen  Satz  über  die  Regelflächen  in  §  4  erinnert,  ist  von 
lifford,  JPhil.  Trans.,  1878;  mit  ihm  haben  sich  auch  Vero- 
^se,  Math.  Ann.,  19,  p.  213  und  Segre,  ib.,  30,  p.  207  be- 
häftigt. 

Aus  einem  Theorem  in  §  2  geht  hervor,  dass  die  niedrigste 
•dnimg  der  dem  Baum  B^  angehörigen  Curven  n  selbst  ist. 

Die  Curve  von  der  Ordnung  n,  welche  dem  B^  angehört, 
'  rational  (vom  Geschlecht  Null). 

Offenbar  ist  diese  Curve  eine  Normalcurve  für  den  Eaum  B^ . 

Für  sie    sind   der   1^^   und   (n  —  2)*®  Bang.,    der   2^^  imd 
—  3)*®  Bang  etc.  hez.  zu  je  ztveien  gleich 
2(^-1),     3(^  —  2),... 

Die    Classe    der   Curve    ist    die  n^^ ;  sie  hat   keine  Doppel- 
stationären  Elemente. 

Durch  n  -\-  2>  Funkte    des  -R„,   von   denen  n  -\-  1    niemals 
(Her  En—i  liegen,   geht  eine    und  nur   eine  Curve  n^^^  Ord- 
ing  des  B^^. 

Zivei  Curven  w*®'  Ordnung  des  B^  sind  immer  projectiv 
"ntisch. 

Mit   der  Normalcurve    n^^^   Ordnung    des  B^    können    eine 

'de,  eine  Ebene,  ein  Baum  B^,  .  .  .  höchstens  zivei,  drei, 
....  Punkte  gemeinsam  haben. 

Diese  Curve  kann  als  der  Ort  der  Schnitte  der  sich  ent- 
rechenden  E^^i   von    n  —  1    Büscheln   von  projectiven  E^—i 

^ehen  iverden. 

Durch  einen  Punkt  P  des  B^  können  n  osculirende  En—i  an 
Curve  gelegt  ic erden;  ivenn  n  ungerade  ist,  so  liegen  die  n  Bc- 

ungspunkte  dieser  Ebenen  in  einer  durch  P  gellenden  Ebene. 
ölie  das  analoge  Theorem  von  Chasles  für  die  doppelt- 
^krümmte  Curve  auf  S.  250. 

Die  Curven  (n  -\-  l)*^""  Ordnung  des  B^  sind  elliptisch  (vom 
^schlecht  ^  =  1)    und    haben    mit   Ausnahme    von    (n  -f-  l)^ 
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stationären  Bäumen  Rn—i  ^eine  Doppel-  oder  stationären  Eleme, 
Ihre  Classe  ist  die  n{n  -f-  l)*®  und  ihr  hezüglicher  Bang: 

lc=2{n—l)  +  2, 
w  =  3(n— 2)  +  6, 


iV 


,(«-4)  =  ^2  _  1 


Auch   diese  Curve    ist   normal  für  den  Baum  B^,   da 
keine   Projection    einer    Curve    (n  -f-  l)*®''  Ordnung    des    Rai 
BnJf-i  sein  kann,  weil  die  letztere  sonst  rational  wäre. 

Alle  in  B^^  B^,  .  .  .  ^  Bn—i  enthaltenen  rationalen  Cur 
der  Ordnung  m^n  sind  immer  Projectionen  einer  Normalci 

Alle  in  i?2)  -^3?  •  •  •?  -^w— 1  enthaltenen  elliptischen  Cur 
der  Ordnung  m^n-{-  1  sind  immer  Projectionen  einer  Norr, 
curve  (n  +  If^^  Ordnung  des  B^. 

Allgemein: 

Die  dem  B^  angehörig en  Curven  von  der  Ordnung  n-\-  p 
dem  Geschlecht  p  bilden,  mit  ihren  Projectionen  auf  niedri 
Bäume  zusammengenommen,  die  Gesammtheit  der  einem 
angehörigen  Curven  dieser  Ordnung  und  dieses  Geschlechts,  n 
r^n  ist;  für  n-\-p^2p  —  2  bilden  diese  sämmtlichen  Cw 
die  Gesammtheit  aller  Curven  dieser  Ordnung  und  dieses 
schlechts;  denn  in  dem  letzteren  Fall  gibt  es  nach  dem  obi 
Theorem  Clifford's  ausser  den  in  Räumen  B^  (r'^n)  ex 
renden  Curven  dieser  Ordnung  und  dieses  Geschlechts  7 
anderen. 

lieber  die  algebraischen  Curven  des  Raums  i?„  siehe 
in  dem  vorigen  Paragraphen  citirten  Arbeiten  und  auch  Se^ 
Giorn.  di  Batt,  26;  Bend.  Palermo,  2. 

Man  kann  die  Betrachtungen  über  die  vielfachen  Seca 
am  Ende  des  §  4,  Kap.  IX,  S.  230   auch   auf  die  Räume 
dehnen,    die    eine    algebraische  Curve   von  B^^   mehrfach   sc! 
den.     Siehe  darüber   eine   neuere   Arbeit    von    Tanturri,  - 
di  mal,  (3),  4,  1900. 


Kapitel  XX. 

e  Infinitesimalgeometrie  und  die  natürliche  Geometrie 
den  linearen  Räumen  i?„  und  den  Räumen  i?„  von 
constanter  Krümmung. 


§  1.    Die  Curven  in  den  linearen  Räumen  R^. 

Wir  wollen  uns  die  Coordinaten  x  eines  Punkts  der  Curve 
5  Functionen  eines  Parameters  t  gegeben  denken. 

Durch  Ä:  -f-  1  Punkte  der  Curve  kann  man  einen  linearen 
lum  von  'k  Dimensionen  legen;  wir  lassen  die  Tc  ~{-  1  Punkte, 
e  gewöhnlich,  sich  bei  der  Annäherung  an  einen  Punkt  P 
lander  unbegrenzt  nahe  kommen;  die  Grenzlage  dieses  linearen 
imns  heisst  der  die  Curve  in  P  osculirende  lineare  Baum 
n  li  Dimensionen.    Die  Zahl  Je  hann  von  1  his  n — 1   varHren. 

Der  Abstand  eines  dem  PimM  P  henacJih arten  Punkts  der 
irve  von  dem  in  P  osculirenden  linearen  Raum  von  k  Dimen- 
men  ist  ein   Unendliclikleines  (k  -f-  l)*®"^  Ordnung. 

Die  Gleichungen  des  die  Curve  osculirenden  linearen  Raums 
n  k  Dimensionen  erhält  man,  wenn  die  Minoren   der  Matrix 

2L^  X-^ ,      Ag  X^  ,  '  '  •  ,   -^fi         X^ 


X-,   , 


Xa  , 


X. 


4*) 


-r(*) 
^2    - 


ri^c) 


'icJi  Null  gesetzt  werden;  dabei  bezeichnen  x^,  x.^,  .  .  . ,  x^  die 
'ordinaten  von  P  tmd  x^ ,  x(' ,  .  .  .;  x^ ,  x{' ,  ...  die  Deri- 
*'ten  dieser  Coordinaten  nach  der  unabhängigen  Variabein  t. 
Wir  wollen  unter  ö^,  den  Winkel  verstehen,  den  die  beiden 
zwei  benachbarten  Punkten  der  Curve  osculirenden  linearen 
iume  von  k  Dimensionen  miteinander  bilden  und  unter  s  den 
>n  den  beiden  Punkten  begrenzten  Bogen;  die  Grenze  des  Ver- 
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hältnisses  —  heisst,   wenn  s   der  Null   zustrebt,   die    Ji^  Kri 

s  '  ' 

frntng  der  Curve  in  diesem  Punkt  und  der  reciproke  We 
dieser  Krümmung,  wie  auch  sonst,  der  Ä:*®  Krümmungsrad 
Es  gibt  n  —  1  Krümmungsradien. 

Stellt    1/^,    (0  ^  /v  ^  n)    die    Summe     der    Quadrate 
Minoren   Jc^^^  Ordnung  dar,  die  in  der  Matrix 


X, 


'  ^n 


X^^^ 


X 


ik) 


enthalten   sind   und   wird   Mq  =  1    gesetzt   und   der   Jc^^  Kr 
mungsradius  i?^  genannt,   50  erhält  man  die  allgemeine  Fon 

1 

~T2 


i?z 


1 


ivobei  offenbar 


M, 


X-i 


+  <2  +  ...  +  x;2  ist 


Es  gilt  auch  die  Formel 


M 


k  +  l 


^l^k 


..Mi 


2k 


(*  +  !)(*+ 2) 


M^ 


2 


Wenn  M^  für  alle  Punkte  der  Curve  verschwindet,  so  • 
diese  in  einem  linearen  Baum  geringerer  Dimension;  ist  M 
für  alle  PunMe  der  Curve  Null,  dagegen  M^  nicht,  so  liegt 
Curve  in  einem  linearen  Raum  von  Tc  Dimensionen,  aber  in  kei 
von  niederer  Dimension. 

Die  Punkte  der  Curve,  in  denen  Jf„  =  0  ist,  sind  die 
genannten  stationären  Punkte  der  Curve. 

Es  sei  P  ein  Punkt  der  Curve.  Wir  wollen  das  folg» 
System  von  n  Geraden  betrachten,  die  zu  je  zweien  senkr 
aufeinander  stehen:  vorerst  die  Tangente  an  die  Curve,  < 
das  Loth  auf  die  Tangente,  welches  in  dem  Osculationsr 
von  2  Dimensionen  liegt,  dann  das  Loth  auf  den  letzteren  Ri 
welches  in  dem  Osculationsraum  von  3  Dimensionen  liegt,  u. 

Nennt  man  nun 


'11  ? 


'21  ' 


a 


In  ' 


*2n» 


'nl» 


§  2.    Linienelemente  beliebiger  Mannigfaltigkeiten.         ßOl 

ez.  die  Richtungswinkel,  welche  die  n  Geraden  mit  den  n 
rimitiven  Coordinatenaxen  bilden ,  so  ergehen  sich  die  fol- 
enden  Formeln^  die  als  Erweiterung  der  Formeln  von  Frenet 
nd  Serret  in  Bezug  auf  die  Curven  doppelter  Krümmung 
vergl.  S.  460)  anzuseilen  sind,  und  ivelche  die  Differentiale  der 
^  Cosinus  der  Winkel  a  als  lineare  Functionen  der  Cosinus 
elbst  liefern: 

ds  B^  ^k-i 

darin  ist  angenommen,  dass  für  /v  =  1  auf  der  rechten  Seite 
^as  zweite  Glied  und  für  Je  =  n  auf  der  rechten  Seite  das  erste 
rlied  wegfällt.  lieber  diese  Formeln  siehe  Brunei,  Math.  Ann., 
-9  und  Landsberg,   Crelle,  114. 

In  Bezug  auf  die  Ausdehnung  des  Bonne  tischen  Theorems 
iber  den  Abstand  zweier  unendlich  naher  Tangenten  der  Curve  und 
;  iber  den  Abstand  eines  Punkts  der  Curve  von  der  Osculations- 
j  ibene  in  einem  unendlich  nahen  Punkt  siehe  Jordan,  Compf. 
\Hend.,  79,  1874,  p.  796.  Andere  Arbeiten  über  die  Infini- 
!  esimaltheorie  der  Curven  in  einem  beliebigen  Raum  sind  von 
loppe,  Arch.  der  Math.,  (l),  64;  (2),  6,  11,  12,  1880—1892. 

§  2.    Differentialgeometrie  der  in  linearen  Räumen 
enthaltenen    Mannigfaltigkeiten     von     mehreren     Dimen- 
j  sionen.     Quadratische  Differentialformen. 

!  Wie  in  der  Theorie  der  Plächen  die  bekannte  quadratische 

i  Oifferentialform  von  z^vei  Variablen  eingeführt  wird,  welche  das 
1  Quadrat  des  der  Fläche  angehörigen  Linienelements  angibt,  so 
I  'Vird  auch  bei  Mannigfaltigkeiten  von  mehr  als  zwei  Dimen- 
I  sionen  eine  quadratische  Differentialform  von  n   Varictbeln 

n 

ds^  =^a.jd2c-dxj         (l) 

oenutzt,  welche  das  Quadrat  des  unendlich  kleinen  Abstands 
:  zweier  unendlich  naher  Punkte  dieser  Mannigfaltigkeit  darstellt, 
!  1.  h.  wie  man  sagt,  das  Quadrat  des  dieser  Mannigfaltigkeit  an- 
gehörigen Linienelements.  Wir  ivollen  annehmen,  die  Form  (l) 
^ei  eine  definite  positive  Form  und  die  Determinante  der  a 
^fi  von  Nidl  verschieden. 

Dass  man  eine  quadratische  Differentialform  und  nicht  eine 
beliebige    andere    Form,   z.  B.    4*^^    oder    6*^^   Ordnung    etc.    zu 
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Grunde  legt,  ist  eine  durchaus  specielle  Hypothese,  welche  si 
nicht  machen  lassen  würde,  wenn  sie  nicht  die  Folge  einer  and 
ren  Hypothese  wäre,  die  hier  ausdrücklich  aufgestellt  sei:  da 
nämlich  unsere  Mannigfaltigkeit  immer  in  einem  linearen  Ran 
von  einer  grösseren  Anzahl  von   Dimensionen  enthalten  ist. 

Ferner: 

Unter  der  Voraussetzung ,  das  Linienelement  lasse  sich  dm 
eine  -quadratische  Form,  wie  (1),  ausdrücken,  kann  immer  ei 
Zahl  h 

derart  gefunden  werden,  dass^  ivenn  y^^  . . .,  ynJ^h  geeignete  Fui 
tionen  von  x^,  .  .  . ,  x^  sind,  die  Beziehung  (l)  sich  aus  c 
Differential  form 

n-\-h 

oMeiten  lässt,  tvelche  einem  linearen  Baum  von  n-\-  h  Bimt 
sionen  entspricht.  Siehe  Schläfli,  Ann.  di  mat,  (2),  5,  p.  1^ 
Ricci,  ib.,  12,  p.  137. 

Die  kleinste  der  Zahlen  h  heisst  die  Classe  der  Mann 
faltigkeit.     Ricci. 

Die  natürliche  Geometrie  der  Mannigfaltigkeiten  reduc 
sich  somit  auf  das  Studium  der  quadratischen  Differentialfom 
und  ihrer  Transformationen. 

In  der  Theorie  der  quadratischen  Differentialformen  benii 
man  mit  Vortheil  die  sogenannten  Christo ffeVschcn  Sijmh 
von  denen  es  vier  Kategorien  gibt:  die  Drei-Indices-Symb 
1*«^  und  2*"^^  Art  und  die  Vier-Indices-Symbole  l*"'"  und  2*«''  A 
Siehe  Christoffel,  Grelle,  70  und  auch  weiter  oben  S.  1 
475.      Bie  Brei-Indices-Symbole  i*®""  Art  sind: 

rk  /n  ^   1^  foa^        da^  _  da^^ 
Li  }~~  2\  dxj^     '     dXf^  dx,. 

und  die  zweiter  Art: 

kh\  ■^-i  i    rkh' 


{TH^^^^TJ. 


worin  die  A  die  algebraischen  Adjungirten  der  Elemente  hezc 
nen,  die  in  der  Beterminante  der  a  dieselben  Bidices  haben. 
Bie   Vier-Indices-Symhole  2^^^  Art  lauten: 
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(/  schliesslich  die   Vier-Indices- Symbole  P^^  Art: 

(kh,  ij)  =2 an  {M,  ij]  . 

i 

Zwischen  diesen  Symbolen  bestehen  viele  Kelationen.  Näheres 
idet  man  in  den  auf  S,  604  citirten  Arbeiten  von  Christoffel 
id  Lipschitz  und  in  Kap.  2  der  Differentialgeometrie  von 
ianchi,  Leipzig  1899. 

Wenn  eine  quadratische  Differentialform  (l)  gegeben  ist 
id  angenommen  wird,  die  x  seien  Functionen  von  n  anderen 
ariabeln  x',  so  kann  (l)  in  die  Differentialform 

n 

^a'ij  dx{  dxj 

ansformirt  werden. 

Diese  beiden  Differentialformen  heissen  äquivalent. 

Eines  der  wichtigsten  Probleme  der  Theorie  der  Differential- 
•rmen  besteht  in  der  Ermittelung  der  Bedingungen ,  unter 
eichen   zwei  quadratische  Differentialformen  äquivalent  sind. 

Zuerst     werden    die    Beziehungen    aufgesucht,    denen    die 

unctionen  x  und  x'  genügen  müssen;  sie  sind  durch 

midtane  partielle  Differentialgleichungen  vom  Typus 

^  ^i        .    -^  {hh\  ^^h  ^^ "^7  f  rs  I 'dx. 

dx^cx'^     '  ^^  1  i  j  dx'^  cx'^      ^   l  3  ]  ^. 

hk  >  3 

{r  s\' 
das  Christoff eV sehe  Symbol  für  die 

ansformirte  Form  verstanden  tvird. 

Die  Integrabilitätsbedingungen  dieses  Systems  partieller 
Differentialgleichungen  sind  Bedingungsgleichungen,  denen  die  a 
üd  die  a'  sowie  ihre  Derivirten  genügen  müssen.  Wenn  sie 
uf  geeignete  Art  combinirt  werden,  so  kann  man  diesen  Be- 
mgungsgleichungen  eine  invariante  Form  geben  und  kann  auf 
iese  Art  Differentialinvarianten  oder  -parameter  erhalten,  d.  h. 
».usdrücke,  die  bei  jeder  Transformation  der  Variabein  unver- 
ändert bleiben.      Siehe  Bepert.,   1,  p.  218  u.  ff. 


604    Kap.  XX.    Infinitesimal-  und  natürliche  Geometrie  in  dem  B 

Wir  wollen  uns  jedoch  nicht  auf  die  Einzelheiten  der  C( 
struction  dieser  Differentialparameter  einlassen  und  verweis 
auf  die  unten  citirte  Literatur. 

Die  Anzalil  der  Bedingungen  für  die  Transformirharl 
zweier   quadratischer  Differentialformen   fon  n   Variahein  hetrt 

n^{n^  —  1) 

li 
Damit   eine   quadratische  Differential  form  von  n   Variab 
sich  in  eine  solche  transformiren  lasse,   deren  Linienelement 

n 

Form  ^dx.^  hat,  müssen  die  Bedingungen 

(hk,  ij)  =  0 
erfüllt  sein,    tvorin  (JiJc,  ij)  das  ohen  defmirte  Christo ffel'i 
Symbol  bedeutet. 

Das    Problem    der    Transformation    der  Differentialfora 

enthält    als    speciellen    Fall    die  Ermittelung  der  Bedingung 

unter    denen     ein    gegebener    Raum    linear  ist,    sein    Lini 
element  sieb  mithin  auf  die  Form 

'n 

^dx;^ 

i  =  l 

reduciren  lässt. 

Die  Lame'schen  Gleichungen   für   die   dreifachen  Ortho 
nalsysteme    (vergl.  Kap.  16,  §  14)   entsprechen   gerade  den 
dingungen,  unter  denen  der  Baum  von  drei  Dimensionen  linear 

Ein  diesem  Transformationsproblem  verwandtes  Probl 
besteht  darin,  aufzusuchen,  wann  eine  Differentialform  von 
Classe  Null,  von  der  Classe  1,  etc.  ist.  Siehe  oben.  In  die 
Hinsicht  sind  die  Arbeiten  von  Ricci  zu  erwähnen,  Ann.  di  m 
(2),  12;  Bend.  Acc.  Lincei,  März  1888;  Lezioni  sulla  teo 
delle  superficie,  Verona-Padova  1898,  p.  73. 


Das  Problem  der  Transformation  der  quadi'atischen  Di 
rentialformen  wurde  zuerst  von  Christoffel,  Grelle,  70  i 
von  Lipschitz,  ib.  70,  71,  72,  74,  78,  81  behandelt;  si 
auch  das  Bull,  de  Darboux,  4,  1873.  Der  letztere  untersuc 
auch  den  Fall  der  Differentialformen  höheren  Grads.  In  ei 
Arbeit  von  Suworoff,  russisch,  im  Auszug  reproducirt  in  d 
Bull,  de  Darboux,    4  wird   nur   der  Fall    quadratischer  term 
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fferentialformen  betrachtet  und  werden  für  ihn  drei  invariante 
isdrücke    construirt;    mit    dem    allgemeinen   Fall    der   quadra- 

-chen  Formen  beschäftigte  sich  später  dann  auch  Voss,  Math. 

>m.,  16. 

§  3.    Deformation, 
errückungen  und  Riemann'sche  Krümmung  eines  Raums. 
Räume  von  constanter  Riemann'scher  Krümmung. 

Wenn  man  sich  an  die  Fundamentaleigenschaft  der  Gauss- 
ihen  Krümmung  K  der  Flächen,  bei  einer  Transformation  der 
;indamentaldifferentialform  invariant  zu  bleiben,  erinnert,  so 
•'ängt  sich  unmittelbar  der  Gedanke  auf,  von  den  Studien  über 
e  Transformation  der  Differentialformen  auf  die  Ausdehnung 
?s  Begriffs  der  Krümmung  überzugehen.  Wir  werden  in  diesem 
'aragraphen  die  Krümmung  eines  Eaums  in  dem  Riemann- 
hen  Sinn   behandeln. 

Vor  Allem  wollen  wir  das  folgende  wichtige  Theorem  von 
eez  aufstellen  (^ZeitscJir.  für  Math.  u.  Fhys.,  20,  21;  siehe 
ich  Ricci,  Ann.  di  mat.,  (2),  12,  p.  163  und  Cesaro,  Geom. 
irinseca,  deutsch  von  Kowalewski,  Vorlesungen  über  natür- 
die  Geometrie): 

Ein  Baum  von  n  Dimensionen  (w  >»  2) ,  welcher  in  einem 
laurn  von  n  -\-  1  Dimensionen  enthalten  ist,  lässt  sich  im  All- 
^meinen  nicht  deformiren ,  wenn  man  immer  in  dem  Baum 
M  n  -\-  1  Dimensionen  bleiben  tvill,  d.  h.  es  ist  nicht  möglich , 
'n  in  dem  umgebenden  Baum  zu  verbiegen  und  dabei  das 
'enelement  unverändert  zu  erhalten,  wie  es  mit  der  grössten  Un- 
itfjcschränlctheit  mit  den  Bäumen  einer  Dimension  (den  Linien) 
nd  mit  etwas  mehr  JEinscltränkung  mit  den  Bäumen  von  zwei 
Hmensionen   (den  Flächen)  geschehen  kann.     Die    Biegung    ist 

bei  speciellen  Bäumen   ausführbar.     Die   einzigen   Verände- 

len,  die  ein  allgemeiner  Baum  von  n  Dimensionen  (/e  >  2) 

'den  kann ,   ohne   aus   dem  Baum  von  n  -\-  1    Dimensionen, 

>  dem   er  sich  nach    der    Voraussetzung  befinden   soll,   heraus- 

iitreten,  sind  starre   Verrückungen,  d.  h.  Translationen,  Botatio- 

""  etc. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  den  Begriff  von  der  Krümmung 
ines  Baums  in  einem  Punkt  nach  Riemann  zu  erklären. 

Wir  wollen  den  Punkt  P  des  Raums  betrachten  und  von 
tm  aus  in  seiner  unendlich  kleinen  Umgebung  die  sämmtlichen 
Qöglichen  geodätischen  Linien  in  allen  Richtungen  ziehen,  d.  h. 
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die  Linien,  welche  den  kürzesten  Weg  von  dem  Punkt  P  na 
einem  ihm  unendlich  nahen  Punkt  in  demselben  Raum  da 
stellen,  also  Linien,  für  welche  das  ihren  Bogen  darstellende  I 
tegral  ein  Minimum  ist.  Solcher  Linien  kann  man  oo"" 
ziehen,  wenn  der  Baum  n  Dimensionen  hat.  Unter  ihnen  lass 
sich  stets  n  (und  nicht  mehr  als  n)  Linien  auswählen,  die  so  l 
schaffen  sind,  dass,  ivenn  die  Differentiale  ihrer  vom  Funkt  P  a 
gerechneten  Bogen  ds^,  .  .  . ,  ds^  genannt  iverdcn,  die  Gross 
ds^,  .  .  .,  ds^  linear  unabhängig  sind.  Bas  Bogendifferenii 
jeder  anderen  geodätischen  Linie  lässt  sich  dann  immer  lim 
durch  d s^  .,...,  ds^   ausdrücken. 

Wir  wollen  zwei  solche  Linien,  z.  B.  die  den  Bogendifi 
rentialen  ds^.,  ds^  entsprechenden,  und  zugleich  die  unendli 
vielen  anderen  betrachten ,  deren  Bogendifferential  durch  c 
Formel 

12      '  "■i  as-i    [~  Ao  a  Sa 
ausgedrückt  wird. 

Die  Punkte  aller  dieser  unendlich  vielen  Linien,  die  si 
über  ein  unendlich  kleines  Gebiet  um  P  erstrecken,  bild 
eine  in  dem  totalen  Raum  enthaltene  Mannigfaltigkeit  von  zv 
Dimensionen  (eine  Fläche);  solcher  unendlich  kleiner  Fläche 
ausdehnungen  um  P  kann  man 

—^- — -     herstellen. 

Von  jeder  dieser  Flächen  berechnen  wir  auf  die  Gaus 
sehe  Art  die  Krümmung  in  P  (sie  wird,  wie  auch  sonst,  a 
den  Coefficienten  jener  quadratischen  Differentialform  von  zi 
Variabein  gebildet,  die  das  Quadrat  des  Linienelements  der  betr 
fenden  Fläche  darstellt);  diese  Krümmung  nennen  wir  nach  d< 
Vorgang  Riemann's  Krümmung  des  Baums  in  dem  Punkt 
nach  dieser  bestimmten  Fläch enorientirung.  Wie  man  also  sie 
gibt  es  nach  diesem  Begriff  in  jedem  Punkt  des  Raums 
viele  Krümmungen,  als   voneinander   verschiedene  Flächenori* 

tirungen  vorhanden  sind,   also Nimmt  man  an,  di« 

verschiedenen  Krümmungen  in  Bezug  auf  einen  und  densell 
Punkt  seien  einander  sämmtlich  gleich  und  bleiben  auch  bei  d' 
Uebergang  von  einem  Punkt  des  Raums  zu  einem  andei 
unverändert,  so  erhält  man  die  Bäume  constanter  Biemann'sd 
Krümmung. 

Eine   solche    constante    Krümmung    kann    positiv,    nega 
oder  Null  sein;  is^  sie  Null,  so  ist  der  Baum  linear. 
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Wenn  die  Krümmung  constant  positiv  ist,  so  wird  der  Raum 

'  irischer  oder  Riemann' scher  oder   elliptischer  Raum    genannt; 

iie   dagegen  negativ,    so   heisst    der  Raum  pseudosphärischer 

I  er  Lohatschefskij' scher    oder   hyperbolischer    oder    nicht -Eucli- 

-<cher  in   engerem  Sinn;    ist   die   Krümmung   schliesslich  Null, 

ergibt  sich,  wie  schon  gesagt,   der  lineare  oder,  wie  er  auch 

nannt   wird,   der  Euclidische  oder  parabolische  Baum.     Siehe 

ip.  21. 

Der  pseudosphärische   oder  hyperbolische   Baum    dehnt   sich 
das  Unendliche  aus,  ivährend  der   elliptische  Baum  nicht  un- 
dlich  gross  ist.     Riemann. 

Die  Riemann'schen   Räume   constanter  Krümmung   besitzen 

bemerkenswerthe  Eigenschaft,  dass  sie  auf  sich  selbst  derart 

■  ickelbar  sind,  dass  man  ohne  Deformation  von   einem  Punkt 

jedem  beliebigen  anderen  übergehen  kann,  ivas  sonst  nach  dem 

eez'schen  Theorem  nicht  möglich  ist;  für  diese  Bäume  gilt  also 

^   Princip   der  vollkommenen  Bewegungsfähigkeit   der  Figuren 

■"'  Deformation,  wie  es  z.  B.  bei  den  sphärischen  Flächen  des 

ähnlichen  Baums  der  Fall  ist.     Lipschitz,   siehe  das  Citat 

vorigen  Paragraphen;  Bianchi,  Bend.  Äcc.  Lincei,   1898. 

Dem  Linienelement  eines  jeden  Baums  constanter  Bietnann- 

'"'r   Krümmung  K   kann  immer    bei   geeigneter    Auswahl    der 

rdinaten    (ivelche  auch  stereographische    genannt   werden) 

e  (Biemann'sche)  Form 

as  — 


l  +  f  (^i'  +  ^2'+  •••  +  ^«) 


hen  werden;  die  Coefficienten  der  quadratischen  Differential- 
>'in  sind  mithin  constanten  Grössen  proportional,  da  der  Pro- 
'rtionalitätsfactor  eine  Function  aller  x  ist. 

Wählt  man  ein  anderes   Coordinatensystem.,    so    lässt   sich 
IS  Linienelement  für  jeden  Baum  constanter  negativer  Krüm- 

'[/  —  -^  durch  die  Formel 

dS^  =  -^  (dx'^  +  dx^^  -\ h  d^n) 

teilen  y  worin  die  x  an  die  Bdation 

^^  +  %^  +  a;,^  H h  .;/  =  a^ 

^ninden  sind  und  a  eine  Constante  bedeutet,  während  das  Linien- 

nent  eines  jeden  Baums  constanter  positiver  Krümmung  -f-  ^ 

irch 
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ausgedrückt  werden  kann.,  ivorin  die  x  die  Gleichung 

x^  =  a^  -\-  x^  -^  '  '  '  -\-  x^ 

erfüllen  müssen.  • 

Wichtig  ist  die  folgende  Eigenschaft  der  Eiemann'sch 
Räume  constanter  Krümmung  : 

WäliU  man  in  ihnen  das  Coordinatensystem  auf  geeign> 
Art  aus  (nimmt  man  insbesondere  das  System,  für  welches  d 
Linienelement  die  zuletzt  angegebene  Form  hat),  so  lassen  Si 
die  geodätischen  Linien  durch  lineare  Gleichungen  ausdrücke 
Theorem  von  Beltrami,  Ann.  di  mat.,  (2),  2;  und  umgekeh: 
wenn  in  einem  Baum  bei  einer  speciellen  Ausivahl  des  Coar< 
natensystems  diese  letztere  Eigenschaft  besteht,  so  hat  der  Bai 
eine  im  Biem an n' sehen  Sinn  constante  Krümmung.  Schlaf 
Ann.  di  mat.,  (2),  5;  Beltrami,  ib.,  id.  Siehe  auch  Kap.  3 
§  11,  S.  492. 

In  einem  Baum  von  constanter  negativer  Krümmung  i 
stimmen  zwei  Punkte  ohne  Ausnahme  eine  geodätische  Li 
und  zwei  durch  einen  Punkt  gehende  geodätische  Linien  hat 
keine  anderen  Punkte  gemeinsam:,  dagegen  kann  es  in  o 
Bäumen  von  constanter  positiver  Krümmung  vorkommen,  d< 
zwei  durch  einen  Punkt  gehende  geodätische  Linien  sich  noch 
einem  anderen  Punkt  treffen  (man  denke  nur  an  die  gewöl 
liehe  Kugel);  es  ist  damit  aber  nicht  gesagt,  dass  dieser  S; 
für  alle  Räume  von  constanter  positiver  Krümmung  gültig  s< 
muss,  eine  Bemerkung,  die  von  Klein  herrührt.  Vei 
Kap.  21,  §  2. 

Dem  Linienelement   eines   Raums   von   constanter   positi^ 

Krümmung   ^   kann   man   die   Form   geben    (Bianchi,   Be 

Acc.  lAncei,   7,  1898,  p.  155): 

ds^  =  i?^  I  dx^^  -j"  sin^  x-^  dx^^  -4- 

+  sin^rTj  sin^x^dx^^  +  •  •  '  +  sin- ^^  •  •  •  sin^  Xn  —  idx,; 

und  demjenigen  eines  Raums  von  constanter  negativer  Krümm i 
■"""pä  j^^^  ^^^  ^^^i  folgenden  Formen    (Bianchi,    Vorlesuni 

über   Differentialgeometrie ,    deutsch    von    Lukat,    p.  580,  5!  ' 
vergl.    auch   weiter  oben  Kap.  16,  §  ll): 
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2...W 
i,  k 

(hyperbolischer  Typus), 

i,k 

(parabolischer  Typus), 

2...W 

/■^  =  dx^^  +  sinh^  (-^j  2j  hk^^ßx^, 

i,  k 

(elliptischer  Typus). 

Ein  anderes  sehr  einfaches  Coordinatensystem  für  die  Räume 

,  astanter    Krümmung   wird   nach    Weierstrass    benannt,    ob- 

dch   es   schon   in   einer    früheren   Abhandlung   aus    dem    Jahr 

'68,  Ann.   di  mat.,  (2),    2    von  Beltrami  benutzt  wurde;   es 

it  dem   Linienelement  eine  der  folgenden  Formen: 

^-^    ^*  ^  ^    für  die  Räume  mit  constanter  nega- 


2  — 2y^  =  1  tiver  Krümmung    —  -^r 


nt     y 

id: 

^^  =  Il'{df^+2dyf)\ 


2  5 


für   die  Räume    mit  constanter  posi- 
tiver Krümmung  -^  • 


I       Dieses  Coordinatensystem   lässt   sich   aus    dem  weiter   oben 
'  igegebenen  System,    welches    die   bemerkenswerthe  Eigenschaft 
■sitzt,  den   Gleichungen    der   geodätischen    Linien    eine   lineare 
i  estalt  zu  geben,  dadurch  ableiten,  dass  man 

a  X. 

tzt. 

lieber  die  Formeln,  welche  dazu  dienen,  von  diesem  System 
it  das  Riemann'sche  überzugehen,  siehe  Bianchi,  Ann.  di  maf.^ 

2,  p.  102. 

Damit  ein  dreidimensionaler  Baum  constante  Krümmung  K 
>^'  Hiemann' sehen  Sinn  habe,  müssen  sechs  Relationen  erfüllt 
'in  (siehe  §2);  sie  lauten  für  i,  j,  /j  ^  1,  2,  3,  tvenn  dem 
'inienelement  des  Raums  die  Form 

I'ascal,  Eepertoriiim.  II.  39 
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gegeben  icird,  folgend ermassen: 
cxjdxf,        Hj,  dxj   dx^~^  Hj  dxj,  dx.'' 


dx,  \H,  dx,  J  +  ex,  \  H,  cxj  +  m  ^dx.  dx^  -        ^^i  ^ 

Siiworoff,  Biül.  de  Darhoux,  4,  p.  192. 

Für  K=0  erhält  man  die  Lame 'sehen  Formeln,  si« 
Kap.  16,  §  14,  S.  505,  welche  die  Bedingungen  angeben,  un 
denen  der  Raum  linear  ist. 


Der  Begriff  der  Krümmung  eines  Raums  in  dem  oben  ; 
gegebenen  Sinn  ist  Riemann  zu  verdanken:  TJeher  die  Hy 
thesen,  icelclie  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen  (nach  des  Verfass 
Tod  erschienen);  dann  folgten:  der  bereits  erwähnte  Aufsatz  "^ 
Beltrami,  Ann.  di  maf.,  (2),  2,  lieber  die  Räume  constar. 
Krümmung  und  andere ,  die  ebenfalls  schon  citirt  wurd 
wie    Schläfli    und  Beltrami,  Ann.  di  mat.,  (2),  5. 

Die  Arbeiten  von  Lipschitz,  Voss  etc.,  auf  die  wir 
§  2  hingewiesen  haben,  dehnten  in  einer  anderen  Art  den  Beg 
der  Gauss'schen  Krümmung  auf  Mannigfaltigkeiten  in  Raun 
von  höheren  Dimensionen  aus  und  lieferten  auch  einen  anse' 
liehen  Beitrag  zu  der  Riemann'schen  Krümmungstheorie;  n 
findet  bei  ihnen  z.  B.  eine  Formel,  welche  die  Riemann's* 
Krümmung  durch  die  Coefficienten  der  quadratischen  Fundam 
taldifferentialform  ausdrückt.  Wir  verweisen  schliesslich  n( 
auf  einen  Aufsatz  von  Schur,  lieber  den  Zusammenhang 
Bäume  constanten  Riemann^ sehen  Krümmung smasses  mit  den  ^ 
jectiven  Räumen,  Math.  Ann.,  27. 


Ein  Raum    constanter   Riemann'scher  Krümmung   hat,   ^ 
bereits  gesagt  wurde,  unendlich  viele  Bewegungen  in  sich  seil 

w(n-fl) 

er  kann  ins  Besondere  auf  oo     ^      verschiedene  Arten  auf  sich  sei 

abgewickelt  werden,  worin  n  die  Anzahl  seiner  Dimensionen  ang 

Man  kann  nun  danach  fragen,  wie  wohl  die  anderen  Räu 

beschaffen  sein  mögen,  die  nur  oo^  Transformationen  gestatten,  wo 

/•  kleiner  als ^ — -   ist.     So    sribt   es    z.  B.    in    dem  gewöl 


gX^^l.  V..J  ^.       ^.         ...»X  VCV..XXX        ^. 
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iien  Raum  ausser  der  Kugel,  welche  oo^  Bewegungen  in  sich 
Ibst  hat,  die  Rotationsflächen,  die  nur  oo^  solche  Bewegungen 
lassen,  etc. 

Mit  diesem  Problem  beschäftigten  sich  Lie,  Theorie  der 
ansformaüonsgruppen,  unter  Mitwirkung  von  Engel  bearbeitet, 
Abschn.,  Leipzig  1888,  1890,  1893,  1,  p.  310  und  3,  p.  575; 
illing,  Crelle,  109,  p.  121;  Bianchi,  Mem.  della  Soc.  ital. 
üe  säende,  (3),  11,  1897,  p.  267,  der  den  Fall  n=3  er- 
höpfend  behandelte;  Ricci,  Sui  gruppi  di  movimenti  in 
>a  varietä  quahmque  a  tre  dimensioni,  Mem.  della  Soc.  ital. 
ile  scienze,  (3),  12,  1899;  Ricci  und  Levi-Civita,  Math, 
nn.,  54,  p.  173. 


4.  Eine  andere  Ausdehnung  des  Begriffs  der  Krümmung 
if  Mannigfaltigkeiten  oder  Räume,  die  mehr  als  zwei- 
mensional  und  in  einem  höheren  Raum  enthalten  sind. 

Die  Ausdehnung,  welche  Riemann  dem  Begriff  der  Krüm- 
ung für  einen  höheren  Raum  gab,   hat  sich   von   grosser  Be- 
mtung  erwiesen  und  ist  speciell   in  dem  Fall  von  Nutzen  ge- 
I  esen,  in  welchem  diese  Riemann'sche  Krümmung  überall  constant 
:  t.     Ist  sie  dieses  nicht,   so  erhält   man    eine  Erweiterung   der 
jiauss'schen  Krümmung,  die  vor  Allem  den  Missstand  zeigt,  dass 
e  nicht   für  jeden  Punkt  des  Raums   oder  der  Mannigfaltigkeit 
iien  einzigen  Werth,  sondern  soviele  Werthe  hat,  als  es  diesem 

unkt  zugehörige  Flächenorientirungen  gibt,  also 

Es  scheint  daher  von  Vortheil  zu  sein,  den  Begriff  der 
rümmung  auf  eine  andere  Art  auszudehnen. 

Wir  wollen  uns  einen  Raum  oder  eine  Mannigfaltigkeit 
f«_i  von  n — 1  Dimensionen  denken,  die  in  einem  heliebigen 
\  aum  M^  von  n  Dimensionen  enthalten  ist.  Wie  wir  in  dem 
s  all  der  in  einem  linearen  Raum  enthaltenen  Flächen  die  in 
nem  Punkt  die  Fläche  berührenden  Geraden,  so  wollen  wir  im 
ilgemeinen  Fall  die  geodätischen  Linien  von  M^  betrachten,  die 
f«_i  in  einem  Punkt  P  berühren. 

Bei  den  gewöhnlichen  Flächen  lassen  sich  die  Richtungen 
er  Krümmungslinien  als  die  Halbirungsgeraden  der  Richtungen 
er  Asymptotenlinien  ansehen,  d.  h.  als  die  Axen  des  Kegel- 
ihnitts,  der  diese  letzteren  Richtungen  zu  Asymptoten  hat, 
löhe    Kap.   16,   §  9;     ähnlich   betrachten   wir    im    allgemeinen 

39* 
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Fall  statt  der  Tangenten  an  die  Asymptotenlinien  die  geoi 
tischen  Linien  von  M^,  welche  Mn~\  in  dem  Pmikt  P  os 
liren  {dreipunMig  berühren);  sie  bilden  eine  quadratische  M; 
nigfaltigkeit ,  deren  (n  —  l)  Axen  mit  vollem  Recht  als 
Eichtungen  der  Krümmungslinien  anzusehen  sind;  diese  A, 
stehen  zu  je  zweien  senkrecht  aufeinander  und  ihre  Läm 
stellen  genau  so,  wie  in  dem  gewöhnlichen  Fall  der  Bupi 
sehen  Indicatrix  für  die  Flächen,  die  Krümmungsradien  der  , 
Mannigfaltigkeit  Mn—i  normalen  Schnitte  dar,  die  in  den  Bi 
tungen  dieser  Krümmung sVmien  gemacht  werden  (die  Hauptkrh 
mungsradien) ;  sie  entsprechen  genau  den  Maxima  und  Mini 
der  Krümmungsradien  aller  unendlich  vielen  NormalschniUe. 

Der  reciproke  Werth  des  Products  dieser  Hauptkrümmun 
radien  heisst  die  totale  Krümmung  der  Mannigfaltigkeit  in  ä 
hetr achteten  Punkt. 

Die  vorstehenden  Begriffe  ergeben  sich  aus  Betrachtung 
die  Lipschitz  und  Voss  in  den  im  §  2  citirten  Arbeiten  an 
stellt  haben;  diese  Autoren  gehen  von  der  Theorie  der  quad 
tischen  Differentialformen   aus. 

Kronecker,     Berl    Ber. ,     1869,    p.    170,    695     i 
Beez,    Zeitschr.    für    Math.,    21,  24;    Math.  Ann.,  7    dage; 
suchten   einen   anderen    Gedankengang  zu   Grund    zu   legen, 
sich    übrigens  auf  sehr  natürliche  Art  darbietet. 

Wir  wollen  ums  der  Einfachheit  wegen  auf  den  Fall 
schränken,    in    welchem    die   Marmig faltigkeit   Mn  —  i    in    ei) 
linearen  Baum  B^  enthalten  ist  und  wollen  in  ihm  eine  sp 
rische    Mannigfaltigkeit     von     n  —  1     Dimensionen     und    d 
Radius  1   betrachten,  die  durch  die  Gleichung 

f=V  +  ^/  +  ---  +  ^„'-i  =  o 

dargestellt  werde,    während   die  Gleichung   der   gegebenen  M 
nigfaltigkeit 

F(x^,...,  xj  =  0 
laute. 

Wir  wollen  jeden  Punkt  von  F  jedem  Punkt  von  f  zuord 
und  wollen  dabei  so  verfahren,  wie  es  bekanntlich  bei  der  sp 
rischen  Abbildung  der  Flächen  geschieht  (vergl.  Kap.  16,  § 
d.  h.  wir  lassen  diejenigen  Punkte  einander  entsprechen, 
denen  die  normalen  Geraden  parallel  sind.  Betrachtet  man 
Volumen  eines  unendlich  kleinen  Elements  der  Mannigfaltig! 
um  einen  Punkt  P  und  das  Volumen  des  entsprechenden  Elem» 
der  Kugel,  so  ist  die  Grenze  des  Verhältnisses  zwischen  dem  1 
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ren  und  dem   des   Elements    der    Mannigfaltigkeit   die    Gauss- 
'">'  Krümmung  der  Mannigfaltigkeit  im  Punkt  P;    sie  ist   der 
iproke  Werth   des  Products    der  HauptJcrümmungsradien ,   wie 
I  den  früheren  Betrachtungen. 

Der  Atisdruck  für  die  Krümmung  K  lautet 


K 


^«+1 


F       F.F.  F 


orin    die    F-,  F^j    die    ersten    und   zweiten    Derivirten   von   F 
■  icicJmen  und  S  sich  aus 


S  =  VW+  •?'/  +  •••  +  K'    ergibt. 

lieber  den  Ausdruck  für  K  siehe  auch  Kicci,  Ann.  di 
lat.,  (2),  12,  p.  165  und  über  n  =  A  Suworoff,  Bull,  de 
)arhoi(x^  4,  p.  186.      Vergl.  auch  Lie,  Gott.  Nachr.,  1871. 

Nennt  man  allgemein  ebene  bez.  sphärische  Mannigfaltig- 
:eiten  M^—i  solche,  die  einem  M^  angehören  und  so  beschaffen 
ind,  dass  in  jedem  Punkt  die  (n  —  1)  Hauptkrümmungsradien 
ämmtlich  entweder  unendlich  gross  oder  derselben  endlichen 
Trosse  gleich  sind,  die  auch  dann  dieselbe  bleibt,  wenn  man  von 
inem  Punkt  der  Mannigfaltigkeit  zu  einem  anderen  übergeht, 
0  gilt  der  Satz: 

In  einem  beliehigen  Baum  iHf^  existiren  im  Allgemeinen 
'eine  ebenen  tmd  sphärischen  Mannigfaltigkeiten;  wenn  die  Coef- 
identen  des  Linienelements  von  M^  geivisse  Bedingungen  erfüllen, 
'>  mthält  M^  oü^  Ebenen  oder  Kugeln  (von  gegebenem  Badius); 
dem  Fall,  in  tvelchem  M^  oo"  Ebenen  enthält.,  können  jedoch 
n  ihm  keine  Mannigfaltigkeiten  von  der  Beschaffenheit  existiren, 
lass  die  Hauptkrümmungsradien  zwar  für  jeden  Punkt  sämmtlich 
nnander  gleich  sind,  von  Punkt  zu  Punkt  der  Mannigfaltigkeit 
iber  variiren.  Siehe  Voss,  Math.  Ann.,  16,  p.  157.  Dieses 
Theorem  entspricht  dem  im  gewöhnlichen  Raum  geltenden  Satz, 
^lass  es  ausser  den  Kugeln  keine  Flächen  gibt,  deren  Punkte 
sämmtlich  Nabelpunkte   sind. 

In  einem  Baum  constantcr  Biemann'scher  Krümmung  (siehe 
§  3)  existiren  Mannigfaltigkeiten,  für  welche  die  Hauptkrüm- 
»nungshalbmesser  zwar  in  jedem  Punkt  einander  gleich  sind,  sich 
'iher  von  Punkt  zu  Punkt  ändern.     Voss,  1.  c,  p.  160. 

Wenn  die  totale  Krümmung  in  jedem  Punkt  einer  Mannig- 
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faltigJceit  Null  ist,  so  ist  diese  dadurch  ausgezeichnet,  dass  von  jede 
ihrer  Punkte  eine  geodätische  Linie  von  M^^  ausgeht,  2velche  ei. 
vierpunMige  Berührung  mit  ihr  hat.  Will  man  die  Benennung* 
gebrauchen,  die  für  die  Flächen  benutzt  werden,  so  kann  m; 
sagen,  jeder  Punkt  sei  ein  parabolischer  Punkt.  Siehe  Kap.  16,  § 
Wenn  die  totale  Krümmung  Null  ist  und  ins  Besonde 
n  —  2  der  Hauptkrümmungsradien  für  jeden  Punkt  der  Ma 
nigfaltigkeit  von  n  —  1  Dimensionen  unendlich  gross  sind , 
heisst  die  Mannigfaltigkeit  der  Analogie  mit  den  Flächen  d 
gewöhnlichen  Eaums  wegen  eine  DeveloppaUe,  weil  sie  alsdai 
durch  eine  geodätische  Linie  des  Raums  M^  auf  ähnliche  K 
erzeugt  wird,  wie  eine  Developpable  durch  eine  Gerade  des  g 
wohnlichen  Eaums. 

Ein  den  vorstehenden  Sätzen  verwandtes  Theorem  ist  V' 
A.  Brill,  Math.  Ann.,  26,  p.  302: 

Eine  pseudosphärische  dreidimensionale  Mannigfaltigkeit  (v 
constanter  negativer  Biemann'scher  Krümmung)  kann  es,  wenn  , 
reell  sein  soll,  in  einem  linearen  Baum  von  4  Dimensionen  nix 
geben,  sondern  nur  in  einem  linearen  Baum  von  5  Bimensiom 

Allgemeiner  (siehe  Bianchi,  Differentialgeometrie,  Leip/ 
1899,  p.  615,  619): 

In  einem  Baum  i^w-fi  von  n -\-  1  Dimensionen  (/?  > 
constanter  Biemann'scher  Krümmung  K  gibt  es  keinen  Bai 
constanter  Biemann'scher  Krümmu/ng  Kq,  wenn  Kq  —  K  nega 
ist.  Ist  diese  Differenz  (die  relative  Krümmung)  positiv,  so  si 
die  entsprechenden  Hyperflächen  ausschliesslich  Hypersphären. 


Am  Schluss  dieses  Paragraphen  wollen  wir  noch  erwähn* 
dass  auch  andere  Begriffe  und  Theoreme  der  Flächentheorie  ; 
die  mehrdimensionalen  Räume  ausgedehnt  wurden. 

Die  Erweiterung  der  C o da zzi' sehen  Formeln  führt 
einem  System  von  ^n{n — l)(5w — l)  Formeln  für  eine 
einem  linearen  Raum  enthaltene  Mannigfaltigkeit  von  n  Dim» 
sionen ;  über  die  Ausdehnung  des  Euler'schen  Theorems  si« 
Jordan,  Compt.  Bend.,  79,  1874,  p.  912  und  über  die  « 
Dupin' sehen  Theorems:  Lie,  Gott.  Nachr.,  1871;  Klein,  Ma 
Ann.,  5  und  auch  Cesaro,  Vorlesungen  über  natürliche  G 
metrie.  Eine  Darstellung  der  Differentialgeometrie  der  ms 
dimensionalen  Räume  findet  man  bei  Killing,  Die  nicht -JEii* 
dischen  Baumformen  in  analytischer  Behandhmg ,  Leipzig  185 
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Die  Differentialgeometrie   der  Mannigfaltigkeiten 
n  zwei  Dimensionen  (Fläclien)  in  den  Räumen  constanter 
Riemann'scher  Krümmung. 

In  einigen  neueren  Arbeiten,  besonders  von  Bianchi,  wird 
•  Versuch  gemacht,  die  gewöhnliche  Differentialgeometrie  der 
ichen  auf  den  Fall  auszudehnen,  in  welchem  diese  in  drei- 
aensionalen  Räumen  constanter  Krümmung  enthalten  sind. 

Wir    wollen    dem    Element    des    dreidimensionalen    Raums 

Q    constanter   positiver  Krümmung   -^   oder   negativer  Kiüm- 

mg   —  -^5  bez.  die  Form 

ds^  =  B'^{-\-  dx^  -f-  dx^^  -f-  dx^^  -\-  dx^^) 
ben  (siehe  §  3),  und  es  seien  die  x  durch  die  Relation 

X       I      Xt        I      Xi)        I      Xo     ^""^^^  X 

rbunden,   worin   die    oberen  Zeichen  für    den  elliptischen,  die 
teren  für  den  hyperbolischen  Raum   gelten. 

Zu   jeder  Fläche  in   diesem   Raum   gehören   die   bekannten 

iden    quadratischen    Differentialformen    mit    den    Coefficienten 

,  -F,  G,  D,  D',  D'\  zwischen  denen  drei  Relationen  bestehen; 

3  beiden  ersten  sind  die  Codazzi'sclien  Formeln  selbst  (vergl. 

Iß9,  470),  die  dritte  Gauss'sche  wird  dagegen  auf  folgende 

L   modificirt: 

BD"  -  D'^  _!,  _  X 
EG  —  F'    ~~  ' 

.bei  bedeutet  K  die  Krümmung  des  Raums  und  h  die  db- 
lute  Krümmung  der  Fläche  (d.  h.  die,  welche  der  ersten 
indamentaldifferentialform  entspricht).  Die  linke  Seite  dieser 
tzten  Relation  heisst  die  relative  Krümmung  der  Fläche  und 
fc  dem  reciproken  Werth  des  Products  der  beiden  reducirten 
^»pth'ümmungsradien  r^,  r^  gleich. 

Bianchi  studirte  in  den  Räumen  constanter  Krünamung 
die  Flächen,  deren  absolute  Krümmung  Null  ist,  Atti  Äcc.  To- 
ne, 1895;  Ann.  di  mal,  (2),  24;  (3),  2;  zu  diesen  Flächen  gehört 
■^  CUfford'sclie;  vergl.  K\ ein,  Math.  Ann.,  ^1 ',  Killing,  ib., 
^;  dann  2)  die  Minimal  flächen,  Bianchi,  Bend.  Acc.  Lincei, 
^^S-^Ann.dimat,  (3),  2;  siehe  über  die  letzteren  auch  Lipschitz, 
yelle,  7S  und  Cajley,   Compt.  Bend.,   111,  1890;  ferner  3)  die 

lachen  vom  Liouville' sehen  Typus,  für  welche  -7  -| — 7-  =  2 
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oder  ri-\-  r2=  0,  etc.  ist;  man  vergleiche  die  citirten  Arbeitt 
Bianchi  beschäftigte  sich  auch  mit  den  Wein  garten 'sei 
Systemen  (Kap.  16,  §  14)  in  den  Räumen  constanter  Krü 
mung,  Mem.  Acc.  Lincei,  (4),  4,  1887. 

lieber  die  Bestimmung  der  Volumina  in  den  Räumen  C( 
stanter  Krümmung  siehe  Simon,  Math.  Ann.,  42;  D'Ovid 
Atti  Acc.  Torino,  1893;  Loria,  Giorn.  di  Batt.,  26;  in  Bezug  ; 
andere  Arbeiten,  die  zwar  dieselben  Räume  betreffen,  aber  ni 
speciell  ihre  Infmitesimalgeometrie^  verweisen  wir  auf  das  i 
gende  Kapitel. 

Wir  erwähnen  schliesslich  noch,  dass  die  reguläre  Theüi 
eines  nicht- EucUdiscJien  oder  pseudosphärischen  Baums  in  ( 
gruente  Polyeder  auf  das  Problem  der  unstetigen  Gruppen  linea 
Substitutionen  einer  Variabein  führt,  Poincare;  siehe  Bept 
1,  Kap.  14,  §  2.  Studien  dieser  Art  findet  man  bei  Bianc 
Math.  Ann.,  38,  40,  42;  Bend.  Acc.  Lincei,  1893,  sowie 
Fricke  und  Klein,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  ai 
morphen  Functionen,  1897,  Abschn.  1;  vergl.  auch  Hilbe 
Mathematische  Probleme,  Gott.  Nachr.,  1900,  Nr.  18,  Aufl 
des  Baumes  aus  congruenten  Polyederti. 


Kapitel  XXL 

Die  absolute  Geometrie 
d  speciell  die  nicht -Euclidisclie  Geometrie  in  der  Ebene 

und  im  Raum. 

1.    Historische  Bemerkungen  über  die  nicht-Euclidische 

Geometrie. 

Die  ganze  Metrik  der  Euclidischen  Geometrie  beruht  auf 
ler  Hypotliese,  die  anderen  ähnlichen  Hypothesen  vorzuziehen 
lisch  kein  Grund  vorliegt ;  die  alleinige  Ursache ,  weshalb 
m  gerade  ihr  den  Vorzug  gegeben  hat,  rührt  von  einer 
ihrscheinlichen  Uebereinstimmung  mit  den  Erfahrungen  her, 
e  unsere  Sinne  uns  verschaffen. 

Diese  Hypothese  ist  in  dem  berühmten  Postulat  Y  oder 
m  Postulat  über  die  Parallelen  der  Euclidischen  Elemente 
TOijffm)  enthalten*). 

Sehr  zahlreiche  Versuche  sind  zu  verschiedenen  Zeiten  ge- 
iL'ht  worden,  das  Postulat  zu  beweisen  oder  es  durch  andere 
i  ersetzen;  ausgedehnte  ins  Einzelne  gehende  Angaben  findet 
an  in  dem  Werk  von  Stäckel  und  Engel,  die  Theorie  der 
(irallellinien  von  Euclid  bis  auf  Gauss,  eine  Urkundensamm- 
'ng  zur  Vorgeschichte  der  nichteuclidischen  Geometrie,  Leipzig 
895.  Bekannt  sind  die  Untersuchungen  Legendre's  in  den 
'sten  beiden  Ausgaben   seiner  Elements  de  geometrie,  Paris  1794 


*)  Früher  wurde  es  in  Folge  eines  Irrthums  der  Copisten,  die 
ns  den  griechischen  Text  übermittelt  haben,  das  Axiom  XI  genannt. 

Die  Euclidischen  Elemente  zerfallen  in  13  Bücher  und  enthal- 
;n  die  wesentlichsten  elementar- geometrischen  Kenntnisse,  welche 
ie  Griechen  hatten;  sie  sind  etwa  um  300  v.  Chr.  verfasst.  Vergl. 
ber  dieses  einzigartige  Werk  M.  Cantor,  Gesch.  der  Math.,  1, 
•  246,  sowie  die  Clebsch-Lindemann'schen  Vorlesungen  über 
nalytische  Geometrie  des  Baums,  in  denen  Lindemann  den  atoixsla 
ine  eingehende  Besprechung  zu  Theil  werden  lässt. 
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(die  neueste  Ausg.  ist  von  1894);  siehe  auch  die  Mc'm.  de  l'j 
de  Paris ^  1833  und  die  Baltzer^sche  Flanimetrie.  Beachtei 
werth  sind  auch  die  früheren  Forschungen  von  Giro  lau 
Saccheri,  Euclides  ab  omni  naevo  vindicatus  etc.,  Milano  17^; 
die  lange  vergessen  waren,  und  aufweiche  Beltrami  die  Ai 
merksamkeit  der  Mathematiker  lenkte,  Rend.  Acc.  Lincei,  188 
ferner  die  Arbeiten  von  Lambert,  1766  (vergl.  das  oben  citii 
Stacke  l-EngeTsche  Werk). 

Nach  den  neuesten  Forschungen  ist  es  unzweifelhaft,  di 
schon  Gauss  die  Art  erkannt  hat,  auf  welche  das  Problem 
lösen  ist,  siehe  St äckel -Engel,  1.  c;  Math.  Ann.,  49,  p.  4 
und  Bidl.  de  Darhoux,  1897,  p.  206;  ferner  Gauss,  G 
Werlie,  Bd.  8  (Nachlass)  und  die  Urkunden  zur  nicMeudi 
sehen  Geometrie,  I.  Lobatschefskij  von  Engel,  Leipzig  18£ 
vergl.  auch  den  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Wolfga^ 
Bolyai,  Leipzig  bei  Teubner. 

Lobatschefskij  und  Johann  Boljai,  der  Sohn  Wo 
gang's,  waren  die  ersten,  welche  in  separat  erschienenen  Schi 
ten  neue  und  originelle  Ideen  über  die  wahre  Natur  der  i 
gemeinen  Parallelentheorie  entwickelten  und  dabei  den  Fun( 
mentalsatz  zu  Grund  legten,  dass  das  Postulat  V  nicht  etwa  e: 
Wahrheit  darstellt,  die  sich  logisch  aus  den  anderen  Voraussetzung 
Euclid's  ableiten  lässt,  sondern  von  diesen  durchaus  um 
hängig  ist.  Sie  verfuhren  dabei  auf  eine  Art,  wie  man  es 
jedem  indirecten  Beweis  thut.  Sie  legten  nämlich  an  Stelle  < 
fünften  Postulats  ein  ihm  widersprechendes  zu  Grund  und  v 
folgten  dann  die  Hypothese,  dass  sich  durch  einen  Punkt  auss 
halb  einer  Geraden  nicht  lediglich  eine  die  gegebene  Gerr 
nicht  schneidende  Gerade  ziehen  lasse.  Sie  entwickelten  ; 
diese  Art  durch  elementar- geometrische  Betrachtungen  m 
Euclid's  Vorbild  eine  in  sich  einwandfreie  Geometrie,  die  all 
dings  zu  anderen  Sätzen,   wie   die  Euclidische  Geometrie   fül 

Die  betreffenden  Werke  Lobatschefskij 's  sind:  Exposit 
des  principes  de  la  gcomctrie  etc. ,  der  Universität  Kasan  üb 
reicht  1826,  aber  ungedruckt;  Ueher  die  Anfangsgründe  < 
Geometrie.  Kasaner  Bote  1829,  30;  Neue  Anfangsgründe 
Geometrie  mit  einer  vollständigen  Theorie  der  Parallelen,  Al 
der  Universität  Kasan,  1835 — 1838  (eine  deutsche  Uebersetzn 
dieser  drei  Arbeiten  mit  eingehender  Würdigung  und  werthvol 
Anmerkungen  von  Engel  ist  bei  Teubner  erschienen,  Leip 
1899);  Geometrie  imaginaire,  Grelle,  17;  Gcom.  Unters.,  Ber 
1840;  Fangeometrie,  Kasan  1855  (italienische  üebersetzung  \ 
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laglini,  Giorn.  dl  Batt.,  h,  p.  273).  Das  Werk  Johann 
vai's  führt  den  Titel:  Appendix  scientiam  spaüi  absolute 
,11  exhihens  etc.  und  erschien  als  Anhang  zu  dem  Buch  Wolf- 
LrBoljai's  Tewtome/* etc. (vergl. das Namenverzeichniss),  1832; 
-eh  frei  bearb.  von  J.  Frischauf,  1872;  ital.  von  Batta- 
i,  Giorn.  di  Batt.,  6;  franz.  von  Houel,  2.  ed.,  Paris  1895. 
Die  Theorie,  die  sich  auf  diese  Art  ausbildete,  wurde  ah- 
'('■  Geometrie,  imaginäre  Geometrie,  abstracte  Geometrie,  Pan- 
etrie ,  Metageometrie  oder  auch  weniger  treffend  nicht- 
Idisclie  Geometrie  genannt. 

Man    kann    nun    einerseits    nach   denjenigen   geometrischen 

m  fragen,  die  unabhängig  vom  fünften  Postulat  sind,  ande- 

its  eine  Geometrie  aufbauen,  die  alle  Euclidischen  Voraus- 

iiigen    enthält,    nur    an    Stelle    des    fünften    Postulats    eine 

re  diesem  widersprechende  Voraussetzung  hat. 

Wir  bemerken  noch,  dass  Lobatschefskij  und  J.  Bolyai, 

sie  sich  stets  an  das  Postulat  der  unendlich  grossen  Geraden 

Iten,  nur  zu  der  sogenannten  hyperbolischen  Geometrie  (siehe  §  2) 

nen,   einer  einzigen    der    beiden   nicht-Euclidischen    Theorien, 

sich  der  Euclidischen  gleichberechtigt  zur  Seite  stellen. 

In  den  Formeln   der  absoluten  Geometrie   tritt   eine   unbe- 

nmte  Constante  auf,  deren  Werth  den  Raum,  in  dem  wir  uns 

geometrischen  Gebilde  vorstellen,  ebenso  kennzeichnet,  wie  eine 

iche  Constanten  Krümmungsmasses  in  unserem  Euclidischen  Raum 

rch    den    Werth    des    Krümmungsmasses    charakterisirt    wird. 

r   Werth    dieser   unbestimmten    Constanten    kann   nur    durch 

3  Erfahrung  geliefert  werden. 

Auf  solche  Art  erscheint  das  Euclidische  Postulat  oder  ein 
ieres  ihm  ähnliches  lediglich  als  ein  Datum  der  Erfahrung., 
Iches  sich  innerhalb  der  Grenzen  unserer  Beobachtungen  als 
t  der  Wirklichkeit  übereinstimmend  erweist. 

Zum   vollen   Verständniss   und   der  Begründung   der    neuen 
i  issenschaft  trugen  in  zwei  verschiedenen  Richtungen  die  Ideen 
emann's  in  seiner  Habilitationsrede  (siehe  Kap.  20)  und  die- 
:  ligen  Cajley's,P/iiZ.  Trans.,  1859  über  die  Art,  die  metrischen 
genschaften  der  Figuren  projectiv  zu  definiren,  wesentlich  bei. 
irch   Riemann  wurde  darauf  hingewiesen,  dass  es  auch  eine 
ometrie  der  geschlossenen  Geraden  geben  könne;   ferner  aber 
irte  er  den  Raum  als  Mannigfaltigkeit  constanten  Krümmungs- 
isses  auffassen.     Auf  den  Zusammenhang  mit  den  Flächen  con- 
mter  Krümmung  der  Euclidischen  Geometrie  wies  zuerst  Bei- 
ami hin.    Jedem  Satz  über  Flächen  constanten  negativen  Krüm- 
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mungsmasses  im  Euklidischen  Raum  entspricht  ein  Satz  der  hy 
bolischen  Geometrie  und  umgekehrt,  Beltrami,  Saggio  d'ii 
pretazione  della  Geometria  non-eucUdea,  Giorn,  di  Batt.^  6,  IJ 
Ann.  di  mat.,  (2),  2  (Siehe  §  5).  Klein,  Math.  Ann., 
hat  auf  die  Beziehungen  zwischen  den  Untersuchungen  C 
ley's  und  den  Begriffen  der  absoluten  Geometrie  aufmerl 
gemacht.  Erst  in  Folge  der  Herstellung  dieses  Zusammenhang: 
lang  der  strenge  Beweis  für  die  Unmöglichkeit,  das  Postulat  ^ 
gisch  aus  den  übrigen  Voraussetzungen,  die  der  Geometrie  zu  Gri 
liegen,  abzuleiten;  diese  Unmöglichkeit  haben  Lob at sehe f 
und  J.  Bolyai  im  Grund  ohne  Beweis  als  bestehend  angenom 

Besonders  hervorzuheben  sind  noch  die  Untersuchungen 
Helmholtz,  lieber  die  Thatsachen,  die  der  Geometrie  zu  Gr 
liegen,  Gott.  Nachr.,  1868  oder  Wissensch.  Abk.,  2,  p.  618.  D 
Riemann  und  Helmholtz  wurde  das  (von  Lie)  sogena 
Biemann- HelmliolW sehe  Baumproblem  geschaffen,  welches  Li 
3.  Bd.  seiner  Theorie  der  Transformationsgruppen  sehr  einge 
behandelt  hat. 

Andere  specielle  Arbeiten  über  die  absolute  Geometrie 
von  Cayley,  Math.  Ann.,  5;  Story,  Amer.  Journ.,  4,  5;  Sil 
Grelle,   109 ,  welche    die  trigonometrischen  Formeln  erweite 
Battaglini,    Giorn.   di  Batt.,  12,   16;    D'Ovidio,  Mem. 
hincei,  1875,  1876;   Atti  Acc.  Torino,  1891—1893;  etc. 

Von  den  hervorragendsten  Darstellungen  der  nicht-Eu( 
sehen  Geometrie  citiren  wir  Frischauf:  l)  absolute  Geon 
nach  Joh.  Bolyai;  2)  Elemente  der  absoluten  Geom< 
3)  Elemente  der  Geometrie,  2.  Aufl.,  Leipzig  1872,  1876,  1 
Killing,.  die  nicht-Euclidischen  Baumformen  in  analytisWw 
handlung,  Leipzig  1885;  Killing,  Einführung  in  die  Grundi 
der  Geometrie;  Bd.  1  und  2,  Paderborn  1893,  1898;  Mans 
Sur  les  principes  fondamentaux  de  la  geomeirie,  de  la  mecm 
et  de  Vastronomie,  Paris  1893;  MatJiesis  1895,  wozu  noeb 
autographirten  Vorlesungshefte.,  Hft.  6,  Nicht-Euclidische  Geon 
W.-S.   1889/90  uyid  S.S.  1890  von    Klein   hinzuzufügen 

Weitere  Originalarbeiten  über  die  nicht-Euclidische  Geon 
verdankt  man  De  Tilly,   Becherches   sur   les   elemcnts   de 
metrie,  Bruxelles  1860;  Essai  sur  les  principes  fond.  etc.,  - 
de  Bordeaux,  (2),  3,   1877;    Essai  de  geom.  anal,  gener.,  - 
deBelg.,   1892  und  Flye  S.  Marie,  Etudes  anal,  etc.,  Paris  1 

Von  allgemeinerer  Natur  ist  der  Gegenstand,  mit  dein 
die  Grundzüge  der  Geometrie  von  Veronese  und  die  üb 
in  Kap.  19,  §  1    citirten   Werke    beschäftigen;    der  Anhani 
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■  des  Veronese'schen  Buchs  enthält  ausgedehnte  und  ein- 
nde  historisch-kritische  Notizen  über  das  vorliegende  Thema; 
1.  auch  einen  Artikel  von  Mansion  in  der  Bevue  des  Quesf. 
f.,  1895,  in  welchem  über  die  De  Tilly'schen  Arbeiten 
htet  wird. 


Das   Postulat   V    Euclid's.      Die   vor   Lobatschefskij 
i  d  Bolyai   erhaltenen   Resultate.     Die   drei   Geometrien 
von  elementarem  Standpunkt. 

Das  Postulat  V  Euclid's   lautet: 

Es   soll  gefordert    werden,   dass,    wenn    eine   Gerade   zivei 

''  ade  trifft,  und  mit  ihnen  auf  derselben  Seite  innere    Winkel 

t,    die  zusammen  Meiner  als  zwei  Beeilte  sind,    die  beiden 

'  xiden^  ins  Unendliche  verlängert,  einander  zuletzt  auf  derselben 

'    treffen,  auf  welcher  die   Winkel  liegen,  die  kleiner  als  zwei 

'ie  sind  (Fassung  der  GxoiyBia). 

Wir  geben  noch  die  übrigen  Postulate  Euclid's  an  *) : 
5t.     I.  Zwei   gegebene  Punkte    lassen   sich    immer  durch    eine 

Gerade  verbinden. 
^t.    II.  Eine  Gerade  kann  verlängert  werden. 
st.  III.   Um   ein  gegebenes  beliebiges   Centrum  und  mit  einem 
gegebenen  beliebigen  Badius  lässt  sich  immer  ein  Kreis 
beschreiben. 
st.  IV.  Alle  rechten   Winkel  sind  einander  gleich. 
t.  VI.  Ztvei  Gerade  schliessen  keinen  endlichen  Baum  zwischen 
sich  ein. 
Die  drei  ersten  -sind  Constructionspostulate. 
Das  vierte  Euclidische  Postulat  ist,  wie  Hilbert  in  seinen 
'  wiälagen  der  Geometrie,   Festschrift  zur  Feier  der  Enthüllung 
s  Gauss -Weber-Denkmals  in  Göttingen,  1.  Thl.,  Leipzig  1899, 
16  gezeigt  hat,  ein  beweisbarer  Lehrsatz,  der  von  Euklid  mit 
irecht  unter  die  Postulate  gestellt  wurde. 

Die   Anstrengungen,   die   man  machte,   das  Postulat  V   zu 

weisen,  führten  dazu,  an  seine  Stelle  andere  Postulate  zu  setzen. 

Wallis   hat  im  Jahr  1693   zwei   seiner  Vorlesungen   über 

*)  Wir  haben  diesen  Postulaten  die  Nummern  beigelegt,  die  sie 
■wohnlich  in  den  Euclid-Ausgaben  erhalten;  siehe  z.  B.  die  wich- 
se von  Heiberg,  1883—88  besorgte  Ausgabe.  Kritische  Notizen 
^er  die  Postulate  findet  man  bei  P.  Tannery,  Bidl.  de  Darboux, 
),  5,  8.  Vergl.  auch  einen  Artikel  von  Mansion,  Soc.  scient.  de 
ruxelles,  14,  1889,  1890,  ferner  die  Besprechung  von  Lindemann, 
if  die  schon  verwiesen  wurde. 
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Parallelentheorie  im  zweiten  Band  seiner  Werke  p.  665 — I 
veröffentlicht.  Er  ersetzt  die  fünfte  Forderung  Euclid's  di 
die  andere    (vergl.   Stäckel-Engel): 

JEs  existiren  ähnliche  Dreiecke. 

Dieses  Postulat  ist  übrigens  zu  weitgehend;  Saccheri 
statt  seiner  das  folgende  angegeben: 

JEs  existiren  zwei  gleichwinklige  und  nicht  congruente  Breie 

Ein    anderes    Postulat,    das    dem    Euclidischen    substit 
werden  kann,  lautet: 

a)  Von    einem  Punkt   ausserhalb   einer   Geraden   lässt   sich 
eine    einzige    Parallele    zu    ihr   ziehen;    dies    entspricht 
Annahme,  dass  auf  der  Geraden  nur  ein  einziger  Punkt 
Unendlichen  existirt. 

Dem    Euclidischen    Postulat    gleich werthig    sind    auch 
Propositionen : 

b)  Die  Summe  der  drei  Winkel  eines  Breiecks  ist  zwei  Beci 
gleich. 

c)  In  einem   Vierseit,  in  ivelchem  zivei  Winkel  Hechte  sind, 
die    den    rechten     Winkeln    anliegenden    beiden    Gegenst 
gleich  sind,  müssen  die   beiden  anderen   Winkel  Hechte  s 
von  Saccheri  angenommene  Forderung. 

d)  In   einem   Vierseit  mit   drei  rechten    Winkeln   ist   der   vi 
Winkel  ein   Rechter;  von  Lambert  adoptirtes  Postulat, 
sich  von  dem  vorhergehenden  nur  wenig  unterscheidet. 

Die  Hypothesen,  nach  welchen  diese  Winkel,  die  Sacch 
und  Lambert    benutzen,   stumpf   oder   spitz   sind,    wollen 
der    Kürze  wegen  die  Hypothese  des  stumpfen   Winkels  und 
des  spitzen   Winkels  nennen. 

Unabhängig  von  der  Annahme  eines  dieser  Postulate  ge 
die  folgenden   Sätze: 

Wenn  man  die  Existenz  eines  einzigen  Breiecks  zugibt, 
IV  eich  es  die  Summe  der  Winkel  zwei  Rechte  beträgt.,  so  gilt  ( 
selbe  für  jedes  aridere  Breieck.    Gewöhnlich  Satz  von  Legen 
genannt,  findet  sich  aber  schon  bei  Saccheri. 

Nimmt  man  an,  die  Gerade  erstrecke  sich  ins  Unendh 
so  kamt  die  Summe  der  drei  Winkel  eines  Breiecks  nicht  gröt 
als  zwei  Rechte  sein.     Legendr e. 

Babei  ist  die  Hypothese  des  stumpfen  Winkels  Sacch e 
oder  Lambert's  nicht  zulässig. 

Wenn  das  Postulat  Saccheri' s  oder  Lambert' s  in  ei 
Fall  gilt,  so  ist  es  immer  richtig. 
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]Venn    die  Hypothese    des    spitzen    oder  stumpfen    Winkels 
Saccheri  oder  Lambert  in  einem  Fall  zutrifft,  so  ist  sie 

'er  gültig. 
Je  nachdem    die   Summe    der    drei    Winkel    eines  Breiecks 

'er,  ebenso  gross  oder  grösser  als  zwei  Hechte  ist,    trifft  die 
oothese    des  spitzen   JVinkels,   des  rechten    oder  des  stumpfen 

riels  zu.      Saccheri. 
Bei  Annahme  der  Hypothese,   dass  die  Summe  der   Winkel 
es  Breiecks  kleiner  als  zivei  Hechte  sei,    schneiden   sich   zivei 
rade  entiveder,  oder  verhalten  sich  tvie  Asymptoten  zueinander 
Hhern  sich  imbegrenzt,  ohne  sich  jemals  zu  treffen)  oder  haben 
LotJi  gemeinschaftlich,  von  welchem  aus  gerechnet  sie  divergiren. 
eorem  von  Saccheri. 

Gilt  dieselbe  Hypothese,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Brei- 
s  dem  Winkeldefect  proportional,  ivenn  man  diesen  Namen 
'  Bifferenz  zwischen  zwei  Hechten  und  der  Summe  der  drei 
dnkei  gibt.     Tfieorem  von  Lambert. 

Gibt  man  zu,  es  könne  durch  einen  Funkt,  der  im  Innern 
.'  Winkels  eines  Breiecks  liegt,  eine  Gerade  gezogen  werden, 
Iche  die  beiden  Schenkel  schneidet,  so  folgt.,  dass  die  Summe 
'drei  Winkel  nicht  ivenig er  als  zwei  Hechte  beträgt.  Legendre; 
he  auch  Baltzer,  Leipz.  Her.,  1870,  Crelle,  73,  p.  372. 

Durch  die  vorstehenden  Theoreme  ist  die  Theilung  der 
gemeinen  Geometrie  in    drei  Hauptspecies  klar  vorgezeichnet: 

I.  Bie  sogenannte  Lobatschefskij'sche  oder  hyperbolische 
ometrie.    Die  Gerade  ist  unendlich  lang  und  nicht  geschlossen. 

Das  Postulat  V  gilt  nicht,  dagegen  gilt  Postulat  VI. 

Die  Summe  der  Dreieckswinkel  ist  kleiner  als  zwei  Rechte. 

Diese  Geometrie  entspricht  der  Hypothese  des  spitzen 
Lükels  Saccheri's  oder  Lambert's. 

Von  einem  Punkt  aus  können  zwei  Parallele  zu  einer 
gehen en  Geraden  (unendlichviele ,  die  gegebene  Gerade  nicht 
^neidende  Gerade,  deren  Grenzlagen  die  zwei  Parallelen  bilden) 
zogen  werden.  In  dieser  Geometrie  denkt  man  sich,  die  Gerade 
be  zwei  unendlich  ferne  Punkte. 

Xennt  man,  wie  gewöhnlich,  « ,  6 ,  c  die  Seiten  und  A,  B^  0 
Winkel  des  Dreiecks,   so  gelten  die  folgenden  trigonometri- 
lien  Relationen: 

^     .  c 

sin  (7  ==  sin  ^^  sini>,     das  Sinustheorem, 


r>     cos  Ji.  — p-  Sm   ^  \jKJO  ~^  \j\j^  \y    axi-L   -^     \^wo    -q 


t  ,,.rt  b         ^  .     h  a 

cos  A  -j-  sm  :fy  cos  -^  cos  C  ==  sm  ^p  cos  „  ? 
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cos  jc  =  cos  ^  cos  j.  4"  sin  ^  sin  -^  cos  J.,  das  Cosinustheor 
cos  A  -\-  cos  i?  cos  C  =  sin  J5  sin  C  cos  -^  , 

7 

sin  0  sin  J.  =  sin  B  cos  ^  —  cos  G  sin  J.  cos  ^ ; 

darin    ist  It  eine   constante    und    rem    imaginäre    Grösse;   ] 
könnte  mithin   in    diesen    Formeln   auf    die    gewohnte    Art 
Kreisfunctionen  durch  hyperbolische  ersetzen. 

Die  dritte  Relation  wurde  1826  von  Taurinus  veröff 
licht,  der  sich  fast  zu  derselben  Zeit,  wie  Lobatschefs 
und  J.  Bölyai  mit  den  Principien  der  Geometrie  beschäfti 
Staeckel-Engel,  1.  c. 

Lambert  hatte  schon  1766  die  Vermuthung  geäussert,  ' 
die  aus  einer  solchen  Hypothese,  d.  h.  der  Hypothese  des  spi 
Winkels,  abgeleitete  Geometrie  sich  auf  einer  Kugel  von  i 
ginärem  Badius  interpretiren  lasse ;  die  vorstehenden  trig< 
metrischen  Formeln  zeigen,  dass  dieser  Zusammenhang  in 
That  besteht. 

In    der    L ob at seh efskij 'sehen     Geometrie     besitzen 
Curven,  deren  Punkte  gleichen  Abstand  von  einer  festen  Gen 
haben,  (die  Curven  gleichen  Äbstands)  die  Eigenschaften: 

1.  Ihre  Normalen  stehen  sämmtlich  senkrecht  auf  der  Ger( 
und  umgekehrt. 

2.  Jede  Gerade,   tvelche  die  Curve  in  zwei  Punkten    sehnt 
bildet  in  diesen  Punkten  gleiche  Winkel  mit  der  Gurve. 

3.  Bie  beiden  von  einem  Punkt  an  die  Gurve  gezogenen 
genten  haben  gleiche  Länge. 

Eine  Curve,   welche   die    Eigenschaften  2  und  3    hat, 
überdies  dadurch  ausgezeichnet  ist,   dass  ihre  Normalen  sär 
lieh  parallel   sind,  heisst  eine  Grenzlinie  oder  ein  Gricijclus 
hatschefskij's. 

Sie  ist  ein  Grenzfall  der-  Linie  gleichen  Äbstands  und 
gleich  auch  des  Kreises. 

Sie  ist  einem  Kreis  vergleichbar,  dessen  Mittelpunkt  im 
endlichen  liegt. 

Auf  ähnliche  Art  erhält  man  im  hyperbolischen  Raum 
drei  Dimensionen  die  Grenzfläche  (Orisphära)  Lobatschefs) 
diese  Flächen  entsprechen  denen,  die  Johann  Bolyai  mi 
bezeichnete. 
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II.  Die  Euciidische  oder  parabolische  Geometrie.  Die  Gerade 
mendlich  lang,  aber  geschlossen. 

Es  gelten  die  Postulate  V  und  VI. 

Die  Summe  der  Dreieckswinkel  beträgt  zwei  Rechte. 

Diese  Geometrie  entspricht  der  Hypothese  vom  rechten 
;kel  Saccheri^s  oder  Lamberts. 

Von  einem  Punkt  aus  kann  nur  eine  einzige  Parallele  zu 
■  gegebenen  Geraden  gezogen  werden.  Die  Gerade  hat  einen 
'jen  Punkt  im  Unendlichen. 

Die  oben  angegebenen  trigonometrischen  Formeln  behalten 

Gültigkeit,  wenn  -^  =  C>,  d.  h.  R  =  oo^  vorausgesetzt  und 
1  hin 

a  an  die  Stelle  von  R  sin  ^  und 

a 

1    11       11        11  11    cos  -^ 

tzt  wird. 

III.  Die  sogenannte  Hiemann'sche  oder  elliptische  Geometrie. 
^  Gerade  ist  geschlossen  und  hat  endliche  Länge. 

Es  gilt  weder  das  Postulat  V  noch  das  Postulat  VI. 

Die  Summe  der  Dreieckswinkel  ist  grösser  als  zwei  Rechte. 

Diese  Geometrie  entspricht  der  Hypothese  vom  stumpfen 
mkel  Saccheri's  oder  Lambert's. 

Von  einem  Punkt  aus  kann  keine  Parallele  zu  einer 
laden  gezogen  werden;  die  Gerade  hat  keinen  unendlich 
uen  Punkt. 

Die  trigonometrischen  Formeln  bleiben  dieselben,  wie  vor- 
■;  nur  muss  in  ihnen  B  als  eine  wesentlich  reelle  positive 
össe  vorausgesetzt  werden. 

Bei  dieser  Geometrie  lassen  sich,  wie  zuerst  Klein  gezeigt 
t,  auf  die  folgende  Art  zwei  Fälle  unterscheiden: 

Aus  den  trigonometrischen  Formeln  ergibt  sich,  dass  zwei 
rade,  die  sich  in  einem  Punkt  schneiden,  sich  in  dem  Ab- 
nd  Ütc  von  diesem  Punkt  zum  zweiten  Mal  treffen,  und  dass 
m  überdies,  von  einem  Punkt  aus  auf  einer  Geraden  fort- 
ireitend,  nach  einem  Weg,  der  höchstens  die  Länge  2JR%  hat, 
ter  allen  Umständen  wieder  zu  dem  Ausgangspunkt  zurückkehrt, 
if  Grund  dieser  Principien  sind  dann  zwei  Hypothesen  mög- 
K  nämlich: 

a)  Dass  man,  eine  Gerade  durchschreitend,  zum  ersten  Mal 
eder    nach   dem  Ausgangspunkt    zurückkommt,   nachdem  man 

Pascal,  Eepertorium.  II.  40 
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einen  Weg  zurückgelegt  hat,  dessen  Länge  nur  Btv  beträgt;  a 
dann  ist  der  zweite  Punkt,  in  dem  sich  zwei  Gerade  treff* 
derselbe ,  wie  der  erste ;  es  besteht  mithin  der  Satz :  Zv 
Gerade  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Pmikt  und  durch  zi 
Punkte  geht  nur  eine  Gerade.  Die  Länge  der  Geraden  ist  B 
Die  aus  dieser  Hypothese  abgeleitete  Geometrie  kann  die  einfa> 
Riemann'sche  oder  die  einfach  elliptische  Geometrie  genannt  w 
den.     Klein. 

In  dieser  Geometrie  ist  der  grösste  Abstand  ziveier  Pun 
\R%;    ivenn    ein    Punkt    gegeben    ist,    bilden    alle   Punkte, 
um  -^-jRtt  von  ihm  abstehen,  eine  Gerade. 

Die  Ebene  tuird  in  dieser  Geometrie  durch  eine  ihrer  Gerat 
nicht  in  zirei  Theile  zerlegt. 

b)  Dass  man,  eine  Gerade  durchschreitend,  zum  ersten  3^ 
wieder  nach  einem  Weg  2B7t  zu  dem  Ausgangspunkt  zurü 
kehrt;  alsdann  schneiden  sich  zwei  Gerade  immer  in  zwei  Punl 
und  es  gibt  Paare  von  Punkten,  durch  tvelche  unendlich  v 
Gerade  gehen. 

Die  Länge  einer  jeden  Geraden  ist  2-Rtc;  die  aus  dit 
zweiten  Hypothese  abgeleitete  Geometrie  heisst  die  dojyp 
Riemann'sche  oder  elliptische  Geometrie.     Klein. 

Der  grösste  Abstand  ziveier  Punkte  ist  Rtc  und,  ivenn 
Punkt  gegeben  ist,  so  gibt  es  nur  einen  Punkt,  der  von  ihm 
Rtc  absteht. 

Es  existirt  immer  ein  ziceien  gegebenen  Geraden  geim 
schaftliches  Ljoth. 

Die  Ebene  wird  durch  jede  ihrer  Geraden  oder  allgen 
durch  jede  ihrer  geschlossenen  Linien  zerlegt. 

Jeder  Kreis  hat  zicei  Mittelpunkte. 

Dieser  specielle  Fall  der  Riemann'schen  Geometrie  entspr 
der  sphärischen  Geometrie  und  lässt  sich  auf  einer  Kugel  in 
pretiren. 

Wird  die  elliptische  Geometrie   auf  einer  Fläche  von  « 
stanter   positiver   Krümmung    interpretirt,    so    steht   die   Un 
Scheidung   zweier   Arten  dieser  Geometrie  in    Beziehung  zu 
beiden    Hypothesen    der    Ziveiseitigkeit    bez.    Einseitigkeit   di 
Fläche.     Vergl.  Kap.  18,  §  1,  S.  556,  557. 

Die  Zweitheilung  der  Riemann'schen  Geometrie  entging  eini 
Autoren,  wie  z.  B.  Beltrami;  sie  wurde  von  Klein  entde 
3Iath.  Ann.,  4,  p.  604,  Anm.  und  6,  p.  125.  Siehe  auch  N 
comb,  Grelle,  83  und  Killing,  1.  c;  der  letztere  Autor  nennt 
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ach  eUiptiscJien  Baum  die  Polar  form  des  lüemann' sehen  Raums. 
ii  kann  auch  Heft  1,  p.  243,  293  der  oben  citirten  Klein'- 
len  autograph.  Vorlesungheftc  vergleichen. 


Zum  Schluss  unserer  Betrachtungen  wollen  wir  noch  bemerken, 
f8S  De  Tilly  in  seinen  in  dem  vorigen  Paragraphen  citirten 
•beiten,  speciell  in  der  vom  Jahr  1893,  die  drei  Geometrien 
f  den  Begriff  des  x^bstands  allein  gründete,  indem  er  nur 
1  als  primitiv  ansah  und  die  Winkel  ausschloss.  Schon 
)urier  hatte  die  Idee  gehabt,  den  Abstand  der  ganzen 
iclidischen  Geometrie  zu  Grund  zu  legen;  siehe  die  Stelle  von 
Durier,  die  in  der  Mathesis,  9,  1889,  p.  139 — 141  repro- 
cirt  wird.  De  Tilly  benutzte  zur  Kennzeichnung  der  drei 
iometrien  die  Beziehung  zwischen  den  Abständen  von  4  Punkten 
der  Ebene  und  zwischen  den  Abständen  von  5  Punkten  im 
lum,  auf  welche  Lag  ränge  hingewiesen  hatte,  und  die  von 
lyley  studirt  und  später  von  Schering  auf  die  nicht- 
iclidischen  Räume  ausgedehnt  wurden;  vergl.  S.  20  und  34 
id  die  Citate  auf  S.  35;  der  letztere  Autor  baute  auf  diese 
3ziehungen  die  Fundamente  der  drei  Geometrien  auf.  Aus 
iiiselben  Principien  folgerte  er  auch  einen  Beweis  für  die  ün- 
öglichkeit,  das  Euclidische  Postulat  logisch  abzuleiten,  welche 
e  ersten  Schriftsteller  Bolyai  und  Lobatschefskij,  die  sich 
it  der  absoluten  Geometrie  beschäftigten,  noch  nicht  nach- 
iweisen  vermochten,  die  sich  aber  schon  als  Folge  aus  den 
arbeiten  von  Riemann,  Helmholtz,  Beltrami  und  Klein 
gab.  Ueberdies  gab  Schering  einen  kurz  gefassten  Beweis 
3S  Satzes,  dass  ausser  dem  Eticlidischen  und  den  beiden  nicht- 
ucUdischen  kein  anderes  geometrisches  System  existirt.  Eine 
'itische  Besprechung  der  De  Tilly 'sehen  Arbeiten  findet  man 
if  S.  665  u.  ff.  der  deutschen  Uebersetzung  des  Veronese'schen 
uchs  und  in  Bd.  III  von  Lie's  Transformationsgruppen. 

§  3.    Die  gewöhnlichen  metrischen  Relationen  in 
projectiver  Form. 

Vorerst  bemerken   wir,    dass    die   gewöhnlichen   metrischen 

iehungen   sich    in   projective   Form  bringen   lassen,   wenn  in 

Ebene  die  beiden  unendlich  fernen   imaginären  Kreispunkte 

^  in    dem   Ramn    der   unendlich    ferne    imaginäre   Kreis    (der 

ugelkreis)  zu  Hülfe  genommen,  werden.    Vergl.  S.  83  und  105. 

40* 
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Es  seien   ic^,  x^^  x^-^    x^^  x^    x^  die  homogenen  Coordi 
ten    zweier  Punkte    P,  P'    und    ^j,   'g^,  ^'3;  ^/,  |/,  ^3'    die    ■ 
beiden  Kreispunkte  der  Ebene  (vergl.  S.  28;  diese  unendlich  feri 
Kreispunkte  haben  die  Ooordinaten   1,  i,  0  bez.   1,  — i,  0); 
Abstand  der  beiden  Punkte  wird  dann  durch  die  Formel 


^Vixx't)  (xx'  ä') 

(^11  ){x  ^1) 

ausgedrückt,    in   welcher  B   eine  von  der  Masseinheit  abhüni 
Constante  bezeichnet.     Dabei  bedeutet  {xx"g)  die  Beterminant 

/Y*  nn  <Y* 

1  2  ^ 

/  / 

/y  /y  /y» 

1  9       »^Q 

bi       b2       b3 

Wenn   man   die  Masseinheit   einführt   und   sich   denkt, 
Punkte  a  ^  a   stehen  um   die  Einheit  von  einander  ab,  so 
der  projective  Ausdruclc  für  r: 


u.  s.  w. 


■\/{aa'k){aa'^'){xl^'){x'U')' 
Wir  gehen  nun  zu  dem   Winkel  zweier  Geraden  über: 
Es  seien   w^  =  0 ,   Ux=  0   die  auf  homogene  Coordina 
bezogenen  Gleichungen  zweier  Geraden  in  der  Ebene;  der  Wii 
Q)  zivischen    ihnen  ist  durch   die    folgenden  projectiven  Form 
gegeben: 


COS  0) 


sm  CO 


'\/u-U;  •  u'-  u's. 


U^Ui 


Dabei    ist    das    Laguerre' sehe    Theorem,    Nouv.   Ann.^ 
1853,  p.  64  zu  erwähnen;  vergl.  S.  28: 

Der   Winkel  co  wird  durch 


(0  =  —  -  losf  --■ r 


bestimmt,  d  h.  «  ist  gleich   —  ,  multiplicirf  mit  dem  Logarith 

des  anharmonischen    Verhältnisses  des  Quadrupels,    welches 
den  beiden  gegebenen   Geraden   und   den  nach    den  zwei  K» 
punkten  gezogenen  Geraden  gebildet  ist. 
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Um    analoge    Formeln    im    Raum    zu    erhalten,    muss    der 
(llich  ferne  imaginäre  Kreis   in  die  Betrachtung  eingezogen 
ien. 
Man  habe  den  Abstand  der   Punkte  zu  untersuchen,    deren 
)gene  Coordinaten 

r  r  r  f 

■  i. 

Wir  bilden  den  Kegel  2^^^  Grads,  der  von  dem  Punkt 

^1,  2/2^  Dz^  2/4 
Raums  aus  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis  projicirt, 
-F(X,  ^)  =  0  sei  die  Gleichung  dieses  Kegels,  worin  die 
.  (iie  laufenden  Coordinaten  sind;  es  sei  ferner  T(X)  =  0  die 
i  ichung  der  Ebene,  welche  durch  denselben  unendlich  fernen 
|,iginären  Kreis  geht;  der  Abstand  der  beiden  Funkte  im 
[um  wird  dann  durch  die  Formel 


T{x)  T{x') 

(  ^gedrückt,   tvorin,   tvie  oben,   B  eine  von  der  Masseinheit  db- 
>  tgige  Constante   bedeutet^   iv eiche  sich  so,  tvie  früher^   bestim- 
■  "i  >i  lässt. 

Man  habe  ferner  zwei  von  einem  Punkt  {if)  ausgehende  Gerade ; 
\  '  der  einen  liege  der  Punkt  (ü?),    auf  der  anderen  der  Punkt 
);  man   bezeichne   mit   Fx'    die  Polare   von  F  mit   dem  Pol 
)   in  Bezug   auf   die  Variabein  (x)   und   mit    CP^'  (x^  y)  =  0 
Gleichung  der  durch  den  Punkt  (x)  an  den  Kegel  mit  der 
itze  («/)  gelegten  Berührungsebene. 
Der  Winkel  der  beiden  Geraden  ist  dann  durch  die  Formeln 

&  F^.{x,  y) 

■  m.  cos  0) 


yF{x,y)F{x',y) 


V^A^>  y) 

sm  0)  = 


yFlx,y)F{x,y) 

und  zwischen  F  und  0  besteht  die  Beziehung: 

^x'  {x,  y)  =  fI\x,  y)  —  F{x,  y)  F(xy) . 

er  zwischen   zwei  Ebenen   enthaltene   Winkel  ist  das  Pro- 

von  —  mit  dem  Logarithmus   des  Boppelverhältmisses  des 

h'upels  ^  ivelches  aus  den  beiden  gegebenen  und  den  zivei 
'cn  besteht,  die  durch  die  Schnittlinie  der  ersteren  gehen  und 
unendlich  fernen  imaginären  Kreis  berühren. 
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Betrachtet  man  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis 
eine  degenerirte  Enveloppenfläche  2*®^  Grads,  so  sind  die  ( 
Hauptaxen  einer  beliebigen  Fläche  <2*^^  Grads  drei  Kanten 
Tetraeders,  das  in  Bezug  auf  die  gegebene  Fläche  2^^^  Gt 
und  die  durch  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis  dargcst 
degenerirte  Fläche  2^^^  Grads  sich  selbst  cmijugirt  ist.  Vt 
S.  103—124. 

Confocal  (S.  120)  sind  die  Flächen  2^^^  Ordnung,  die 
die  nämliche  ahwickelbare  und  den  unendlich  fernen  imagim 
Kreis  enthaltende  Fläche  eingeschrieben  sind. 

§  4.    Das  absolute  Gebilde  Cayley's.    Die  projective  Met 
Projeetive  Interpretation  der  drei  Geometrien. 

Es  soll  jetzt  die  tiefgreifende  Idee  besprochen "  werden, 
von  Cayley  in  dem  6*®^  Memoir  über  die  Theorie  der  £ 
braischen  binären  und  ternären  Formen,  JPhil.  Trans.,  1859 
geregt  und  später  von  Klein,  Math.  Ann.,  4,  6  auf  eleg 
Art  zur  projectiven  Interpretation  der  nicht-Euclidi  sehen  Ge( 
trie  nutzbar  gemacht  wurde. 

Gebilde  1^^^  Stufe.  Wir  beginnen  mit  den  Gebilden  1*®^S 
d.  h.  von  nur  einer  Dimension, 

Wir  denken  uns  auf  der  Geraden  ein  Paar  von  Pun 
festgesetzt,  welches  wir  das  absolute  Gebilde  der  Geraden  ne: 
wollen.  Wenn  rr^,  x^  die  laufenden  homogenen  Coordin 
eines  Punkts  der  Geraden  sind,  so  wird  das  Paar  Punkte  d 
eine  in  ic^,  x^  quadratische  binäre  Form 

i  =  l  k^l 

dargestellt,  deren  linke  Seite  wir  mit  2J_^^  bezeichnen;  auf  d 
absolute  Gebilde  beziehen  wir  die  metrischen  Verhältnisse  zwis 
den   Punkten  der  Geraden. 

Sind  zwei  Punkte  x,  x'  gegeben  und  werden  die  Pi 
des  absoluten  Gebildes  ^,  ^'  genannt,  so  bilden  wir  das  Do 
verhältniss 

^   {x^){x'^') 

(^r)(^'i) 

und  nennen  Abstand  der  beiden  Punkte  x.,  x'  den  Ausdri 

r  =  jRlogD, 
worin  R  eine  beliebige  Constante  bedeutet. 
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Bezeiclmet  man  mit  ^^x'  die  Polare  von  ^_  für  den  Pol 
also    ^  ^  c^i]^3c.-x'k,  so  ist 

.^xx'    ~\~    y  ^ixx'  ~       ,^^xx  ,^x'  x' 


r  =  B  loff 


y  ,  —  Y y- ,—  y    y , , 


Bcr  Abstand  r  genügt  der  Fundammtalrelation  (der  tJtat- 
lich  die  Abstände  auf  einer  Geraden  in  dem  gewöJmlichcn 
'  des   Worts  genügen): 

^'12  +  '23  +  '31  =  Ö. 
r/  mit  r^j  der  Abstand  zidsclien  den  Punkteti  i  und  j  bezeich- 
wird. 
Es  lassen  sich  nun  die  drei  Fälle  unterscheiden: 

I.  Die  beiden  Punkte  ^,  'E,'  des  absoluten  Gebildes,  das  der 
Massbestimmung  zu  Grund  liegt,  sind  verschieden  (d.  h.  die 
Discriminante  von  E  verschwindet  nicht)  und  conjugirt 
imaginär.  In  diesem  Fall  ergibt  sich  die  elliptische  Geo- 
metrie auf  der  Geraden. 

II.  Die   beiden  Punkte  §,  §'  fallen    zusammen.      Man    erhält 
die  parabolische  Geometrie. 

III.  Die  beiden  Punkte  ^,  ^'  sind  reell.     Es  folgt  die    hyper- 
bolische Geometrie. 
In  der  hyperbolischen  Geometrie  haben    die    beiden   Punlie 

«unendlich  grossen  Abstand    von  jedem  beliebigen   anderen 
und  die.  Gerade  hat  zwei  Punkte  im  Unendlichen. 
Die  Definition  des  Abstands  r  ergibt  im  Fall   der  parabo- 
'lien  Geometrie   für   r   immer   Null,    wenn   B   von   Unendlich 
rschieden  ist,  und  wird  unbestimmt,  wenn  man  B  gegen  ün- 
rllich  convergiren  lässt. 

Man  setzt  in  dem  letzten  Fall  §1'=  g^  -(-  £^1,  ^2'"^^  §2"!"  ^^2 
id  an  Stelle  von  B  und  definirt  den  Abstand  als  Grenze, 
imlieh 

r  =  lim  I  -  -  lo£f  D  \  . 

In  der  parabolischen  Geometrie  ist  nur  der  PiinM  '%  un- 
tdlidi  ferner  PanU ,  d.  h.  er  hat  unendlich  grossen  Abstand 
^n  jedem  beliebigen  anderen  Punkt;  der  Abstand  r  zweier  Punkte 
ird  als  die  Differenz  zweier  Doppclverhältnisse 
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'         {x'^){EO)        H){EO) 

ausgedrückt,   worin  0  den  Anfang spurikt  auf  der  Geraden  ? 
Fj  den  EmJieitspunkt  bezeichnet. 

In  der  elliptischen  Geometrie  ist  die  Länge  der  Gerat 
endlich  und  gleich  2R7t. 

Gebilde  <5*^^  Stufe.     Wir    denken   uns    in    der  Ebene   eii 
Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  ^^^^^  ^  laute,  und  nennen 
das  absolute  Gebilde  der  Ebene.    Seine  Gleichung  in  Liniencc 
dinaten  sei  S^^^  ==  0. 

Jede  Gerade  der  Ebene  schneidet  den  Kegelschnitt  in  z 
Punkten,    die  entweder  reell  oder  conjugirt   imaginär  sind  o 
zusammenfallen ;    diese  Punkte  sind    die  Fundamentalpunkte 
die  Geometrie  auf  dieser  Geraden  der  Ebene. 

Von  jedem  Punkt  der  Ebene  aus  kann  man  zwei  Tang 
tan  an  den  absoluten  Kegelschnitt  ziehen;  diese  beiden  Gera 
sind  die  Fundamentalgeraden  für  die  Geometrie  des  von  die 
Funkt  ausgehenden  Strahlenbüschels. 

Als    Abstand   zweier    Punkte    (x),  {x')    definiren    wir 
Ausdruck 

-n,   1  ^^XX'  "T"    '     .^iXX'  ^iXX  ^ix'  x' 

r  =  ii  loQT ^ ^^ 

y  ,  —  Vy"- ^^    y''  -        I- 

„^XX  '     ^dXX  ,^^XX  ^^X  X  ^ 

und  als  den    Winkel  zweier  Geraden  (w),  (ii)  den  Ausdruci 

(0  =  JtC    lOff ,  •  8 

S   >  —  VS^ 8    S  >  •  ■■ 

Der  absolute  Kegelschnitt  ist  der  Ort  der  Funkte  der  Eb 
die  unendlich  grossen  Abstand  von  einem  gegebenen  Funkt  ha 

Der  Ort  der  Funkte  der  Ebene,  die  constanten  Äbst 
von  einem  festen  Funkt  (x)  haben,  ist  ein  Kegelschnitt ,  ivel 
den  absoluten  Kegelschnitt  in  den  beiden  Funkten  berührt, 
welchen  dieser  von  der  Folaren  von  {x)  geschnitten  wird. 

Und  correlativ : 

Die  Geraden,  ivelche  mit  einer  gegebenen  Geraden  (m)  • 
selben  Winkel  bilden,  hüllen  einen  Kegelschnitt  ein,  der  den 
soluten  Kegelschnitt  in  den  beiden  Schnittpunkten  des  letzt 
mit  (u)  berührt.  A  j 

Die  Geraden,  die  sich  auf  dem  absoluten  KegelM 
schneiden,  bilden  den  Winkel  Null  miteinander  und  siml  d 
als  parallel  anzusehen. 
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Mithin: 

Im  Allgemeinen  lassen  sich  von  jedem  PunM  zwei  (reelle, 
i'märe,  zusammenfallende)  Parallelen  zu  einer  gegebenen  Ge- 
n  ziehen. 

Nimmt  man  an,  der  Kegelschnitt  E  sei  imaginär  und  setzt 

=  iB^  und  B'==  iB^\  so  ist  die  Länge  jeder  reellen  Geraden 

Ebene  endlich  und  gleich  2B^7t  und  die  Summe  der  Winkel 

inem  Strahlenbüschel  ^B^it.    Setzt  man  dann  noch  i?j'==-i-, 

erhält    man     die    Biemann'sche    oder    elliptische    Geometrie^ 

4-1.  §  2. 

Nimmt  man  dagegen  an,  der  Kegelschnitt  E  sei  reell  und 
zt  wieder  B  =  iB^^  B'  =  iB^  und  i^j'  =  -J-,  so  ergiebt  sich 
'  LobatschefsJdj'sche  oder  hyperbolische  Geometrie. 

Wird  schliesslich  vorausgesetzt,  der  Kegelschnitt  sei  degene- 
t  und  reducire  sich  als  Enveloppe  auf  ein  Punktepaar,  so 
lumt  man  zu  der  parabolischen  Geometrie  im  iv eiteren^  Sinn, 
'lohe  sich  auf  die  JEuclidische  Geometrie  reducirt,  wenn  diese 
Ulkte  die  (conjugirt  imaginären)  KreispunMe  sind. 

Hat  man  diese  Principien  für  die  Gebilde  2*^^  Stufe  aufgestellt, 

bietet  ihre  Erweiterung  auf  die  Gebilde  3*^^  Stufe,  speciell  auf 

n    gewöhnlichen  Eaum   keine   weitere   Schwierigkeit    dar.     in 

111  letzteren  ist  das  absolute  Gebilde  eine  Fläche  2'^^  Ordnung. 

nachdem  diese  Fläche  2*^^  Ordnung  imaginär  oder  reell  aber 

'    nicht    reellen    Erzeugenden   oder   (als   Enveloppe)    in  einen 

len  Kegelschnitt  und  speciell  den  imaginären  Kugelkreis  degene- 

rt  ist,    erhält  man  die  drei  Geometrien ,   die  elliptische,  hypcr- 

>lische  und  ^parabolische  rfes  §  2. 


§  5.     Beltrami's  Darstellung  der  nieht-Euclidisclieii 
eometrie  auf  Mannigfaltigkeiten  der  Euclidischen  Räume. 

Die  Lobatschefsldj'sche  Geometrie  fällt  mit  der  Geometrie  in 
nem  Baum  constanter  Biemann' scher  negativer  Krümmung  zu- 
immen,  vergl.  Kap.  20;  es  genügt,  an  die  Stelle  der  Geraden 
neodätischcn  Linien  zu  substituiren. 

Daher  deckt  sich  ins  Besondere  die  Sene  Lobatschefsldj'sche 
der  hyperbolische  Geometrie  mit  der  Geometrie  auf  einer  Fläche 
on  constanter  negativer  Krümmung  in  unserem  gewöhnlichen 
laum,  vergl.  Kap.  16,  §  11,  S.  496;  aus  diesem  Grund  wird  die 
bene  Lobatschefskij'sche  Siuch.  pseudospJiärische  Geometrie  genannt. 

Wie  schon  in  §  2  gesagt  wurde,  hatte  Lambert  bereits 
m  Jahr  1766    bemerkt,   dass    die    aus    der   sogenaimten    Hypo- 
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these  des  spitzen  Winkels  abgeleitete  Geometrie  sich  auf  eii 
Kugel  mit  imaginärem  Radius  interpretiren  lasse;  weiter  ha 
dann  Minding,  Crelle^  19,  1839;  20,  1840  gezeigt,  dass  i 
trigonometrischen  Formeln  in  Bezug  auf  die  pseudosphäriscl 
Dreiecke    sich    aus    den    Formeln   für  die    sphärischen   Dreiec 

ergeben,  wenn  man  B  durch  JR  y  —  1  ersetzt  (vergl.  S.  49; 
später  hatte  sich  Codazzi,  Ann.  cli  Tortolini,  1857  mit  de 
selben  Gegenstand  beschäftigt;  es  war  jedoch  Beltrami,  Gio 
di  Batt.,  4,  1868,  der  zuerst  die  wahre  Bedeutung  dieser  1 
Ziehungen  auf  elegante  Art  nachwies.  In  einer  späteren  Arb( 
Ann.  di  mat.,  (2),  2,  p.  261,  dehnte  Beltrami  die  Betrac 
tungen,  die  er  vorher  nur  für  die  Ebene  angestellt  hatte,  av 
auf  die  Räume  von  drei  Dimensionen  aus. 

Die  Constante  R,  icelclie  in  die  Formeln  der  LobatscJiefsl 
selten  Geometrie   eingelit  (siehe  §  2),   ist  so  nichts  Anderes, 
die   Quadratwurzel    aus    dem    reciproJccn   Werth   der    Krümmv 
jenes  gekrümmten  Baums,  in  dem  sich  diese  Geometrie  interp 
tiren  lässt. 


Was  die  ebene  Tliemann' sehe  oder  elliptische  Geometrie  { 
geht,  so  zerfällt  sie,  wie  wir  schon  in  §  2  bemerkt  haben, 
zwei  ünterabtheilungen ,  von  denen  nur  eine  auf  der  Ku 
interpretirt  werden  kann;  die  andere  dagegen  entspricht  imn 
der  Geometrie  auf  einer  Fläche  constanter  positiver  Krümmu 
die  aber  einen  anderen  Zusammenhang  hat,  als  die  Kugel.  Sit 
darüber  die  Betrachtungen  von  Klein  in  seinen  schon  citin 
Vorlesungsheften,  VI,  Hft.  1,  p.  243  —  293  und  unsere  Angal 
auf  S.  626. 


§  6.    Vollständiges  Axiomensystem  der  Geometrie. 

Bisher  haben  wir  uns  in  diesem  Kapitel  mit  der  Fr£ 
über  die  Stellung,  welche  das  Parallelenaxiom  in  der  Geomet 
einnimmt,  beschäftigt;  diese  Frage  ist  jedoch  eigentlich  nur  e 
untergeordnete  gegenüber  der  viel  weitergehenden  nach  ein 
vollständigen  System  voneinander  unabhängiger  Axiome  und  > 
Stellung  dieser  Axiome  untereinander. 

Sie  wurde  zuerst  von  M.  Pasch  in  seinen  Vorlesimt 
über  neuere  Geometrie,  Leipzig  1882  behandelt.  Eine  and 
sehr  tiefgehende  Behandlung  dieses  Problems  verdankt  mau  da 
Veronese,  Grundzüge  d:r  Geometrie,  deutsch  von  A.  Schej 
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dpzig  1894.  Veronese  hat  vor  allen  Dingen  den  Versuch 
iinacht,  eine  von  dem  Archimedischen  Axiom  unabhängige  Geo- 
ijtrie  aufzubauen. 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  ferner  auf  die  Elementl  di  geometria 
!n  Veronese^  Verona-Padova,  Fratelli  Drucker,  1897,  2.  Ausg., 
'»Ol  hingewiesen,  welche  das  erste  für  Mittelschulen  bestimmte 
;hrbuch  der  Elementargeometrie  darstellen,  das  den  heutigen 
iforderungen    an    eine    strenge  Begründung   zu   genügen  sucht. 

Ausser  diesen  eben  citirten  Werken  wollen  wir  noch  die 
ilgenden  Arbeiten,  die  sich  mit  den  Axiomen  beschäftigen,  an- 
'iuren:  Peano,  Siii  fondamenti  della  geometria,  Rivista  dl 
\atemaiica  1894;  Ingrami,  Elcmenti  di  geometria  per  le  scuoJe 
condarie  supcriori,  Bologna  1899;  Pieri,  Della  geometria 
ementare  come  sistema  ipotetico  deduttivo,  Mem.  Acc.  Torino, 
899.  Ganz  besonders  sind  aber  die  ausgezeichneten  Unter- 
ichungen  von  Hubert,  Grundlagen  der  Geometrie,  Leipzig 
S99  ÄU  nennen,  die  jeder  Mathematiker  studiren  sollte. 

Hilbert  theilt  das  von  ihm  verwandte  Axiomensjstem  in 
iuf  Gruppen  ein: 

I.  Axiome  der  Verknüpfung  (die  eine  Verknüpfung  zwischen 

den  Begriffen:  Punkt,  Gerade,  Ebene  darstellen), 
II.  Axiome  der  Anordnung  (die  den  Begriff  „zwischen"  defi- 
niren    und    auf  Grund   dieses  Begriffs    die  Anordnung  der 
Punkte    auf  einer  Geraden,   in  der  Ebene   und   im  Raum 
ermöglichen), 

III.  Axiom  der  Parallelen, 

IV.  Axiome  der  Congruenz, 

V.  Axiom  der  Stetigkeit  oder  Archimedisches  Axiom. 

Die   erste    Gruppe   umfasst    7,    die  zweite  5,    die  dritte   1, 
vierte  6,  die  fünfte  1   Axiom. 
Um    einen   Begriff  von   diesen  Axiomen    zu   geben,    führen 
I  vir    einige    von    ihnen    in   Hilberths   Nummerirung    und    Fas- 
sung an: 

\.  Zwei    von    einander    verschiedene    Funkte    hestimmen    stets 
eine  Gerade. 

Irgend  zwei  von  einander  verschiedene  Ptmlie  einer  Ge- 
raden bestimmen  stets  diese  Gerade. 

Auf  jeder  Geraden  gibt  es  ivenigstens  zwei  Funkte,  in 
jeder  Ebene  wenigstens  drei  nicJit  auf  einer  Geraden  ge- 
legene Fimkte,  im  Baum  gibt  es  ivenigstens  vier  nicht  in 
einer  Ebene  gelegene  Punkte. 
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IIj.   Wenn   A,    B,    C   Funkte    einer    Geraden    sind,    und 
zwischen  A  und  C  liegt,  so  liegt  B  auch  zivischen  G  und 

Wir  heben  dann  nur  noch  das  Archimedische  Axiom 
Hilberths  Fassung  hervor: 

V.  Es  sei  A^  ein  beliebiger  Punkt  auf  einer  Geraden  z wisch 
den  heliebig  gegebenen  Punkten  A  und  B;  man  cc 
struire  dann  die  Punkte  A^,  A^,  A^,  .  . .  so,  dass  . 
zwischen  A  und  A^,  ferner  A^  zivischen  A^  und  u 
ferner  A^  zwischen  A^  und  A^^  u.  s.  iv.  liegt,  und  überd 
die  Strecken 

A.A^,    A.^A.2,    A^Ag,    A^A^,  ... 

einander  gleich  sind;  dann  gibt  es  in  der  Beihe  der  Pu/ni 
A^,   A^,  A^, .  .  .    stets  einen    solchen  Punkt  A^,   dass 
zivischen  A  und  A^  liegt. 

lieber  die  Geschichte  dieses  Archimedischen  Axiori 
das  schon  auf  ältere  Geometer  zurückzuführen  ist,  vergleic 
M.  Cantor,  Gesch.  der  Math.,  1,  p.  229;  femer  0.  Stolz,  Ma 
Ann..,  22. 

Hilbert  hat  für  seine  in  den  Gruppen  III,  IV,  V  entk 
tenen  Axiome  ihre  Unabhängigkeit  von  den  übrigen  nachgewi 
fen.  Statt  der  Hilbert'schen  Axiome  kann  man  auch  ande 
zu  Grund  legen,  wie  wir  z.  B.  über  verschiedenartige  Fassung 
des  Parallelenaxioms  schon  in  §  2  gesprochen  haben. 

Es  empfiehlt  sich,  mit  den  Hilbert'schen  Untersuchung* 
die  hervorragende  Abhandlung  von  F.  Schur,  lieber  die  Grün 
lagen  der  Geometrie,  Math.  Ann.,  55  zu  vergleichen.  M; 
findet  dort  eine  andere  Fassung  der  Axiome  und  unter  Andere 
auch  den  Nachweis,  dass  sich  die  Hilbert'schen  Axiome  d 
Gruppen  I  und  II  noch  reduciren  lassen  {JMath.  Ann.,  5 
p.  271). 

Von  den  durch  diese  Untersuchungen  erzielten  Kesultat« 
sei  vor  Allem  hervorgehoben,  dass  der  Aufbau  der  projectiv< 
Geometrie,  vorzüglich  der  Beweis  des  Fundamentalsatzes: 

„Eine  projective  Beziehung  zwischen  zwei  Geraden  < 
dadurch  bestimmt,  dass  drei  Punkten  der  einen  Geraden  d) 
Punkte  der  anderen  als  entsprechend  zugewiesen  iverden'% 
unabhängig  von  dem  Parallelenaxiom  (v.  St  au  dt,  Geometr 
der  Lage;  Klein,  Math.  Ann.,  4,  6)  und  unabhängig  von  de 
Archimedischen  Axiom  (F.  Schur,  lieber  den  Fundamental sa 
der  projectiven  Geometrie,  Math.  Ann., 61)  ist.   Durch  Hilbert  i 
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strenge  Nachweis  geführt,  dass  man  den  Fundamentalsatz 
lit  lediglich  mit  Hülfe  der  Axiome  der  Verknüpfung  und 
Ordnung,  die  man  als  projective  Axiome  bezeichnet,  beweisen 
m;  entweder  muss  man  zu  den  erwähnten  Axiomen  noch  sämmt- 
16  Congruenzaxiome  oder  das  Axiom  des  Archimedes  in  seiner 
ijectiven  Fassung  hinzunehmen  (Kap.  VI  der  Hubert 'sehen 
imdlagen). 

Auch  die  elementare  Proportionslehre  der  Euclidischen  Geo- 

rie   ist,   wie   diese  Untersuchungen    lehren,    von   dem  Archi- 

dischen  Axiom  unabhängig.    Dies  geht  schon  aus  den  ünter- 

bhungen    von    Schur    in    seinem    Lehrbuch    der    analytischen 

omdrie,  Leipzig  1898  hervor,  ist  aber  vorzüglich  von  Hilbert, 

c.  dargethan  worden. 

Bezüglich   der   Fragen   dieses   Paragraphen    sei   auch    noch 

f  die   Schriften   von   F.   Klein,    Zur    ersten    Vertheilung    des 

■  hatschefsMj -Preises ,  Math.  Ann.,  50    und   auf  Holder,    Än- 

auung  und  Denken  in  der  Geometrie,  Leipzig  1900  verwiesen. 

Auf  die  Verwerthung  des  Archimedischen  Axioms  in  seiner 
)jectiven  Fassung  zum  Beweis  des  Fundamentalsatzes  hat 
ein  in  dem  eben  citirten  Aufsatz  hingewiesen.  (Vergl.  auch 
hur,  Math.  Ann.,  51,  p.  402;  55,  p.  274). 

Man  kann  den  Fundamentalsatz  auch  mit  Hülfe  der  Axiome 
r  Anordnung  und  Verknüpfung  beweisen,  wenn  man  noch  ein 
dorn  über  Punkte,  die  durch  Grenzprocesse  definirt  sind,  her- 
izieht.  Diesem  Axiom  kann  man  etwa  folgende  Form  geben: 
der  Punkt,  der  durch  einen  convergenten  unendlichen  Process 
Hnirt  wird,  soll  ivirMich  existiren.  (Axiom  von  Georg 
mtor,  Math.  Ann.,  5.     Vergl.  F.  Klein,  Math.  Ann..,  6.) 
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Wir  machen  darauf  aufmerksam,   dass   das  Jahrbuch  über 
Fortschritte   der  Mathematik  seit  dem  Jahr  1868  über  alle  Erscl 
nungen  der  mathematischen  Literatur  berichtet  und  daher  ein  s 
wichtiges,  fast  unentbehrliches  Hülfsmittel  darstellt. 

Die   Zahlen,   vor   denen   ein  S.   steht,  beziehen  sich  in  diet 
Register,  wie  in  den  folgenden,  auf  die  Seiten  des  Textes.     Auf  ■ 
hinter  dem  Wort  „ausserdem"  aufgeführten  Seiten  ist  der  Name 
Autors  ohne  Angabe  einer  seiner  Schriften  citirt. 
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1879—81,  S.  496;  Bull,  des  sciences  math.,  4,  S.  504;  Gompt.  Rend,, 
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S.  603,  604,  612;  ib.,  78,  S.  615;  ausserdem  S.  607,  610. 
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S.  561,  793;  Gott.  Nachr.,  1867,  S.  561,  793;  ausserdem  S.  562,  79 
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1833,  p.  317,  S.  251,  254,  387;  Leipz.  Ber.,  14,  1862,  S.  410;  auss 
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S.  320,  323,  514. 

Müller,  Math.  Ann.,  1,  S.  254. 
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Ai't  einer  Congruenz,  S,  405. 

associati  (punti),  S,  179. 

associirte  Punkte  von  Raumcurven  4.  0.,  S.  256 ;  Minimalflächen,  S.  499 

Ast  einer  Curve,  S.  185. 

Astroide,  S.  540  u.  ff. 

Asymptoten  der  Hyperbel,  S.  75;  der  cubischen  Raumcurve,  S.  254 
einer  Plancurve,  S.  443;  der  Traktrix,   S.  549. 

Asymptotenkegel^  S.  104. 

Asymptotenlinien,  S.  306,  367,  475  u.  ff.,  479;  einer  Regelfläche,  S.  480 

aufeinander  abwickelbare  Flächen,  S.  487  u.  ff.;  liegende  Punkt 
reihen,  S.  13. 

automorphe  Formen,  S.  576. 

Axe  des  Ebenenbüschels,  S.  1;  der  Projectivität  oder  Homographie 
S.  14,  19;  perspective,  der  Homologie,  S.  30;  der  Kegelschnitte 
S.  86,  87;  des  Paraboloids,  S.  105;  der  Flächen  2.  0.,  S.  105,  112 
114;  transversale  der  Hyperboloide,  S.  114;  eines  linearen  Complexes 
S.  385;  des  unendlich  dünnen  Strahlenbündels  einer  Congruenz 
S.  509;  der  Kettenlinie,  S.  548. 

Axencoordinaten ,  S.  373. 

axiale  Homographie,  S.  43. 

Axiome  Hilbert's,  S.  635,  636;  Axiom  des  Archimedes,  S.  636 
Georg  Cantor's  Axiom,  S.  637. 

Axiomensystem,  vollständiges  der  Geometrie,  S.  634  u.  ff. 

Barycentrum,  S.  70. 

harycentrische  Coordinaten,  S.  10,  17,  45. 

Basis  des  Cylinders,  S.  102;  der  Roulette,  S.  522. 

Basiscongruenz  eines  Büschels  linearer  Congruenzen,  S.  386. 

Basiscurve  eines  Büschels,  S.  234. 

Basispunkte,   S.  145;    eines  Netzes  von  Flächen,   S.  124,  234;    eine 

Kegelschnittbüschels,  S.  94, 
Begleiter,  S.  178  u.  ff. 
Begleiterin,  konische,  S.  180. 
Begleitpunkt  eines  Punktetripels ,  S.  257. 
Berührung ,  mehi-punktige ,  2.  etc.  Ordnung,    S.  145,  204;    zweipuuk 

tige,  S.  204;  von  Flächen,  S.  221  u.  ff.;    stationäre,  S.  224;    Sätze 

S.  426  u.  ff.;    von  Curven  und  Flächen,  S.  462  u.  ff.;    i*««^  Ordnung 

*'- punktige,  S.  462;  von  Hyperflächen,  S.  584. 
Berührungscurven,  S.  153. 

Berührungsehene  windschiefer  Regelflächen,  S.  364. 
Berührungsflächen  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  359. 
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■  'ruhrungskegel  der  Flächen  2,  0.,  S.  102. 
rührungskegeJschnitte  an  C4,  S.  193. 

Zeichnung  Schläfli's  für  die  27  Geraden  der  Fläche   3.  0.,  S.  289; 
symbolische  der  Complexe,  von  Battaglini  und  Clebsch,   S.  379  u.  ff. 
icirculare  Curven  4.  0.,  S.  201;  Flächen  Cayley's,  S.  321. 
licycUsche  Flächen  Cayley's,  S.  321. 
Biegungsinvariante,  S.  489. 
Bild,  sphärisches,  einer  Raumcurve,  S.  456. 
Binormale,  S.  457. 
'iplanare  Punkte,  S.  221. 
■ipolares  Coordinatensystem,  S.  20. 
' liquadratische  Formen,  S.  57. 
birationale  Transformation  der  Ebene  und  der  Curven,  S.  156  u.  flf, 

der  Connexe,  S.  167;  des  Raums  oder  der  Flächen,  S.  236. 
'Bitangentialdeveloppable  an  die  Raumcurve,  S.  207. 
■  Bitangentialehene,  S.  225. 
Blatt  des  Cartesius,  S.  531. 
:Brachistochrone ,  S.  541. 
'Brechungsex'ponent,  S.  517. 
iBrennfläche  einer  Congruenz,  S.  407,  508. 
iBrennlinie,  S.  517;  secundäre  von  Quetelet,  S.  518. 
'BrennpunMe  der  Kegelschnitte,  S,  90;  der  Flächen  2.  0.,  S.  117;   der 
Cartesischen  Ovale,  S.  201,  536;  einer  Congruenz,  S.  407,  508;  der 
Cassini'schen  Ovale,  S.  531. 
Brennpunktsaxe,  S.  91. 
Bündel,  S.  2;  von  Flächen,  S.  234. 

Büschel  ebener  Curven,  S.  141;    syzygetisches,  S.  178;    von  Flächen, 
S.  234;  linearer  Complexe,  S.  386  u.  ff. 

Calcül,  symbolischer  der  Bedingungen,  S.  246  u.  ff. 

canonisches  System,  S,  151. 

Cardioide,  S.  202,  538,  542. 

Cartesische  Coordinaten,  S.  20. 

Cassinoiden,  S.  531. 

Catenoid,  S.  497,  500,  548. 

Centralebene  in  Bezug  auf  eine  Erzeugende  der  Regelflächen,  S.  363. 

centrale  Flächen,  S.  104. 

Centralpunkt,  S.  407,  508;    der  Involution,  S.  14;  einer    Erzeugenden 

der  Regelflächen,  S.  363. 
Centrum  der  Curven,  S.  136;  der  Perspectivität,  Homologie,  S.  30,  42; 

der    harmonischen    Mittel,    S.  51;    der  mittleren  Abstände,   S.  51; 

der  Inversion,    S.  513;    einer  Fusspunktcurve ,    S,  515;    siehe  auch 

Mittelpunkt. 
Charakteristiken,  S.  197,  199;  der  Function  -9-,  S.  302;  der  Correspon- 

denzen   höherer  Ordnung,    S.  407;    von   Systemen   von    Gebilden, 

S.  432,  434;  von  Monge,  S.  464. 
Charakteristikentheorie,  S.  433  u.  ff. 
charakteristische  Zahlen    der  Flächen  und  Raumcurven,   S.  221  u.  ff.; 

der  windschiefen  Regelflächen   und   Leitcurven,   S.  364  u.  ff.;    der 

Developpabeln  7.  0.,  S.  362;  der  Flächen  5.  0.,  S.  348;  der  Deve- 

loppabeln  6.  0.,  S.  359;    eines  Systems  von  Gebilden,  S.  436  u.  ff.; 

der  Curven  im  B^,  S.  594  u.  ff. 
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circulare  Curven,  S.  528,  536,  540,  554. 

Cissoiden,  S.  527  u.  ff.;  von  Diocles,  S.  527;  schiefe,  S.  528;  von  Zah 
radnik,  S.  528. 

Classe  der  Fläche,  S.  205;  der  Raumcurve,  S.  206;  der  Developpa 
beln,  S.  207;  des  Kegels,  S.  208;  eines  Complexes,  S.  377;  einer 
algebraischen  Congruenz ,    S.   377;   einer  Congruenz,    S.  405;    voi 

Hyperflächen,  S.  584;  von  C"*  im  B^,  S.  594. 

Classification  der  Curven  3.  0.,  S.  186;  der  Raumcurven,  S.  216 
der  Flächen  3.  0.,  S.  290;  der  Kummer'schen  Flächen,  S.  307;  dei 
Flächen  4.  0.  mit  Doppelkegelschnitt  von  Zeuthen,  S.  317;  de; 
windschiefen  Regelflächen  4.  0.,  S.  336  u.  ff'.;  der  windschiefer 
Regelflächen  5.  0.  von  H.  A.  Schwarz,  S.  354;  der  Developpabeli 
6.  0.,  S.  359;  der  Complexe  2.  Grads,  S.  393  u.  ff.;  der  Cyclider 
von  Loria,  S.  422. 

dose-point,  S.  133,  319. 

Coincidenzen,  S,  161,  164,  430. 

Coincidenz formein,  S.  426  u.  ff. 

coZZweare  Punktreihen,  S.  12;  Strahlenbüschel,  S.  17;  ebene  Systeme 
S.  28;  Räume,  S.  41,  581. 

ColUneation,  S.  3. 

complementäre  Transformation  Bianchi's,  S.  495. 

Complexe,  lineare,  S.  44,  384  u.  ff.;  algebraische,  S.  376;  specielle 
S.  378;  allgemeine  algebraische  n*^°  Grads,  S.  379  u.  ff.;  Büschel 
und  Netze  von  linearen  — ,  S.  386  u.  ff.;  2.  Grads,  S.  389  u.  ff. 
confocale  2.  Grads  von  Klein  und  Lie,  S.  391;  homofocale  Segre's 
S.  391;  in  Involution  liegende  Schures,  S.  391;  consinguläre 
R.  Sturm's,  S.  391;  Battaglini's,  S.  393,  394,  402  u.  ff.;  hyper- 
bolische, parabolische,  elliptische,  imaginäre  2.  Grads,  S.  393 
Classification  der  —  2.  Grads,  S.  393  u.  ff.;  harmonische  2.  Grads 
S.  394,  402  u.  ff.;  Painvin'sche,  S.  394,  403;  Hirst'sche,  S.  399; 
tetraedrale,  S.  400,  403  u.  ff.;  Reye'sche,  S.  403  u.  ff. 

Complexcurve,  S.  377. 

Complexfläche  (Plücker),  S.  379. 

Complexkegel,  S.  377. 

Concavität  ebener  Curven,  S.  446  u.  ff. 

conchoidale  Curven,  S.  521. 

Conchoide  für  Curven  und  Flächen,  S.  250  u.  ff.;  des  Nicomedes. 
S.  536  u.  ff. 

Configuration  der  9  Wendepunkte  der  ebenen  Curven  3.  0.,  S.  177; 
der  Doppeltangenten  der  ebenen  Curven  4.  0.,  S.  197;  der  8  Punkte, 
die  drei  Flächen  2.  0.  gemeinsam  sind,  S.  256;  der  16  Punkte, 
in  denen  die  Osculationsebene  eine  Berührung  3.  0.  mit  der  Raum- 
curve 4.  0.,  1.  Species  hat,  S.  258;  der  16  singulären  Punkte  und 
Ebenen  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  303;  der  27  Geraden  der 
Fläche  3.  0.,  S.  284;  der  Geraden  der  Flächen  4.  0.  mit  Doppel- 
kegelschnitt, S.  315;  der  10  Geraden  der  Flächen  5.  0.  mit  Dop- 
pelcurve  5.  0.,  S.  347. 

confocale  Kegelschnitte,  S.  93 ;  Complexe  2.  Grads  von  Klein  und  Lie, 
S.  391. 

conforme  Abbildung,  S.  247,  467  u.  ff.;  Transformation,  S.  514. 

congruente  Punktreihen,  S.  13;   Strahlenbüschel,  S.  19. 
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lujruenz,  algebraische,  S.  377;  lineare,  S.  378,  386;  pseadosphä- 
rische  Bianchi's,  S.  511;  isotrope  K-ibaucour's,  S.  512;  specielle, 
S.  386;  allgemeine  Theorie,  S.  405  u.  fF.;  1.  Ordnung,  S.  410  u.  ff.; 
"2.  Ordnung  ohne  singulare  Linien,  S.  411  u.  ff.;  2.  Ordnung  mit 
ingulären  Linien,  S.  416  u.  ff.;  3.  und  höherer  Ordnung,  S.  420, 
ische  Punkte,  S.  221;  Begleiterin,  S.  180;  Cylinderhelix,  S.  553; 
--pirale,  S.  553;  Hyperfläche,  S.  586. 
njugati  (punti),  S.  408. 

>njiigirte  Punkte,  S.  8,  182,  556;  Dreiecke,  S  33;  Punkte  in  Bezug 
uf  einen  Kegelschnitt,  S.  78,  84 ;  Gerade,  bez.  eines  Kegelschnitts, 
i.  78;  Dreiecke  bez.  eines  Kegelschnitts,  S,  78;  Durchmesser,  S.  86; 
Halbmesser,  S.  87 ;  Punkte,  Gerade,  Ebenen,  Dreiecke,  Tetraeder  bez. 
der  Flächen  2.  0.,  S.  103;  Gerade  zu  einem  Punkt  bez.  des  Flächen- 
büschels, S.  123;  Connexe,  S.  165  u.  ff.;  Tetraederpaare  (Steiner), 
S.  285;  Quadrupel  windschiefer  Geraden  der  Flächen  4.  0.,  S.  315; 
Systeme  von  Kegelschnitten,  die  der  Fläche  4.  0.  angehören,  S.  316; 
Curven,  S.  461;  Tangenten,  S.  475  u.  ff.,  478;  Systeme  von  Linien 
auf  einer  Fläche,  S.  479;  Minimalflächen,  S.  499;  Erzeugende  der 
abwickelbaren  Flächen  5.  0.  von  Cremona,  S.  351 ;  Punkte,  Ebenen, 
S.  351;  Räume,  S.  376;  Punkte,  Gerade  und  Ebenen  bez.  eines 
Complexes,  S.  385. 

'onlocale  Gebilde,  S.  3;  Punktreihen,  S.  13. 

Jonnexe,  ebene,  S.  163  u.  ff. 

Öonoidßächen,  S.  523  u.  ff. 

konstante  totale  Krümmung  der  Flächen,  S.  491  u  ff.;  negative  Krüm- 
mung, S.  496;  positive  Krümmung,  S.  491;  mittlere  Krümmung  der 
Flächen,  S.  496;  Riemann'sche  Krümmung  des  i2^,  S,  605  u.  ff. 

öonstantensahl  eines  Gebildes,  S.  424. 

Oonstruction  der  Raumcurven  3.  0.,  S.  251;  der  27  Geraden  der  Fläche 
3.  0.  (Salmon,  Sturm),  S.  286. 

öontingenziüinkel,  S.  455,  459. 

"iontinuirliche  transitive  Gruppe  birationaler  Transformationen,  S.  371. 

Gonvexität  ebener  Curven,  S.  446  u.  ff. 

Coordinaten  der  Elemente  eines  Gebildes,  S.  2;  gewöhnliche,  S.  9, 
16;  barycentrische,  S.  10,  17,  45;  projective,  S.  10,  17,  36;  homo- 
gene, S.  10,  21,  36,  577;  Cartesische,  S.  20;  bipolare,  S.  20;  tri- 
lineare,  trimetrische,  S.  21;  der  Geraden,  S.  27;  elliptische,  S.  120; 
Lame's,  S.  506;  im  Raum,  rechtwinklige,  orthogonale,  S.  35; 
quadriplanare.  Vierebenen-,  tetrametrische,  S.  36;  der  Ebene,  S.  41; 
hyperboloidale,  S.  244;  Klein's,  S.  391,  403;  krummlinige,  S.  467  u.  ff. 

Goordinatenanfang,  S.  20. 

Coordinatenaxen,  S.  20. 

Goordinatensystem  für  Räume  constanter  Krümmung  von  Weierstrass, 
S.  609. 

Goordinatentransformation,  S.  36. 

corresiduale  Punktgruppen,  S.  151;  Curven,  S.  213. 

Gorrelation,  S.  3,  43;  höherer  Räame,  S.  581. 

Correlationsprincip,  S.  5. 

correlative  Gebilde,  S.  4;  ebene  Systeme,  S.  32. 

Gorrespondenzen,  ein-eindeutige,  stetige,  S.  2;  involutorische,  S.  3; 
isogonale,  gleichwinklige,.  S  162;  involutorische  höherer  Ordnung, 
S.  406;  homographische  in  Hyperräumen,  S.  577  u.  ff. 
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Correspondenzprincip   von    Chasles,    S.    16,    54,    430,    431,    432;    \h 

Cayley  und  Brill,  S.  154,  432. 
Cosinuskreis,  S.  68. 

covariante  Curven,  S.  134  u.  ff. ;  Flächen,  S.  232. 
Covarianten    der    Complexe,    S.  383;    der   ternären    cubischen   Fori 

S.  188  u.  ff. 
ciibische  Formen,   S.  55;    Raumcurven,   S.  248  u.  ff.;    Ellipse,   S.  25; 

Hyperbel,  S.  253;  parabolische  Hyperbel,  Parabel,  S.  253;  Gebik 

im  B^,  S.  586  u.  ff. 

Ciibus,  Verdoppelung  des,  S.  527. 

curvatura  integra  von  Gauss,  S.  484,  487. 

Curven,  algebraische  ebene,  S,  126  u.  ff.;  einfache,  unzerlegbare,  irr( 
ducible,  S.  126;  rationale,  unicursale,  S.  131,  269;  covariant 
S.  134  u.  ff.;  Hesse'sche,  Steiner'sche ,  Cayley'sche,  S.  137  u.  fi 
Jacobische,  S.  143;  —  eines  Flächennetzes,  S.  235;  adjungirt 
S.  149;  hyperelliptische,  S.  154;  Ä'-seitige,  S.  156;  elliptische,  S.  15 
210;  ebene  3.  0.,  S.  177  u.  ff.;  ebene  harmonische  3.  0.,  S.  18 
189;    gewundene,  S.  283;  ebene  äquianharmonische,  S.  189;  eher 

4,  0.,    S.  192  u.  ff. ;    allgemeine    ebene,   S.  199;    bicirculare    4.  C 

5.  201;  parabolische,  —  der  parabolischen  Punkte,  S.  205;  alg' 
braische  nicht  ebene,  gewundene  oder  doppelt  gekrümmte,  S.  20( 
gewundene  3.  0.,  S  248,  441;  gewundene  4.  0.,  S.  219,  254,  259;  g< 
wundene  5.  0.,  S.  219,  264;  gewundene  6.  0.,  S.  220,  267;  gewunder 
7.  0.,  S.  220,  269;  specielle  doppelt  gekrümmte,  S.  552  u.  ff.;  res 
duale,  corresiduale,  S.  213;  auf  den  Flächen  2.  0.,  S.  243  u.  fi 
sphärische,  S.  243  u.  ff. ;  sphärische  cyclische,  S.  554  u.  ff. ;  sphi 
rische  spirische,  S.  554  u.  ff.;  Bertrand's,  S.  461;  conjugirte,  S.  46] 
singulare  der  Congruenzen,  S.  408 ;  Erzeugung  und  Transformatioi 
S.  513  u.  ff.;  specielle,  S.  513  u.  ff;  inverse,  S.  513  u.  ff.;  Desa; 
guesische,  S.  513  u.  ff.;  anallagmatische,  S.  514,  515;  radial 
S.  515  u.  ff.,  516;  kaustische,  S.  517  u.  ff.;  parallele,  S.  520  u.  ff 
conchoidale,  S.  521;  cycloidale  (cycloidenartige),  S.  522  u.  ff.;  3.  ( 
von  Agnesi,  S.  527  u.  ff.;  circulare,  S.  528,  536,  540;  Watt' 
S.  531  u,  ff.;  von  der  Form  einer  Acht  (ad  otto),  S.  536;  spirisch« 
S.  536  u.  ff.;  aplanetische,  S.  536;  vierspitzige,  S.  540  u.  ff.;  taute 
chrone,  S.  541;  tetracuspidale ,  S.  544;  Ribaucour's,  S.  544  u.  ff 
Delaunay's,    S.  548  u.  ff.;   im  jR^,    S.  593  u,  ff;    ihre  Infinitesima 

geometrie,  S.  599  u,  ff.;  gleichen  Abstands,  S.  624. 
Curvenbogenlänge,  S.  447  u.  ff. 
Curvenpaar,  S.  164. 

Cuspidalcurve  einer  Fläche,  S.  222 ;  der  Enveloppe,  S.  464. 
Cuspidalkante  der  Developpabeln,  S.  207. 
Cuspidalpunkte,    S.  129,    221;    der  Erzeugenden   windschiefer  Regel 

flächen,  S.  364. 
Cycliden,    S.  320,  321  u.  ff.,    514;     Dupin's,    S.  320,   321   u.  ff.;    mi 

Doppelpunkten,  S.  325;  parabolische  Dupin's,  S.  327. 
cyclische   Projectivität    conlocaler  Punktreihen,    S.  16;    Homographi 

n**""  Ordnung,  S.  32,  43;  Kreise,  S.  248 ;  sphärische  Curven,  S.  554  u.  ff. 

ebene  Curven,  S.  554. 
cycloidale  (cycloidenartige)  Curven,  S.  522  u.  ff. 
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ijlde,  S.  523,  540  u.  flf. 

Ul-en  (cycliques)  von  Darboux,  S.  514. 

»der,  S.  102,  108. 

derflächen,  S.  523  u.  fF. 

derhelix,  S.  552. 
iidroid  Cayley's,  S.  387. 

fellimg,  monoidale,  höherer  Räume,  S.  584  u.  fiF.:    Beltrami's  der 

:ht-Euclidischen  Geometrie,  S.  633  u.  ff. 
fect,  S.  131. 
formation  des  i?^^,  S.  605  u.  ff. 

igenerationen  der  JRaumcurven  4.  0.,  l*^""  Species,  S.  255;  2^®''  Species, 

S.  261. 

'lisches  Problem,  S.  527,  540. 

'•mrguesische  Transformation  und  Curve,  S.  öl4,  515. 
'  m'iptive  Eigenschaft,  S.  5. 

weloppable,  S.  465;  4.  0.,  S.  335;  5.  0.,  S.  350  u.  ff.;  6.  0.,  S.  359  u.  ff  ; 

7.  0.,  S.  362;  planare,  S.  362. 

'•eJoppahle  Mannigfaltigkeiten,  S.  614;  Regelflächen,  S.  206. 

'iation  der  Krümmungsaxe,  S.  459;  der  Tangente,  S.  459. 

agonaldreieck,  S.  6. 

'>agonaldreiseit,  S.  6. 

iagonale^  S.  48. 

lag oncd fläche  von  Clebsch,  S.  282. 

icücaitstiken,  S.  517. 

iameter  der  linearen  Complexe,  S.  385. 

iametralebene    der  Flächen  2.  0.,    S.  104;    der   linearen   Complexe, 

S.  385. 

ichtigkeit  einer  Congmenz,  S.  409. 

IchtigJieitsmass    einer    Congruenz    in    dem   Punkte    eines   Strahles, 

S.  509. 
1  ifferentialformen,    äquivalente,    S.    603;    der  Flächen,    S.  467  u.  ff.; 
I  dritte,  S,  473;  quadratische  der  Mannigfaltigkeiten,  S.  601  u,  ff. 
\  'ifferentialgeometrie  der  Flächen    in  den  Räumen   constanter  Krüm- 
mung, S.  615  u.  ff.;  der  Mannigfaltigkeiten  in  linearen  B^,  S.  601  u.  ff. 

Differentialgleichung,  partielle  der  Minimalflächen  von  Lagrange, 
S.  498;   Lame's  für  dreifache  Orthogonalsysteme,  S.  505,  604,  610. 

Hfferentiälparameter,  S.  471,  472. 

Hmensionen  eines  Gebildes,  S.  2;  einer  Bedingung,  S.  425. 

ioptrische  Kaustiken,  S.  517. 

irecte  Fusspunktcurve,  S.  515. 

Hrectionsaxe,  S.  13. 

Hrectionscentrum,  S.  19. 

Hrectrix,  S.  91;  des  hyperbolischen  Paraboloids,  S.  102;  einer  Regel- 
fläche, S.  276;  einer  Regelfläche  im  B^,  S.  590. 

Hrimante,  S.  517.  ^ 

yiscriminante  einer  Curve,  S.  133;  einer  Fläche,  S.  221. 

iodehaeder,  S.  566. 

hppelcurve  der  Developpabeln,  S.  207;  der  windschiefen  Flächen, 
S.  208. 

Pascal,  Repertorium.  11.  43 
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Doppeldrei  Sturm's,  S.  285. 

Uoppelebene,  S.  42;  scheinbare,  S.  207. 

Doppelelement,  S.  13. 

Doppelgerade,    S.    30,    33 ;    eines    Kegelschnittbüschels,    S.    95 ;    ein 

Complexes,  S.  381. 
Doppelpunkte,  isolirte,  S.  129;  scheinbare,  S.  207;  der  Flächen,  S.  22 

conische,  biplanare,  uniplanare,  S.  221;  der  Raumcurve,  S.  224. 
Doppelschnittverhältniss,  S.  45. 
Doppelsechs  Schläfli's,  S.  285. 
Doppelstrahlen,  S.  18,  30. 
doppelt   gekrümmte    Ourven ,    S.  206 ,    552  u,  flF. ;    berührende   Hypt 

ebenen,  S.  592. 
Doppeltangenten  der  Plancurven  4.  0.,  Hexaden  von  Hesse  u.  Stein 

S.  197;   Heptaden  von  Aronhold,  S.  198. 
Doppeltangentialdeveloppable,  S.  207,  208. 
Doppeltangentialebene,  S.  226. 
doppelte  Erzeugende  einer  windschiefen  Regelfläche,  S.  365;  Riemar 

sehe  oder  elliptische  Geometrie,  S.  626. 
Doppelverhältniss,  S.  8,  17. 
Doppelvier  von  Clebsch,  S.  315. 
Dreieck,  zu  sich  selbst  reciprokes,  sich  selbst  conjugirtes  oder  Pols 

S.  33,    78;    körperliches,    S.  61;    sphärisches,    S.  61;    geodätisch 

S.  484. 
dreieckige  Hypocycloide,  S.  543.  ^_. 

Dreieckscoordinaten,  S.  21.  pl 

Dreiecksgeometrie,  S.  67. 
dreifache    Orthogonalfläch ensysteme,    S.    504  u.  ff.;    Flächensyster 

S.  504;  Systeme  Weingarten's,  S.  507;  Tangentialebenen  der  Fläch  - 

3.  0.,  S.  284  u.  ff. 
dreifaches  orthogonales  System  von  Cycliden,  S.  324. 
Drei  flach,  S.   61. 

Drei-Indices-Symbole  Christoffel's,  S.  602. 
dreipunktige  Berührung,  S.  204. 
dreiseitige  Ecke,  S.  61. 
dreispitzige  Hypocycloide,  S.  543. 
Dreitheilungscurve  Maclaurin's,  S.  527. 
duale  Gebilde,  S.  4;  ebene  Systeme,  S.  32. 
Dualität,  S.  3,  43;  höherer  Räume,  S.  581. 
Dualitätsprincip,  S.  5. 
Durchdringungscurven,  S.  122. 
Durchmesser  der  Curven  n^^^  Ordnung,  S.  136;  der  linearen  Comple 

S.  385;  eines  Kegelschnitts,  S.  85;    conjugirte,  S.  86;   der  Fläcl 

2.  0.,  S.  104;  des  Paraboloids,  S.  104. 
Durchschnittscurve,  S.  122. 

ebene  Trigonometrie,  S.  60;  algebraische  Curven,  S.  126  u.  ff.;  Cur^ 

3.  0.,  S.  177  u.  ff.;  Connexe,  S.  163  u.  ff.;  Curven  4.  0.,  S.  192  u. 
Abbildungen  der  Flächen  3.  0.,  S.  292  u.  ff. 

Ebenen,  rectificirende,  S.  465;  stationäre,  S.  225;  singulare  eii 
Complexes,  S.  380;  conjugirte  in  Bezug  auf  einen  Complex,  S.  3^ 
singulare  der  Congruenzen,  S.  407;  E^_^  im  J^^,  S.  577. 

Ebenenbündel,  S.  1. 
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beneribüschel,  S.  1,  19. 

hcnenkugel,  S.  422. 
nensy Stern,  räumliches,  S.  1. 
lies  Punktsystem,  Strahlensystem,  S    1,  19. 

d-e,  dreiseitige,  S.  61;  n-^  S.  49. 

n -eindeutige  Correspondenz,  S.  2;  Transformationen   der  Ebenen  und 

der  Cruven,  S.  156  u.  ff.;  Transformation,  S.  236. 

i\fach   zusammenhängende   Fläche,    S.    558;    elliptische    Geometrie, 

S.  626. 

II fache  Curven,  S.  126;  Riemann'sche  Geometrie,  S.  626. 

nfaches  ebenes  n-Eck  oder  n-Seit,  S.  49;  Hyperboloid,  S.  101. 

ngehüllte  Curve  oder  Fläche,  S.  464. 

inheitspunkt,  S.  10,  11,  36. 

iihüUende,  S.  28;  von  Curven  oder  Flächen,  S.  464. 
-chaliges  Hyperboloid,  S.  101,  108. 

iiseitige  Flächen,  S.  556  u.  ff.,  Räume,  S.  563. 

Inssoide,  S.  498. 

^tische  Linie,  S.  548  u.  ff. 

rinentartheiler  von  Weierstrass,  S.  123,  395,  588. 
iUeinente  eines  Gebildes,  S.  1;  unendlich  ferne,  S.  6;  eines  Connexes, 

S.  163. 
lUpse,  S.  75  u.  ff.;  Brocard'sche,  S.  71;  cubische,  S,  253;  geodätische, 

S.  484;  Cassini's,  S.  531. 
■Mpsoid,  S.  102,  108;  Flächeninhalt  und  Volumen,  S.  452. 
'Uptische  Involution,  S.  14,  47;  Coordinaten,  S.  120;  Lame's,  S.  506; 

Curve,  S.  159,  210;    Serpentine,  S.  186;    Punkte,  S.  205;    Function 

von  Weierstrass,    S.  258;    Complexe   2.  Grades   von  Reye,    S.  393; 

Kettenlinien,    S.    549;    Räume,    S.    607;    Geometrie,    S.    625,    631, 

633,  634. 
Uiptischer  Punkt  einer  Fläche,  S.  478;  Typus  des  Linienelements  der 

Flächen,  S.  491;  Typus  der  Räume,  S.  609;  Typus  der  pseudosphä- 
rischen Rotationsflächen,  S.  493. 
■lUptisches  Paraboloid,  S.  102,  108. 

^veloppen,  S.  28;  von  Curven  und  Flächen,  S.  464  u.  ff. 
iJnveloppencurve,  S.  126. 
^picycloiden,  S.  540  u.  ff. 
lipitrochoiden,  S.  543. 
Erhaltung  der  Anzahl,  S.  424  u.  ff. 
rstes  Geschlecht,  S.  223. 
Erzeugende  des  Kegels,  S.  102;  singulare,  S.  337;  conjugirte  der  De- 

veloppabeln   5.   0.    von  Cremona,    S.    351;    singulare    windschiefer 

Regelflächen,    S.    364;    doppelte    einer    windschiefen    Regelfläche, 

S.  365;  stationäre  einer  windschiefen  Regelfläche,  S.  364. 
'Erzeugung  cubischer  Plancurven,  S.  182;   Hesse'sche  von  (7^,  S.  195; 

Geiser'sche    von    C^,    S.    196;    geometrische    der   Flächen    3.    0., 

S.  272  u.  ff.;    Steiner'sche,    Salmon'sche,  S.  278;    Böklen'sche,  Cay- 

ley'sche  der  Wellenfläche,  S.  311;    Chasles'sche ,  Sylvester'sche  der 

linearen  Complexe,  S.  386;    des  tetraedralen  Complexes  von  Reye, 

S.  404;  von  Curven  und  Flächen,  S.  513  u.  ff. 
Evoluten,  S.  466  u.  ff. 
Evolutenflächen,  S.  502  u.  ff. 
Evolventen,  S.  466  u.  ff. 

43* 
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Evolventenflächen,  S.  502. 
Excentricität,  jm.m.QviQQhQ,  S.  88,  91. 
excentrische  Anomalie  der  Ellipse,  S.  525. 
Excess,  sphärischer,  S.  62. 

Fenster  des  Viviani,  S.  554  u.  ff. 

n-Flach,  S.  49. 

Flächen:  2.  0. ,  S,  100  u.  ff.;    windschiefe,    mit  hyperbolischen,   par 
bolischen  und  elliptischen  Punkten,  S.  101;  algebraische  abwicb 
bare  und  windschiefe,    S.  204  u.  ff.;    covariante,    S.  232  u.  ff. ;   J 
cobi'sche,    S.  233,   235,  236;    Steiner'sche,    S.  233,  281,   295,  31 
331  u.  ff.,  396,  592;    3.  0.,    S.  272  u.  ff.;    von   Cayley,    S.  279,  28 
337  u.  ff.,  396;  bicyclische,  bicirculäre,  S.  321 ;  von  Hesse,  S.  280  u. ' 
233,    235,    236;    4.  0.,    S.    295   u.  ff.;    Kummer'sche,    S.  295    ii 
299  u.  ff.,  359,  389;  Weddle'sche,  S.  297;  Fresnel'sche,  S.  310;  a 
allagmatische,  S.  322,  514;  Cartesische  Darboux's,  S.  325;  inver.' 
S.   325;    inverse  Desarguesische ,    S,   513  u.  ff.;    4.   0.    mit  Dopp« 
gerade,    S.    328;    höherer    als    der    4.    0.,    S.    347  u.  ff.;     5.   ( 
S.  347  u.  ff. ;    developpable    5.  0.,    S.  350  u.  ff. ;    6.  0.   oder  Glas; 
S.  357  u.  ff. ;    developpable  6.  0.,  S.  359  u.  ff. ;   developpable  7.  ( 
S.  362;    rationale   oder  unicursale  oder  homaloidale,    S.  370  u. 
589;    mit  rationalen,    elliptischen  oder  hyperelliptischen  Schnitte 
S.    370  u.  ff.;    Cremona's,    S.    337  u.  ff.,    397,    398;    abwickelba 
S.  464  u.  ff. ;    der  Normalebenen    oder    der  Krümmungsaxen    eir 
Raumcurve,  S.  465;  ihr  Linienelement  und  ihre  Differentialform» 
S.  467  u.  ff.;    vom  Liouville'schen  Typus,  S.  472,  615;    modanir 
S.   476;    aufeinander    abwickelbare,    S.   487  u.  ff.;    mit    constan^ 
totaler  Krümmung,  S.  491  u.  ff.;  pseudosphärische,  S.  491  u.  ff.,  6c 
von  Dini,  Enneper,  Bianchi,  S.  494;  constanter  positiver  Krümmu 
von  Enneper,  Kuen,    S.  494 ;    von  constanter  mittlerer  Krümmui 
S,  496  u.  ff. ;  von  constanter  mittlerer  Krümmung  Enneper's,  S.  5( 
von   constanter  mittlerer  Krümmung,    ihre  Erzeugung  und  Trai 
formation,    S.  513  u.  ff.;    W  (von  Weingarten),    S.  502  u.  ff.;    \ 
Goursat,    S.  503;    kaustische,    S.  517  u.  ff.;    parallele,  S.  520  u. 
ßiemann'sche,    S.    556  u.  ff.,    568  u.  ff.;    Zusammenhang    der    E 
mann'schen  — ,    S.  556  u.  ff.;    einseitige,    zweiseitige,    S.  556  u. 
offene,    geschlossene,  S.  556;    einfach  zusammenhängende,    S.  5/ 
symmetrische    und  reguläre  ßiemann'sche   — ,    S.  568  u.  ff.;    zw 
blättrige    (hyperelliptische),    S.  568;    ßiemann'sche   in  projectiv 
Sinne  von  Klein,  S.  575  u.  ff,;  hyperquadratische,  S.  579;  von  z\ 
Dimensionen    im   J?^,    S.    589   u.   ff.;    V^*   von   Yeronese    im   j 

S.  589  u.  ff.;  Clifford'sche,  S.  615;  F.  Bolyai's,  S.  624. 
Flächenbündel,  S.  123. 
Flächenbüschel,  S.  122. 
Flächenelement,  S.  468. 
Flächengebilde  im  B^,  S.  584  u.  ff. 

Flächeninhalte,  S.  447  u.  ff. 

Flächennetz,  S.  123. 

Flächennornrale,  S.  445. 

Flächenschar,  S.  122.    | 

Flächensysteme,  lineare,  S.  234  u.  ff.;  dreifache,  S.  504. 
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Jächenzusammenhang  der  Räume,  S.  562. 
Jexion,  S.  459. 
lexionswinlzel,  S.  459. 
I iichtgerade,  S.  30. 
luchtpunkt,  S,  12. 

'"'(ilaxe  der  Lemniscate,  S.  533;  der  Hyperbel,  S.  87. 
ralcurce  der  Cycloide,  S.  323;  singulare,  S.  324. 
de  Strophoide  von  Quetelet,  S.  530. 
ralebene  einer  Congruenz,  S.  407. 
ocalelUpsen,  -parabeln,  S.  117. 
ocalfJächen  einer  Congruenz,  S.  510. 

^ocalkegelschnitte  der  Flächen  2.  0.,  S.  117. 

^ocallinien  der  Kegel  2.  0.,  S.  117. 

^ocalpunUe,  S.  407,  508;  der  Flächen  2.  0.,  S.  117;  einer  Congruenz, 
S.  407,  409. 

'^ocus  der  Flächen  2.  0.,  S.  117. 

^oliwm  von  Descartes,  S.  527  u.  ff. 

'Formeln,  Plücker'sche,  S.  130,  192,  225,  593,  594;  von  Zeuthen,  S.  161; 
Cayley'sche,  S.  121  u.  ff.,  593;  von  Sturm-Segre,  S.  230,  591;  von 
Frenet  oder  Serret  für  Raumcurven,  S.  459,  461,  601;  von  Gauss 
über  Differentialformen  von  Flächen,  S.  470,  615;  von  Codazzi, 
S.  470,  614,  615;  von  Weingarten,  S.  475;  von  Euler,  S.  477;  Bonnet, 
S.  481;  von  Gauss  für  jfiT,  S.  487;  von  Liouville  für  K,  S.  488;  von 
"Weierstrass  für  die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Minimalfläche, 
S.  498,    499,    500;    von    Hamilton,    S.   509;    Veronese'sche    für    die 

charakteristischen  Zahlen  von  C"  im  J?^,  S.  596. 

Formen,  quadratische,  S.  54;  cubische,  S.  55;  biquadratische,  S.  57; 
invariante  der  Complexe,  S.  379  u.  ff.;  automorphe,  S.  576;  Rie- 
mann'sche  des  Linienelements,  S.  607. 

Fünfpmiktekreis,  S.  69. 

Function,  elliptische  von  Weierstrass,  S.  258;  Abel'sche,  S.  267; 
hyperelliptische  von  Klein,  S.  303 ;  hyperelliptische  vom  Geschlecht  2, 
S.  359;  lemniscatische,  S.  535. 

Fundamenialcomplexe  Klein's,  S.  388. 

Fundamentalciirve,  S.  158. 

Fundamentaldifferentialformen  der  Flächen,  S.  467  u.  ff.;  der  sphäri- 
schen Abbildung  der  Congruenzen,  S.  508. 

Fundamentaldreieck  der  Coordinaten,  S.  21. 

Fundamentalehenen,  S.  36. 

Fundamentalfiguren  bei  der  Darstellung  der  27  Geraden  der  Fläche 
3.  0.,  S.  290. 

Fundamentalgerade  eines  Connexes,  S.  164;  der  stereographischen 
Projection,  S.  243;   für  die  Geometrie  der  Strahlenbüschel,  S.  632. 

Fundamentalinvolution  der  rationalen  Raumcurven,  S.  270. 

Fundamentalkugeln  eines  Coordinatensystems,  S.  420. 

Fundamentallinien  der  Flächen  des  homaloiden  Systems,  S.  237. 

Fundamentalpunkte, 'B>.  10,36;  der  stereographischen  Projection,  S.  243; 
Cremona's,  S.  292;  einer  Cremonatransformation ,  S.  157;  ¥''''  Ord- 
nung, S.  158;  eines  Connexes,  S.  164;  der  Flächen  des  homaloi- 
den Systems,  S.  237;  für  die  Geometrie  der  Geraden  der  Ebene, 
S.  632. 
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Fiindamentaltetraeder,  S.  36. 

Fusspunktcurven  und  -flächen  ebener  Curven  und  Flächen,  S.  515  u.i 

Fusspunkt fläche,  S.  326. 

Fusspunktgerade  des  Dreiecks,   S.  72. 

Gattung  der  Curven  auf  den  Flächen  2.  0.,  S.  245. 

Gebilde,  stetige,  S.  1;  unstetige,  S.  48;  quadratische  im  i?^,  S.  586  u.  fl 
cubische  im  JR^,  S.  586  u.  ff.;  absolute  der  Ebene,  S.  632;  d« 
Raums,  S.  633;  absolute  Cayley's,  S.  630  u.  ff. 

gebrochene  Strahlen,  S.  517. 

Gebüsch  (Sturm),  S.  379. 

gedehnte  Cycloide,  S.  542. 

Gegenmittellinie,  S.  67. 

gegenparallele  Gerade,  S.  67. 

Gegenpunkt,  S.  182. 

gemeine  und  gemischte  Poloconica  (Polkegelschnitt)  Cremona's,  S.  18 

geodätische  Linien,  S.  466,  475  u.  ff.,  481;  Krümmung  von  Linien  ai 
Flächen,  S.  481;  Krümmungsmittelpunkte,  S.  481;  Parallelen,  S.  48 
Abstände,  S.  484;  Kreise,  Ellipsen,  Hyperbeln,  Dreiecke,  S.  48- 
Torsion,  S.  484. 

Geometrie  auf  einer  algebraischen  Curve,  S.  148;  auf  einer  algebra 
sehen  Fläche,  S.  204  u.  ff.,  213;  abzählende,  S.  424  u  ff.;  natu 
liehe,  S.  462;  projective  der  mehrdimensionalen  Räume,  S.  577  u.f 
metrische  der  mehrdimensionalen  Räume,  S.  577  u.  ff.;  metrisch 
der  mehrdimensionalen  Räume,  S.  579;  nicht-Euclidische ,  S.  58' 
natürliche    im    jB^,    S.  599  u.  ff.;    elliptische    oder    Riemann'sch 

S.  625,  631,  633,  634;  hyperbolische  oder  Lobatschefskij'sch 
S.  623  u.  ff.,  631,  633;  parabolische,  Euclidische,  S.  625,  631,  63 
pseudosphärische,  S.  633;  absolute  und  nicht-Euclidische,  S.  617u.fi 
absolute  imaginäre,  abstracte,  S.  619. 

geometrische  Grundgebilde,  S.  1 ;  Interpretation  der  invarianten  Bi 
düngen  des  Systems  einer  oder  zweier  quadratischer  ternärer  Fe 
men,  S.  97  u.  ff.;  Interpretation  der  Invarianten  und  Covariante 
der  ternären  cubischen  Form,  S.  188  u.  ff. ;  Erzeugung  der  Fläche 
3.    0.,  S.  272  u.  ff. 

geometrisches  Geschlecht,  S.  223, 

Gerade,  harmonische,  S.  17;  des  Wendepunkts,  S.  178;  reciprok 
S.  33;  Euler'sche,  S.  67,  70;  Simpson'sche,  S.  67,  72,  543;  ant 
parallele,  gegenparallele,  S.  67;  Wallace'sche,  S.  72,  543;  conjugirt 
reciproke  bez.  eines  Kegelschnitts,  S.  78;  der  Flächen  3.  C 
S.  284u.  ff. ;  punktirte,  S.  291;  B,  Caporali's,  S.  303;  conjugirl 
bez.  eines  Complexes,  S.  385;  singulare  2.  0.,  3.  0.  eines  Complext 
2.  Grads,  S.  391. 

Geradencoordinaten,  S.  27. 

Geschlecht  einer  Curve,  S.  130;  der  Connexe  und  Coincidenzei 
S.  165  u.  ff.;  der  Flächen  und  Raumcurven,  S.  221  u.  ff.;  geomt 
metrisches,  erstes,  numerisches,  S.  223;  der  Osculationsdevelo] 
pabeln,  S.  226;  der  Regelflächen,  S.  405;  der  Congruenzen,  S.  40< 
der  Flächen,  S.  556  u.  ff;  der  Regelflächen  im  JB^,  S.  590;  tc 
C"'  im  B^,  S.  569. 

geschlossene  Flächen,  S.  556 ;  Schnitte,  S.  557 ;  Räume,  S.  562. 
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-lunsflächen,  S.  476. 
freckte  Cycloide,  S.  542. 
inde  (Sturm),  S.  379. 
hnliche  Polarität,  S.  44. 
nidene  algebraische  Curven,  S.  206. 
!ie  Punktreihen,  S.  13;  Strahlenbüschel,  S.  19. 
hseitige  Hyperbel,   S.  83;    Hyperboloide,  S.  121;    Kegel,   S.  122; 
i  araboloide,  S.  122. 

eichung   der   Geraden,  S.  24;     der  Ebene,   S,  39;    der  Involution, 
3.  53;    rationale    der    Kummer'schen    Fläche,    S.  303;    Abel'sche, 
■  3.  306;    der  Kummer'schen  Fläche    von  Cayley,   S.  300,  309;    von 
Kummer,  S.  300;    der  Wellenfläche  von  Fresnel,  S.  310,  311;    der 
Cyclide,  S.  321 ;    der  Fläche  4.  0.  mit  Doppelgerade  von  Kummer, 
S.  328;  von  Cayley,  S.  329;  der  Römerfläche  Steiner's  von  Cayley, 
S.  332 ;  von  Kummer,  S.  332 ;  der  Developpabeln  5.  0.  von  Schwarz, 
S.  352;  der  Developpabeln  6.  0.  von  Cayley,  S.  360;  einer  speciellen 
j   Regelfläche    3.  0.    von  Plücker,    S.  387;    natürliche,    S.  455  u.  fl"., 
[■460;  vom  Riccati'schen  Typus,  S.  460,  470. 
\  "Achwinldige  Correspondenzen,  S.  162;  Spirale,  S.  545. 
i  leitcurven,  S.  522  u.  ff*. 
rad  eines   Curvensystems ,  S.  146;     eines   Complexes,    S.  377;    des 
singulären  Punkts  einer  Congruenz,  S.  408. 
aphische  Eigenschaft,  S.  5. 
'  renzfläche  einer  Congruenz,  S.  510;  Lobatschefskij's,  S.  624. 
renz gerade,  S.  31. 
renzkreis  des  Raums,  S.  105. 
renzlinie  Lobatschefskij's,  S.  624. 

renzpunkt,  S.  12;  der  Strahlen  einer  Congruenz,  S.  408,  508. 
!  rundcurve,  S.  122. 
rundgehüde,  geometrische,  S.  1. 

rundpunkte  eines  Netzes,  S.  124;  eines  Büschels,  S,  142. 
rundzahl  der  Fläche,  S.  556  u.  ff. 
nippen  von  Punkten,  S.  50;  harmonische,  S.  51. 
ruppe,  continuirliche,  transitive  birationaler  Transformationen,  S.  371. 

lalbaxen    der    Kegelschnitte,   S.  87;    der  Flächen    2.  0.,  S.  114. 

lalhirung  des  Lemniscatenbogens,  S.  534. 

lalbmesser,  conjugirte,  S.  87. 

albregehiässige  Polyeder,  S.  566. 

armonische  Punkte,  S.  7,  8,  9;  Gerade,  S.  17;  Mittelpunkte,  S.  50; 
Gruppen,  S.  51;  Homologie,  S.  31,  42;  Pole  der  Transversalen  eines 
Dreiecks,  S.  58;  Polare,  S.  59;  des  Wendepunkts,  S.  178,  bez.  des 
Dreiseits  und  Dreiflachs,  S.  251;  Curve  3.  0.,  S.  184,  189,  283;  Po- 
larebene bez.  des  Dreiseits  und  des  Dreiflachs,  S.  262;  Complexe, 
S.  394,  402  u.  fl[. 

iauptaxe  der  Hyperbel,  S.  87;  der  Kegelschnitte,  S.  91. 

iauptcoincidenZy  S.  164  u.  ff. 

^auptcoincidenzcurven,  S.  169. 

'iauptdurchmesser  der  Flächen  2.  0.,  S.  104,  112. 

H^auptelenen  der  Flächen  2.  0.,  S.  104,  112;  einer  Congruenz,  S.  409; 
der  Strahlen  einer  Congruenz,  S.  508. 

fJauptkrümmungsradien  einer  Fläche,  S.  477. 
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Hauptlinien  der  Flächen  des  homaloidalen  Systems,  S.  237. 

Hauptnormale  einer  Raumcurve,  S.  456. 

Hauptnormalschnitte  einer  Fläche,  S.  477, 

Hauptparameter,  S.  88. 

Hauptpmikte  der  Flächen  des  homaloidalen  Systems,  S.  237. 

Hauptregelflächen  einer  Congruenz,  S.  510. 

Hauptsehnen  Bertini' s,  S.  262. 

Haupttangenten,  S.  205. 

Haupttangentencurven,  S.  306,  367,  479. 

Helicoide,  S.  489,  499;  pseudosphärische  Dini's,  S.  550. 

Helix,  S.  460,  489,  552  u.  ff. 

Heptaden,  Aronhold'sche,  von  Doppeltangenten,  S.  198. 

Hexadekaedroid,  S.  567. 

Hexaden  von  Doppeltangenten  von  Hesse  und  Steiner,  S.   197. 

Hexaeder,  S.  565;  polares  Cremona's,  S.  288. 

Hexagon,  Lemoine'sches,  S.  68. 

homaloides  Netz,  S.  146,  157. 

homaloide  Flächen,  S.  237,  370,  589. 

homofocale  Kegelschnitte,  S.  93. 

homogene  Coordinaten,  S.  10,  21,  36,  577. 

Homographie,  S.  3;  involutorische,  S.  14,  43;  axiale,  S.  43;  cyclisc: 

S.  43. 
Homographieaxe,  S.  13. 
Homographiecentrum,  S.  19. 
homo graphische    Punktreihe,    S.  12;    Strahlenbüschel,    S.  17;    eb( 

Systeme,   S.  28;    Räume,   S.  41,  581;    Correspondenzen  in   Hyp 

räumen,  S.  577  u.  ff. 
homologe  Gebilde,  S.  4;  ebene  Systeme,  S.  30;  Räume,  S.  42;  w-Ecl 

S.  49;  n- Seite,  S.  49. 
Homologie,  S.  3,  30;  involutorische,  harmonische  S.  42;  affine,  S. 
Homologieaxe,  S.  30,  49. 
Homologiecentrum.,  S.  30,  42,  49. 
Homologieehene,  S.  42,  49. 

homothetische  ebene  Systeme,  S.  32;  Räume,  S.  43. 
Horncyclide,  S.  327. 
Hyperbel,  S.  74  u.  ff.;   gleichseitige,  S.  83;  cubische,  S.  253;  cubis( 

parabolische,  S.  253;  geodätische,  S.  484. 
Hyperberührungsebene,  S.  584. 
hyperbolische  Involution,  S.  14;  Paraboloide,  S.  101,  108;  Serpentin 

S.  186;  Complexe  2.  Grads  von  Reye,  S.  393;  Punkte,  S.  205,  4' 

-r  Typus    des    Linien  Clements    der    Flächen,    S.   491 ;    der   Räu 

S.  609;     -r  Typus  der  pseudosphärischen  Rotationsflächen,  S.  4! 

Lemniscate,  S.  533;    Spirale,   S.  546;   Kettenlinie,  S.  549;    Räui 

S.  607;  Geometrie,  S.  623  u.  ff.,  631,  633. 
Hyperboloid,   einfaches,    einschaliges    oder   mit    einer    Mantelfläc 

S.  101,  108;  zweifaches,  zweischaliges  oder  mit  zwei  Mantelfläch 

S.  102,  108;  gleichseitiges,  S.  121;  orthogonales,  S.  122;   Volun 

des  einschaligen,  S.  452. 
Hyperboloidencoordinaten,  S.  244. 
Hyperebene,  S.  577;  doppelt  berührende,  S.  592. 
hyperelliptische    Cm-ven,    S.    154;    JL'-Functionen    von    Klein,    S.  3< 

Functionen  vom  Geschlecht  2,  S.  359;  Flächen,  S.  568. 
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y  per  fläche,  S.  584 ;  conische,  S.  586. 

yperkegelschnitte,  S.  45. 

iperquadratische  Fläche,  S.  579. 

ijperquadrifläche,  S.  45. 

l/perrüume,  S.  577  u.  ff. 

'lipocycloide,  S.  540  u.  ff. 

'j/pothese  des  stumpfen  und  spitzen  Winkels,  S.  622,  634. 

Ujpotrochoiden,  S.  543. 

lentische  Punktreihen,  S.  14;  Connexe,  S.  164. 

kosaeder,  S.  566. 

naginäre  Geometrie,  S.  619;    Punkte,  S.  11;    Doppelpunkte,  S.  14; 

I    Strahlen,    S.  17;    Elemente,    S.  47;    unendlich    ferne    Kreispunkte, 

I    S.  83;  Axe  der  Hyperbel,  S.  87;  Complexe  2.  Grads,  S.  393. 

l'iwidenz,  S.  428. 
ncidenzformeln^  S.  426  u.  ff. 

}t(lex  der  Sinusspiralen  und  Ribaucour'schen  Curven,  S.  547. 
ndicatrix  von  Dupin,  S.  205,  478,  612. 
nfmitesimalgeometrie  der  Curven  und  Flächen,   S,  442  u.  ff.;  im  i?^, 

S.  599  u.  ff. 
nflexion,  S.  446  u.  ff. 

'^nflexionscurven,  S.  479. 

^nflexionserzeugende^  S.  226. 

Inflexionspunkte,  S.  129,  177  u.  ff.,  446,  447. 

Inflexionstangente,  S.  129,  205,  225,  593. 

Inhalt  von  Flächen,  S.  447  u.  ff. 

Integralcurven  eines  Complexes,  S.  168  u.  ff. 

Interpretation,  geometrische  der  invarianten  Bildungen  des  System» 
einer  oder  zweier  quadratischer  ternärer  Formen,  S.  97  u.  ff. ;  geo- 
metrische der  Invarianten  und  Covarianten  der  temären  cubischen 
Form,  S.  188  u.  ff.;  projective  der  drei  Geometrien,  S.  630  u.  ff. 

intrinsic  equations,  S.  460. 

Invariante  der  Fundamentalkügeln  in  der  Kugelgeometrie,  S.  421; 
quadratischer  ternärer  Formen.  S.  97  u.  ff.;  der  ternären  cubischen 
Form,  S.  188  u.  ff. 

invariante  Formen  der  Complexe,  S.  379  u.  ff.,  384. 

inverse  Curven  und  Flächen,  S.  513  u.  ff".;  Fusspunktcurve,  S.  515. 

Inverse,  S.  325. 

Inversion,  S.  159,  513. 

Involutionen,  S.  14,  18,  46;  hyperbolische,  elliptische,  parabolische, 
S.  14,  47;  allgemeine,  S.  53;  höherer  Ordnung,  S.  148. 

Involutionscentrum,  S.  14. 

Involutionscomplexe^  lineare  Klein' s,  S.  388  u.  ff. 

involutorische  Correspondenz,  S.  3,  18;  Homographie,  S.  14,  43; 
Homologie,  S.  31,  42;  Reciprocität  oder  Dualität,  S.  33;  Trans- 
formationen, S.  238;  Correspondenzen  höherer  Ordnung,  S.  406. 

irreducihele  Curven,  S.  126. 

isogonale  Correspondenzen,  S.  162;  Abbildung  der  Flächen  auf  die 
Ebene,  S.  472;  Transformation,  S.  514. 

isolirter  Doppelpunkt,  S.  129. 
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isometrische  Parameter,  S.  470. 

isothermes  orthogonales  System   von  Krümmungslinien   der  Cyclidei 

S,  324;  System  von  Parameterlinien,  S.  470,  497. 
isotrope  Congruenz  Ribaucour's,  S.  512. 

Kante,  n-,  S.  49;  windschiefer  Regelflächen,  S.  364. 

Katdkaustilien,  S.  517. 

Tiatoptrische  Kaustiken,  S.  517. 

'kaustische  Curven  und  Flächen  (Kaustiken),  S.  517  u.  ff. 

Kegel,  S.  208;  gleichseitige,  S.  122;  2.  0.,  S.  101,  108;  oberer  un 
unterer  des  Monoids ,  S.  216;  die  5  Kummer'schen ,  S.  31^ 
singulare  der  Congruenzen,  S.  408,  quadratische  im  It     S.  587. 

Kegelflächen,  S.  523  u.  ff. 

Kegelschnitte,  S.  74  u.  ff.,  524  u.  ff.;  sphärische,  S.  247,  254;  al 
solute,  S.  403,  632. 

Kegelschniühüschel^  S.  94. 

Kegelschnittschar,  S.  94. 

Kerncurve,  S.  137  u.  ff. 

Kernfläche,  Hesse'sche,  S.  280  u.  ff.,  299. 

Kettenlinie,  S.  548  u.  ff. 

KinematiTc  im  i?^,  S.  584. 

Knotenciirve  der  Developpabeln ,  S.  207;  der  windschiefen  Flächei 
S.  208. 

Knotenpunkt,  S.  221. 

körperliches  Dreieck,  S.  61. 

Körpervolumina,  S.  447  u.  ff. 

konisch  siehe  conisch. 

Kreis,  S.  82u.  ff.;  Feuerbach^scher,  S.  67,  70;  Lemoine'scher,  S. 
erster,  zweiter,  S.  68;  Brocard'scher,  S.  67,  69;  Taylor'scher,  S.  67,7] 
Tucker'scher,  S.  67,  71;  des  dreifachen  Verhältnisses ,  S.  68;  Eule 
scher,  S.  70;  der  absolute  des  Raums,  S.  105;  cyclischer,  S.  241 
geodätischer,  S.  484. 

Kreispunkte,  S.  28 ;  imaginäre  unendlich  ferne ,  S.  83 ;  der  Fläche 
2.  0.,  S.  115;  beliebiger  Flächen,  S.  478. 

Kreisschnitte  der  Flächen  2.  0.,  S.  115. 

Kreisschnittebenen,  S.  115. 

Krümmung  von  Plan-  und  Raumcurven,  S.  455  u.  ff.;  mittlere  vo 
Bogen,  S.  455;  totale  von  Gauss,  S.  484,  487,  605,  606;  der  Flächei 
S.  487  u.  ff.;  constante  mittlere,  S.  496  u.  ff.;  erste  und  zweit 
S.  459;  geodätische  von  Linien  auf  Flächen,  S.  481,  484;  der  Ku 
ven  im  E^,  S.  600;  Riemann'sche  des  B^^,  S.  605  u.  ff.;  d( 
Mannigfaltigkeiten,  S.  611  u.  ff.;  absolute,  relative  der  Fläche) 
S.  615. 

Krümmungsaxe,  S.  457. 

Krümmungsehene,  S.  458;  an  die  Raumcurve,  S.  206. 

Krümmungskreis,  S.  463. 

Krümmungslinien  der  Flächen,  S.  475  u.  ff. 

Krümmungsmass,  S.  484;  der  Flächen  von  Casorati,  S.  487. 

Krümmungsmittelpunkt,  S.  457 ;  der  Flächen,  S.  477;  geodätische 
S.   481. 
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immungsradius,  S.  455;  der  Curven  im  JS^,  S.  600;   von  Flächen, 

477. 
■mmlinige  Coordinaten,  S.  467  u.  ff. 
'bus,  S.  565. 
(gel,  S.  105,  113. 
igelcalotte,  Flächeninhalt,  S.  452. 
igelcotnplexe^  S.  422. 
(gelcongruensen,  S.  422. 

I nelgeometrie  im  Kaum,  S.  373  u.  ff.,  420  u.  ff. 
igelkreis,  unendlich  ferner  imaginärer,  S.  105,  403. 


ingen  der  Halbaxen  der  Flächen  2.  0.,  S.  114;    der  Curvenbogen, 

>.  447  u.  ff. ;  der  Tangente,  der  Normalen,  S.  443. 

itciirven  einer  Congruenz,  S.  411. 

'itehene  des  hyperbolischen  Paraboloids,  S.  102. 

itUnie  siehe  Directrix. 

ttungskegel  einer  Regelfläche,  S.  490. 

mniscaten  Bernoulli's  und  Gerono's,  Ö.  531  u.  ff. 

nniscatische  Function,  S.  535. 

(chtender  Punkt,  S.  517. 

fnes  minimes  von  Legendre,  S.  486. 

mQon  Pascal's,  S.  202,  522,  533. 
■ir  zusammenhängende  Räume,  S.  502. 
ire  Complexe,  S.  44,  384  u.  ff.;  Systeme  von  Punktgruppen,  S.  53; 

>ysteme    ebener    Curven,    S.   141;     Flächensysteme,    S.  234  u.  ff.; 

Büschel    und  Netze    linearer  Complexe,    S.  386  u.  ff.;    Congruenz, 

>.  386;    Involutionscomplexe    Klein's,   S.  388  u.  ff.;    Mannigfaltig- 
keiten, S.  577  u.  ff.;  Räume,  S.  607. 

inien,  mehrfache,  singulare  einer  Fläche,  S.  222;  singulare  der  Con- 

gruenzen,  S.  408;  geodätische,  S.  466,  475  u.  ff.;   auf  den  Flächen, 

^   475  u.  ff.,  481;  elastische,  S.  548  u.  ff. 
encomplex,  S.  376. 

iniencongruenz,  S.  376,  507. 
\  dnienelement  der  Flächen,    S.  467  u.  ff. ;    des  Raums,    S.  504;    der 

höheren  Mannigfaltigkeiten,  S.  601;  Riemann'sche  Form,  S.  607. 
Aniengeometrie  im  Raum,  S.  373  u.  ff ;  im  i?   ,  S.  584. 
nksgewundene  Schraubenlinien,  S.  552. 
^garithmische  Spirale,  S.  545,  553. 
tgocyclische  Strophoide,  S.  530. 
joxodrome,  S.  552  u.  ff. 
imaca  Pascal's,  S.  202,  522,  533. 

^Mannigfaltigkeiten  von  Punktsystemen,  S.  149;  lineare,  S.  577  u.  ff.; 
nicht  lineare^  S.  584  u.  ff.;  algebraische,  S.  585;  nonnale  für  den 
eigenen  Raum,  S.  585;  von  zwei  Dimensionen  im  B^^  S.  589  u.  ff.; 
Differentialgeometrie,  S.  601  u.  ff. 

Mediane,  S.  70. 

mehrdeutige  Transformationen  der  Ebene  und  der  Curven,  S.  156  u.ff. 

nehrdimensionale  Räume,  S.  577  u.  ff. 

nehrfache  Linien  einer  Fläche,  S.  222. 

Meridianfläche  eines  Complexes,  S.  379. 


684  Sachregister. 

Metageometrie,  S.  619. 

Metrik,  projective,  S.  630  u.  ff. 

metrische  Eigenschaften,  S.  5;  Relationen  in  Hyperräumen,  S.  577  u.  f 

Relationen  in  projectiver  Form,  S.  627  u.  ff. 
Minimalflächen,    S.  496  u.  ff.,  615;    Henneberg's,   S.  500;    von  H. 

Schwarz,  S.  501. 
Minimalregelfläche,  S.  499. 
Minimalregelhelicoid,  S.  490,  499. 
Mittelfläche  einer  Congruenz,  S.  510. 
Mittellinie,  S.  70. 
MittelpunJcte ,    harmonische,    S.  50;    der    Kegelschnitte,    S.  85;    d 

Kegel,  S.  102 ;    der  Flächen  2.  0. ,   S.  103  ;    der  Strahlen  der  Co 

gruenzen,  S.  409,  507. 
Mittelpunktsflächen,  S.  104. 
mittlere  constante  Krümmung  der  Flächen,  S.  496;  der  Evolute,  S.  50 

Proportionale,  S.  527. 
modanirte  Flächen,  S.  476. 
Moduln  einer  Curve,  S.  160;    der  Inversion,  S.  513;    Legendre'scl 

S.  534. 
Moment  zweier  Geraden  (Cayley),  S.  375. 
Monoid,  S.  586. 

monoidale  Darstellung  höherer  Räume,  S.  584  u.  ff. 
Monoidflächen  Cayley's,  S.  ^4  u.  ff. 
moulures  von  Monge,  S.  476. 
muschelförmige  Curven,  S.  521. 
Muschellinien,  S.  520;  des  Nicomedes,  S.  540. 

NabelpunJcte    der  Flächen    2.  0.,  S.   115;     einer   beliebigen   Fläcl 

S.  478. 
natürliche  Gleichungen,  S.  455  u.  ff.,  460;  Geometrie,  S.  462;   im  1 

S.  599  u.  ff. 
negative  Richtung  der  Normalen  und  Tangenten  an  Curven,    S.  4" 

Fusspunktcurve,  S.  515. 
Netz  ebener  Curven,  S.  141;    homaloidales,  unicursales,  S.  146,  1.' 

von  Flächen,  S.  234;  linearer  Complexe,  S.  386. 
NemipunkteJcegel schnitt,  S.  71,  95. 
Neunpunktekreis,  S.  67,  70. 

nicht- Euclidische  Räume,  S.  607;  Geometrie,  S.  617  u.  ff. 
Nodoid,  S.  497,  549. 
Normale  zu  einer  Plancurve,  S.  442;   positive  und  negative  Richtui 

S.  457. 
normale  Mannigfaltigkeit  für  den  eigenen  Raum,  S.  585. 
Normalehene  einer  Raumcurve,  S.  444. 
Normalencongruenzen,  S.  511,  518. 
Normalenparaboloid,  S.  363. 
Normalensystem  von  Strahlen,  S.  517. 
Normalfortn   der  Gleichung   der  Geraden,    S.  25;   der  Ebene,    S. 

eines   Complexes    von    Clebsch,   S.  383. 
Normalschnitte  von  Flächen,  S.  477, 
Normaltypus  einer  Curve,  S.  160. 
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'llpolarität,  S.  44,  251,  385,  406. 
llsysteme,  S.  44,  251,  385;  höherer  Ordnung,  S.  406. 
i mensche  Excentricität,  S.  88,  91;  -s  Geschlecht,  S.  223, 

rer  Kegel  des  Monoids,  S.  216. 
f'ieder,  S.  556. 

(ledroid,  S.  567. 

'  iie  Flächen,  S.  556;  Schnitte,  S.  557. 

rdnung  der  ebenen  Curven,  S.  126;  der  ebenen  Connexe,  S.  163; 
der  Coincidenzen,  S.  164;  der  algebraischen  Flächen,  S.  204;  der 
Raumcurven,  S.  206;  des  Kegels,  S.  207;  eines  Complexes,  S.  377; 
einer    algebraischen    Congruenz,    S.  377;    einer    allgemeinen    Con- 

gruenz,  S.  405;    von  C""  im  B^,  S.  594. 

iricyclus,  S.  491;  Lobatschefskij's,  S.  624. 

)risphäre  Lobatschefskij's,  S.  624. 

irthocentrum,  S.  70. 

rthogonale    Coordinaten,    S.  35;     Hyperboloide,    S.   122;     dreifache 
Systeme  von  Cycliden,  S.  324;  isotherme  Systeme,  S.  324;  isotherme 
Systeme  von  Parameterlinien,  S.  470. 
'Orthogonalflächensysteme,  dreifache,  S.  504  u.  ff. 
Isculanten,  Theorie,  S.  263. 
Osculation  von  Flächen,  S.  224. 
Oscidationsberuhrung,  S.  145. 

Osculationsdeveloppable  der  Rückkehrkante,  S.  465. 
Osculationsebene^  S.  458;  an  die  Raumcurve,  S.  206. 
Osculationskegel ,  S.  222. 
Osculationsräume  an  Curven  im  B^,  S,  593. 

Osculationstangenten,  S.  204,  205. 

Osculiren  einer  Fläche  durch  eine  Gerade,  S.  274. 

oscuUrende  Developpable,  S.  207 ;   Curven  und  Flächen,  S.  463 ;   Kreise, 

S.  463;  Kugel,  S.  464. 
Ovale  des  Cartesius,  S.  201,  536  u.  ff.;  Cassinis,  S.  531  u.  ff. 

Paare  von  conjugirten  Triedem  (Steiner),  S.  285. 

paarer  Zug  einer  Curve,  S.  132. 

Pangeometrie,  S.  619. 

Parabel,  S.  75  u.  ff.;  cubische,  S.  253;  semicubische  oder  Neil'sche 
S.  527. 

parabolische  Involution,  S.  14;  Serpentine,  S.  186;  Punkte,  S.  205, 
478,  614;  Curve,  S.  205;  cubische  Hyperbel,  S.  253;  Cyclide,  S.  325; 
Dupin  sehe  Cyclide,  S.  327;  Homcyclide,  S.  327;  Ringcyclide,  S.  327; 
Complexe  2.  Grades  von  Reye,  S.  393;  -r  Typus  des  Linienelements 
der  Flächen,  S.  491;  der  Räume,  S.  609;  -r  Typus  der  pseudo- 
sphärischen Rotationsflächen,  S.  493;  Spirale,  S.  546;  Räume,  S.  607; 
Geometrie,  S.  625,  631,  633. 

Paraboloid,  hyperbolisches,  S.  101,  108;  elliptisches,  S.  102,  108; 
Volumen,  -S.  452;  gleichseitiges,  S.  122. 

parallele  Curven  und  Flächen,  S.  520  u.  ff. 

Parallelen,  geodätische,  S.  484. 

Parallelismus  q^^''  Ordnung  im  i?^,  S.  579. 
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Parameter,   S.  88;    der  Erzeugenden   einer  Regelfläche,    S.  363;   d' 

linearen  Complexe,  S.  385. 
Parameterlinien,  S.  467. 
partielle    Differentialgleichung    der    Minimalflächen     von    Lagrang 

S.  498. 
Pedalcurve,  S.  515. 
j)edale,  S.  515. 
Pedalentheorem,  S.  72. 
Pentaeder,  Sylvester'sches,  S.  280  u.  ff. 
Pentaeder gleichung,  S.  281. 
Pentraedroid,  S.  567. 
perspective  Gebilde,  S.  4;  Punktreihen,  S.  13;    ebene  Systeme,  S.  3< 

Durchschnitte,  S.  30;  Axe,  S.  30;  w-Ecke,  S.  49;  n-Seite,  S.  49. 
Perspectivität,  S.  3. 
pinces-point,  S.  221. 
pinchpoint,  S.  221. 
planare  Developpable,  S.  362. 
Plancurven,  Krümmung,  S.  455  u.  ff. 
podaire,  S.  515. 
Pol,   S.  20,  33,  35,  78,  84,  102,  135,    251;    haiinonischer,   S.  58;    d 

grössten  Kreise,  S.  62;  der  Inversion,  S.  513;    der  Fusspunktcurv 

S.  515. 
Polar  complexe,  S.  381. 
Polar coordinaten,  S.  20,  36. 
Polar developpahle,  S.  465. 
Polarcurve  einer  Geraden,  S.  232. 
Polar dreiecTc,  S.  33,  78. 
Polare,    S.  33,    78,    84;    harmonische,    S.  59;    eines   Pols   bez.    ein 

Curve,    S.  135;    harmonische  des  Wendepunkts,    S.  178;    vielfacl 

von   Geraden,    S.  232;    harmonische   bez.   des   Dreiseits    und  Dr€ 

flachs,  S.  251. 
polare  sphärische  Dreiecke,  S.  63;  Hexaeder  Cremona's,  S.  288. 
Polarebene,  S.  102,  251;  harmonische,  S.  262.  m 

Polarflächen,  S.  232  u.  ff.  ^ 

Polarform  des  ßiemann'schen  Raumes,  S.  626. 
Polargerade,  S.  78,  135. 
Polargruppen,  S.  51. 

Polarität,  S.  5,  33,  50,  51,  134;  gewöhnliche,  S.  44. 
Polar itätsprincip,  S.  5. 
Polarlinie,  S.  457. 
Polar  subnormale,  S.  443. 
Polar subtangente,  S.  443. 
Polarsysteme,  S.  51. 
Polartetraeder,  S.  103,  258. 
Polarvolumen,  S.  454. 
Polaxe,  S.  20,  35. 
Polebene,  S.  35. 
Polkegelschnitt,  S.  180. 
Poloconica,   gemischte  (mista),  gemeine  (pura)  (Polkegelschnitt)  Cr 

mona's,  S.  180. 
Polsechsflache  Cremona's,  S.  284  u.  ff. 
Polyeder  im  Räume  von  drei   und  mehr  Dimensionen,    S.  563  u.  fl 
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Euler'sche,   S.  564;    regelmässige  oder  Platonische,    S.  565;    halb- 
regelmässige  oder  Archimedische,  S.  566. 
'üijedergruppen,  S.  574. 
''ilyedernets,  S.  563  u.  ff. 
'olyedertheorie,  S.  556  u.  ff. 
'oJygone  Poncelet's,  S.  97;  Steiner'sche,  S.  179. 
'olynome  des  Cubus,  Octaeders  und  Ikosaeders,  S.  574. 
<itive  Richtung   der  Normalen   u,    Tangenten    an   Curven,    S.  457 
i-'usspunktcurve,  S.  515. 

'^ostulate  Euclild's,  Postulat  V  über  die  Parallelen,  S.  617,  621  u.  ff.; 
von  Wallis,  Saccheri,  Lambert,  S.  622. 

'^ostulationsformeln,  S.  212. 

%tenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Kugel,  S.  420. 
\9rincip  der  Erhaltung  der  Anzahl  oder  der  gleichgültigen  oder  spe- 
ciellen  Lage  von  Schubert,    S.  424  u.  ff.;    der  Dualität   oder   Cor- 
relation  in  der  Ebene  und  im  Räume,  S.  5, 

Problem  Plateau's,  S.  501;  der  Verdoppelung  des  Cubus  oder  Delisches^ 
S.  527,  540;  der  Brachistochrone,  S.  541. 

Product  zweier  Bedingungen,  S.  425. 

Protection,  stereographische,  S.  243. 

Projectionsaxe,  S.  2. 

Projectionscentrum,  S.  2. 

orojective  Gebilde,  S.  4;  Geometrie  der  mehrdimensionalen  Räume, 
S.  577  u.  ff.;  Eigenschaften,  S.  5;  Coordinaten,  S.  10,  17,  36;  Punkt- 
reihen, S.  12;  Strahlenbüschel,  S.  17;  ebene  Systeme,  S.  28;  Räume, 
S.  41,  581;  *i-Ecke,  S.  50;  Metrik,  S.  630  u.  ff;  Interpretation  der 
drei  Geometrien,  S.  630  u.  ff. 

Projectivität,  S.  3;  cyclische,  S.  16. 

Projectivitätsaxe,  S.  13. 

Projectivitätscentruni,  S.  19. 

Projectivitätsgleichung,  S.  12. 

Projiciren,  S.  2;  von  Räumen  im  JR^,  S.  581. 

Proportionale,  mittlere,  S.  527. 

Pseudosphäre,  S.  495,  550. 

pseudosphärische  Flächen,  S.  491  u.  ff.;  Rotationsflächen,  S.  492;  Flächen 
von  Dini,  S.  494;  Flächen  von  Enneper,  Bianchi,  S.  494;  Trigono- 
metrie, S.  495;  Congruenzen  Bianchi's,  S.  511;  Helicoide  Dini"s, 
S.  550;  Räume,  S.  607;  Geometrie,  S.  633. 

Pseudoversiera,  S.  529. 

Punkte,  harmonische,  S.  7,  8;  conjugirte,  S.  8,  84,  182;  —  in  der  Topo- 
logie,  S.  556;  imaginäre,  S.  11;  äquianharmonische,  S.  12;  reci- 
proke,  S.  33;  Brocard'sche,  S.  67;  — negative  und  positive,  S.  68; 
Lemoine'sche,  S.  67,  68;  Grebe'sche,  S.  68;  Schröter'sche,  S.  70; 
Vigarie'sche,  S.  70;  Boubals'sche,  S.  71;  conjugirte,  reciproke  bez. 
eines  Kegelschnitts,  S.  78,  84;  — bez.  eines  Complexes,  S.  385;  viel- 
fache, S.  127, 152;  —  einer  Fläche,  S.  222;  stationäre,  S.  129;  —  der 
Raumcurven,  S.  224,  263 ;  singulare,  S.  129 ;  —  der  Flächen  und  Raum- 
curven,  S.  221  u.  ff. ;  —  eines  Complexes,  S.  380;  singulare  der  Con- 
gruenzen, S.  407;  hyperbolische,  elliptische,  parabolische,  S.  205; 
—  einer  Fläche,  S.478;  conische,  biplanare,  uniplanare,  S.221;  asso- 
ciirte  von  Raumcurven  4.  0.,  S.  256;  leuchtende,  S.  517;  singulare 
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von  Hyperfläclien,    S.  585;    stationäre    der  Curven  im  i?  ,    S.  600 

parabolische  von  Mannigfaltigkeiten,  S.  614. 
Punktepaar,  Steiner'sches,  S.  179;  absolutes,  S.  630. 
Punktequadrupel  auf  der  Raumcurve  4.  0.,  S.  257. 
Punktetripel  auf  der  Raumcurve  4.  0.,  S.  257. 
Punktgleichung  der  Kegelschnitte,  S.  80.  * 

Punktgruppen,    S.  50;    auf   einer  algebraischen   Curve,    S.  148  u.  ff. 

corresiduale,  residuale,  S.  151. 
punktirte  Gerade,  S.  291. 
Punktkugel ^  S.  422. 
Punktreihen,  S.  1;  gerade,  S.  6;  projective,  homographische,  collineart 

S.  12;    ähnliche,    S.  12;    congruente,    gleiche,    S.  13;    perspective 

S.  13;    conlocale,  aufeinander  liegende,  superponirte ,   S.  13;    ider 

tische,  S.  14. 
Punktsystem,  ebenes,  S.  1;  räumliches,  S.  1. 
punti  associati,  S.  179. 

quadratische  Formen,  S.  54;    Gebilde  im  B^,   S.  586  u.  ff.;    Kegel  ii 

B„    S.  587;  Differentialformen,  S.  601. 
Quadratrix,  S.  548  u.  ff. 
Quadratur  des  Kreises,  S.  551. 
quadriplanare  Coordinaten,  S.  36. 
Quadrupel  von  Punkten,  S,  57;  von  Punkten  auf  der  Raumcurve  4.  C 

S.   257;    bei    der  Darstellung    der    27   Geraden    der  Fläche    3.   C 

S.  290;    Göpel's,    S.  302,  303,  304;    Rosenhain's,    S.  302,  303,  30. 

windschiefer  Geraden  1*«^  Art,  2*^"^  Art  der  Flächen  4.  0.,  S.  315 
quaterne-zero,  S.  290. 
^uintupel  von  windschiefen  Geraden  der  Flächen  4.  0.,  S.  315. 


radiale  Curven  ebener  Curven,  S.  515  u.  ff. 

Badienvectoren,  reciproke,  S.  513  u.  ff. 

Band  einer  Fläche,  S.  556. 

Bang  der  Raumcurven,  S.  206;  im  i2^,  S.  594;  der  Flächen,  S.  20 
364,  412;  einer  Congruenz,  S.  405. 

rationale  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  303;  Fläche 
S.  370  u.  ff. 

Bäume,  S.  2;  homographische,  collineare,  projective,  S.  41;  affin 
S.  42;  ähnliche,  S.  42;  homologe,  S.  42;  homothetische,  S.  43;  co 
jugirte,  S.  376;  linear  zusammenhängende,  geschlossene,  m 
Flächenzusammenhang,  mit  Zusammenhang  r*^^  Art,  S.  562;  ei] 
seitige,  zweiseitige,  S.  563;  mehrdimensionale,  S.  577  u.  ff.;  sph 
rische,  Riemann'sche  oder  elliptische,  S.  607,  633;  pseudosphärisch 
Lobatschefskij'sche,  hyperbolische  oder  nicht-Euclidische,  S.  60 
lineare,  Euclidische  oder  parabolische,  S.  607. 

räumliches  Punktsystem,  Ebenensystem,  S.  1. 

rationale  Curven,  S.  131,  181;  Flächen,  S.  223;  Raumcurven,  S.  269  u. 

Baumcurven,  algebraische,  S.  204  u.  ff. ;  verschiedener  Ordnunge 
S.  243  u.  ff.;  3.  0.,  S.  248  u.  ff.;  4.  0.  1*"^'  Species,  S.  254  u.  f 
4.0.  2*"  Species,  S.  259  u.  ff.;  5.,  6.,  etc.  0.,  S.  264  u.  ff.;  rati 
nale,  unicursale,  vom  Geschlecht  Null,  S.  269  u.  ff.;  KrümmuD 
S.  455  u.  ff. 


» 
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Msgeimmdene  Schraubenlinie,  S.  552. 
ihtwinklige  Coordinaten,  S.  35;  Strophoide,  S.  530. 
iciprocität,  S.  3,  43;  höherer  Räume,  S.  581. 
'ciprocitätstheorem  von  Brill-Noether,  S.  152. 
Hprokpolar,  S.  103. 

Hproke  Gebilde,  S.  4;  ebene  Systeme,  S.  32;  Dreiecke,  S.  33;  Punkte, 
S.  33,  bez.  eines  Kegelschnitts,  S.  78;  Gerade,  S.  33,  bez.  eines 
Kegelschnitts,  S.  78;  sphärische  Dreiecke,  S.  63;  Tetraeder,  S.  103; 
Radienvectoren,  S.  513  u.  ff. 

ectification  der  Trisectrix,  S.  530;  der  Cartesischen  Ovale,  S.  537. 
ctificirende  Developpable  einer  Raumcurve,  S.  465 ;  Ebene  Lancret's 
S.  465. 

4ucibele  Curven,  S.  131. 
eile  Axe  der  Hyperbel,  S.  87. 
flectirte  Strahlen,  S.  517. 

egelflächen,  S.  206,  376;  2.  0.,  S.  101;  abwickelbare  (developpable), 
S.  206;  windschiefe,  S.  206,  208;  3.  0.  Cayley's,  S.  276;  4.  0., 
S.  313,  335  u.  ff.;    windschiefe  4.  0.,  S.  336  u.  ff.;    höherer  als  der 

4.  0.,    S.   347  u.  ff.;    windschiefe   5.   0.,    S.   353  u.  ff.;    windschiefe 
*6.  0.,   S.  361;    beliebiger  Ordnung,    S.  363  u.  ff.;    als  Schnitte  von 

Complexen,  S.  367;  einer  Congruenz,  S.  510;  im  B^,  S.  589. 

egelhelicoid,  S.  490,  504. 

fgelmässige  (Platonische)  Polyeder,  S.  565. 

guläre  Curvensysteme ,  S.  146;  Flächen,  S.  223;  Riemann'sche 
Flächen,  S.  568  u.  ff. 

elationen,  metrische  in  projectiver  Form,  S.  627  u.  ff. 

•lative  Krümmung  der  Flächen,  S.  615. 

'dduale  Punktgruppen,  S.  151;  Curven,  S.  213. 

'esiduum,  S.  213. 

'estcurve,  S.  213. 

lestsatz,  S.  151,  213. 

lesolvente,  Galois'sche,  S.  573. 

Uchtung,  positive  und  negative  der  Normalen  und  Tangenten  an 
Curven,  S.  457. 

UngcycUde,  S.  327. 
j  i  Öhr e7i flächen,  S.  504. 
!  tömerfläche  Steiner  s,  S.  295,  313,  331  u.  ff.,  339. 

iollcurven,  S.  522  u.  ff. 

htationsflächen,    S.  523  u.  ff.;    2.   0.,    S.  113;    Inhalt    und   Volumen, 

5.  451;  pseudosphärische,  S.  492. 
iotationshyperboloid,  S.  490. 
Rouletten  (Rollcurven),  S.  522  u.  ff. 

lückkehrkante  der  Developpabeln,  S.  207;  der  Enveloppe,  S.  464. 
Rückkehr punkt,  S.  129. 

Satellit,  S.  178  u.  ff.;  eines  Punktetripels,  S.  257. 
^atz  siehe  Theorem. 

khar  ebener  Curven,  S.  141;  von  Flächen,  S.  234. 
cheinhare  Doppelpunkte  und  Doppelebenen,  S.  207. 

Pascal,  Eepertorium.  II.  44 
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Scheitel  eines  Büschels,  S.  1;  der  Kegelschnitte,  S,  86;  des  Pa 
boloids,  S.  105. 

Schiefe  einer  Berührungsebene  an  eine  Regelfläche,  S.  363, 

schiefe  Cissoiden,  S.  528;  Strophoide  von  Quetelet,  S.  530. 

Schmiegung,  S.  459. 

Schmiegungsehene  an  die  Raumcurve,  S.  206,  458. 

Schmiegungskugel,  S.  465. 

Schmiegungswinkel,  S.  459. 

Schnecke  (linia9on)  Pascal's,  S.  202,  522,  536  u.  ff. 

SchnecJcenlinie,  S.  460,  552. 

Schneiden  mit   einer  Geraden,    einer  Ebene,    S.  3;    von  Räumen 
J?„,  S.  581. 

Schnitte,  offene,  geschlossene,  1*%  2*«'^  Art,  S.  557;  l*^'*,  2*«"^  Cla: 
S.  558. 

Schnittebenen  der  F2*,  S.  592. 

Schraubenlinie,  S.  460,  489,  552. 

Secanten,  vielfache  der  Raumcurven,  S.  221  u.  ff. 

Sechsecke,  Pascal'sche,  S.  16,  289 ;  Brianchons,  S.  76. 

Seckspunktekegelschnitt,  S.  69. 

Sechsseit,  Brianchon'sches,  S.  416. 

Sechstheilungscurve  Pascal's,  S.  522. 

secundäre  Brennlinien  von  Quetelet,  S.  518. 

n-Seite,  S.  49. 

Selbstberührungspunkt  einer  Curve,  S.  133,  319;  von  Flächen,  S.  i 

semicubische  Parabel,  S.  527. 

Serpentine,  elliptische,  hyperbolische,  etc.,  S.  186. 

Siebenpunktekreis,  S.  69. 

singulare  Punkte,  Tangenten,  S.  129;  Punkte  der  Flächen  und  Rai 
curven,  S.  221  u.  ff.;  Linien  einer  Fläche,  S.  222;  Focalcun 
S.  324;  Erzeugende,  S.  337;  Erzeugende  windschiefer  Regelfläcl 
S.  364;  Berührungsebenen  windschiefer  Regelflächen,  S.  364;  Pud 
und  Ebenen  eines  Complexes,  S.  380;  Gerade  eines  Comple: 
S.  380;  Gerade  2.  0.,  3.  0.  eines  Complexes  2.  Grades,  S.  £ 
Punkte  und  Ebenen  der  Congruenzen,  S.  407;  Kegel  und  Cur 
der  Congruenzen,  S.  408;  Linien  der  Congruenzen,  S.  408;  Hoi 
graphien  höherer  Räume,  S.  582;  Punkte  von  Hyperflächen,  S.  l 

Singularitäten,  S.  129;  Zerlegung,  S.  160. 

Singularitätenfläche,  S.  380;  der  Complexfläche  2.  Grades,  S.  389. 

Sinusciirve,  S.  548  u.  ff. 

Sinusoide,  S.  550. 

Sinusspiralen  von  De  la  Goupilliere,    S.  546. 

Sommet  der  Erzeugenden  windschiefer  Regelflächen,  S.  364. 

Specialgruppe,  S.  151. 

Specialsystem,  S.  151. 

specielle  Curven,  S.  513  u.  ff.;  Complexe,  S.  378;  lineare  CompL 
S.  385,  386. 

Species  der  Curven  auf  den  Flächen  2.  0. ,  S.  245 ;  windschiefer  Ee; 
flächen  4.  0.  Cayley's,  Cremona's,  S.  337  u.  ff. ;   Rohn's,  S.  338. 

sphärische  Dreiecke,  S.  61;  Trigonometrie,  S.  61,  62;  Excesse,  S. 
Curven,  S.  243  u.  ff.;  Kegelschnitte,  S.  247,  554;  Bilder  einer  Rai 
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curve,  S.  456;  Abbildung  der  Congruenzen,  S.  508;  Abbildung  von 

Gauss,  S.  467  u.  ff.,  473,  476,  480 ;  Abbildung  von  Flächen,  S.  467  u.  ff. ; 

cyklische    Curven,    S.  554   u.  ff. ;     spirische    Curven,    S.   554u.  ff. ; 

Räume,  S.  607. 
Ipindelcyclide,  S.  327. 
jpirale,  S.  544  u.  ff.;  conische,  S.  553;   logarithmische,  S.  553;   equi- 

angolare,  S.  545. 
pirische  Curven,  S.  536  u.  ff.;  sphärische  Curven,  S,  554  u.  ff. 
•Spitze  des  Kegels,  S.  102;  einer  Plancurve,  S.  129;  einer  Raumcurve, 

S.  224;  der  Erzeugenden  windschiefer  Regelflächen,  S.  364. 
i'tationäre  Punkte,    S.  129;    der  Curven  im   i?^,    S.  600;    Tangenten, 

S.  129,  225,  593;  Tangentenebenen,  S.  205,  593;  Punkte  der  Raum- 
curve, S.  224,  263;  Berührung  von  Flächen,  S.  224;  Ebenen,  S.  226; 
Erzeugende  windschiefer  Regelflächen,  S.  365. 

:4er eo graphische  Protection,  S.  243;  Coordinaten,  S.  607. 

stetige  Correspondenz,  S.  2. 

noL^sia  Euclid's,  S.  617. 

Strahlen,  reflectirte,  gebrochene,  S.  517;  harmonische,  imaginäre, 
S.  17. 

^Strahlenhündel,  S.  1,  410;  unendlich  dünnes  einer  Congraenz,  S.  509. 

Strahlenbüschel^  S.  1,  16;  homographische,  collineare,  projective,  S.  17; 
ähnliche,  S.  19;  congruente,  gleiche,  S.  19. 

Strahlen  coordinaten  Plücker's,  S.  373. 

Strahlengebüsch  (Sturm),  S.  379. 

Strahlengewinde  (Sturm),  S.  379. 

Strahlennetz  (Sturm),  S.  379. 

Strahlenraum,  S.  373. 

Strahlensysteme^  ebene,  S.  1;  Synonym  von  Congruenzen,  S.  410,  507. 

Strictionslinie,  S.  363. 

Strophoide,  S.  527  u.  ff. 

Stufe  eines  Curvensystems,  S.  141;  eines  Flächensystems,  S.  234. 

Subnormale,  S.  443. 

Subtangente,  S.  443. 

superficie  modanate,  S.  476. 

superponirte  Gebilde,  S.  3;  Punktreihen,  S.  13. 

Symbole  von  Christoffel,  S.  469,  474,  475,  480,  602  u.  ff. 

symbolische  Bezeichnung    der  Complexe   von  Battaglini   und  Clebsch, 

.    S.  379  u.  ff'.,  382. 

symbolischer  Calcül  der  Bedingungen,  S.  426  u.  ff, 

Symmediane,  S.  67. 

symmetrische  Riemann'sche  Flächen,  S.  568  u.  ff. 

Symmetroid,  S.  298. 

Systeme,  lineare  von  Punktgruppen,  S.  53;  lineare  ebener  Curven, 
S.  141;  vollständige  ebener  Curven,  S.  146;  überreichliche,  regu- 
läre, S.  146;  canonische,  S.  151;  volle  von  Aronhold,  S.  198;  Aron- 
hold's,  S.  304;  conjugirte  von  Kegelschnitten,  die  der  Fläche  4.  0. 
angehören,  S.  316;  der  sechs  Fundamentalcomplexe  von  Klein, 
S.  388;  von  Gebilden,  S.  425;  conjugirte  von  Linien  auf  den 
Flächen,  S.  479;  isotherme,  S.  497;  dreifache  Weingarten' s, 
S.  507,  615. 

syzygetisches  Büschel,  S.  178. 

44* 
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tacnodo,  S.  133,  319. 

Tangenten,  S.  126,  442,  444;  vielfache,  S.  127;  stationäre  der  Plan 
curven,  S.  129;  singulare,  S.  129;  an  die  Fläche,  S.  204;  an  di 
Raumcurve,  S.  206;  stationäre  der  Raumcnrven,  S.  225;  positiv 
und  negative  Richtung,  S.  457 ;  conjugirte,  S.  475  u.  ff.,  478. 

Tangentenebene,   S.  204;  stationäre,  S.  205. 

Tangeyitenkegel  der  Flächen  2.  0.,  S.  102. 

Tangentialebenen ,  dreifache  der  Flächen  3.  0.,  S.  284  u.  ff. ;  an  eia 
Fläche,  S.  445. 

Tangentialglekhung  der  Kegelschnitte,  S.  80. 

Tangentialkrümmung  von  Linien  auf  Flächen,  S.  481. 

Tangentialnetz,  S.  174. 

Tangentialpunkte,  S.  177  u.  ff. 

tautochrone  Curve,  S.  541. 

tetracuspidale  Curve,  S.  544. 

Tetraeder,  S.  34,  565. 

Tetraedercoordinaten,  S.  36. 

Tetraedergleichungen,  S.  574. 

tetraedraler  Complex,  S.  400,  403  u.  ff. 

Tetraedroid  Cayley's,  S.  308  u.  ff.,  394. 

tetrametrische  Coordinaten,  S.  36. 

Theihwgscurven,  S.  521  u.  ff. 

Theoreme  von  Abel,  S.  534;  Battaglini,  S.  389;  Beez,  S.  605;  Beltram 
S.  279,  334,  482.  492,  511,  608;  Bernoulli.  Jacob,  S.  545;  Bertram 
S.  460;  Bianchi,  S.  494,  511,  614,  siehe  die  Zusätze;  Bonnet,  S.  49' 
496,  497,498,  601;  Bour,  S.  498;  Brianchon,  S.  76;  Brill,  S.  614:  Bril 
Noether,  S.  150,  152,  160;  Camot,  S.  88,  137;  Casev,  S.  321;  Cavle 
S.  128,  159,  203,  208,  224;  Ceva,  S.  59;  Chasles.  S.  16,  148,  247,' 2ö" 
363,  364,  433,  535,  588,  597;  Christoffel,  S.  150;  Clairaut,  S.  48 
Clebsch,  S.  282,  283,  333,  334,  381;  Clifford,  S.  152,  597,  598;  Cote 
S.  137;  Cremona,  S.  53,  158,  180,  250,  259,  262,  287,  318,  334,  35 
Darboux,  S.  333,  421,  460,  480,  500,  505;  Delaunaj,  S.  497;  D 
sargues,  S.  77;  Dini,  S.  494;  Dupin,  S.  323,  324,^478,  505,  61 
Dyck,  S.  574;  Enneper,  S.  480,  494;  Euler,  S.  525,  563,  61 
Fagnano,  S.  525,  526,  534;  Fresnel,  S.  310;  Gauss,  S.  61,  48 
484;  Gerbaldi  und  Schonte,  S.  52;  Gergonne,  S.  518;  De 
Goumerie,  S.  324;  Habich,  S.  516;  Halphen,  S.  433,  503;  Hermit 
S.  210;  Hesse,  S.  79;  Hurwitz,  S.  571,  574;  Jacobi,  S.  127,  21 
Jordan,  S.  287,  306;  Klein,  S.  283,  389,  407;  Klein-Lie,  S.  54. 
Kraus,  S.  153;  Kronecker,  S.  586;  Kummer,  S.  312;  Lambei 
S.  623;  Landen,  S.  526;  Laguerre,  S.  28,  324,  628;  Legendr 
S.  622,  623;  Lie,  S.  333;  Lüroth,  S.  370;  Maclaurin,  S.  77,  13 
179;  Malus-Düpin,  S.  511;  Menelaus,  S.  59;  Meusnier,  S.  478,  49' 
Minding,  S.  495;  Möbius,  S.  9,  17,  34,  251,  557;  Moutard,  S.  32 
514.  518;  ^^ewton,  S.  136,  528;  Noether,  S.  128;  Pappus,  S.  9- 
B.  Pascal,  S.  76;  Pasch,  S.  380;  Picard,  S.  371;  Plücker.  S.  128,  38 
Poncelet,  S.  96,  128,  211,  256;  Puiseux,  S.  460,  552;  Reye,  S.  25 
306;  Ribaucour,  S.  512;  Riemann,  S.  159,  160,  162,  607;  Rieman; 
Roch,  S.  152;  Saccheri,  S.  622,  623;  Schur,  siehe  die  Zusatz 
S.  703;  H.  A.  Schwarz,  S.  356,  362,  371;  Segre,  S.  587,  588,  59 
591;    Paul   Serret,  S.  481;  Staudt,  S.  79;  Steiner,  S.  77,  278,  37 
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016;  Stringham,  S.  568;  Sturm,  S.  279,  282;  Tucker,  S.  517;  Voss, 
S.  613;  Weber,  S.  154;  Weierstrass,  S.  570;  Weingarten,  S.  503; 
Zeuthen,    S.  316,  317. 

^opologie,  S.  556  u.  ff. 

'orsallinie  windschiefer  Regelflächen,  S.  364. 

lorsion,  S.  455  u.  ff. ,  459 ;  geodätische,  S.  484. 

forsionswinkel,  S.  459. 

/orws,  S.  320,  327,  540;  Flächeninhalt  und  Volumen,  S.  452. 

otdle  Krümmung  von  Gauss,  S.  484,  487;  Krümmung  (Gauss'sche)  der 
Mannigfaltigkeiten,  S.  612. 

Tractrix,  S.  493,  548  u.  ff. 

Träger  der  Punktreihe,  des  Büschels  etc.,  S.  1. 

Transformation  der  Coordinaten,  S.  36;  Desarguesische,  S.  69,  513u.ff. ; 
birationale,  ein-eindeutige,  mehrdeutige  der  Ebenen  und  der  Curven, 
S.  156  u.  ff. ;  Cremona's,  S.  157;  durch  reciproke  Eadienvectoren, 
S.  159,  513  u.  ff.;  birationale  der  Connexe,  S.  167;  birationale  des 
Raums  und  der  Flächen,  S.  236  u.  ff.;  ein-eindeutige,  Cremona- 
sche,  S.  236;  involutorische ,  S.  238;  von  Curven  und  Flächen, 
S.  513  u.  ff.;  complementäre  Bianchi's,  S.  495;  Bäcklund's,  S.  495. 

transitive  continuirliche  Gruppe  birationaler  Transformationen,  S.371. 

.Translationsfläche  Scherk's,  S.  501. 

transversale  Axe  der  Hyperbel,  S.  78;  der  Hyperboloide,  S.  114. 

Trieder,  S.  61;  Paare  von  eonjugirten  (Steiner),  S.  285. 

Triedrometrie,  S.  62. 

Trigmiometrie,  ebene,  S.  60;  sphärische,  S.  61,  62;  pseudosphärische, 
S.  495. 

trilineare  Coordinaten,  S.  21. 

trimetrische  Coordinaten,  S.  21. 

Tripel  von  Punkten,  S.  55;  auf  der  Raumcurve  4.  0.,  S.  257. 

Trisectrix  Maclaurin's,  S.  521,  527  u.  ff. 

Trochoide,  S.  540  u.  ff". 

Typus,  Liouville'scher  von  Flächen,  S.  483;  hyperbolischer,  para- 
bolischer, elliptischer  des  Linienelements  der  Flächen,  S.  491;  der 
pseudosphärischen  Rotationsflächen,  S.  493. 

überreichliches  Curvensystem,  S.  146. 

Uehertragungsprincip,  S.  165. 

Umhilicus  der  Flächen  2.  0.,  S.  115. 

umhüllte  Curve  oder  Fläche,  S.  464. 

TJndulationspunMe,  S.  203. 

Unduloid,  S.  497,  549. 

unendlich   ferne    Elemente,    S.   6,  47;    dünnes    Strahlenbündel    einer 

Congruenz,  S.  509. 
Unicursalcurven,  S.  131,  181,  521. 
unicursale  Flächen,  S.  237,  370;  Netze,  S.  146. 
uniplanare  Punkte,  S.  221. 
unpaarer  Zug  einer  Curve,  S.  132. 
unstetige  Gebilde,  S.  48. 
unterer  Kegel  des  Monoids,  S.  216. 
unzerleghare  Curven,  S.  126. 
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verbundene  singulare  Punkte  und  Ebenen  der  Congruenzen,  S.  408. 

Verdoppelung  des  Cubus,  S.  527. 

Verebenen  der  Flächen,  S.  241. 

Verhältniss,  anharmonisches_,  S.  8;  der  4  Curven  eines  Büschels,  S.  142; 
anharmonisches  der  4  Punkte  des  Kegelschnitts,  der  4  Tangenten 
des  Kegelschnitts,  S.  76;  anharmonisches  der  4  Punkte  der  Raum- 
curve  4.  0.,  2.  Species,  S.  261;  anharmonisches  der  4  Berührungs- 
ebenen der  Developpabeln  5.  0.,  S.  352. 

verkürzte  und  verlängerte  Cycloide,  S.  542;  Epicycloide,  S.  543;  Hv- 
pocycloide,  S.  543;  Tractrix,  S.  550, 

Verrückung   des   i?^,  S.  605. 

Versiera  von  Agnesi^  S.  527  u.  ff. 

Verwandtschaftsgleichung ,  S.  12. 

vielfache  VwakiQ  einer  Curve,  Tangenten,  S.  127;  Punkte  eines  Systems, 

S.  152;  Secanten  der  Raumcurven,  S.  221  u.  ff. ;  Punkte  einer  Fläche, 

S.  222;  Polaren  von  Geraden,  S.  232. 
Vierebenencoordinaten,  S.  36. 
Viereck,  vollständiges  ebenes,  S.  6. 
Vier-Indices-Symbole  Christoffel's,  S.  602,  603. 
vierpnnktige  Berührung,  S.  204. 
Vierseit,  vollständiges  ebenes,  S.  6. 

vierspitzige  Curven,  S,  540  u.  ff.;  Hypocycloiden,  S.  542. 
vollständige  ebene  Vierecke,  Vierseite,  S.  6 ;    ebene  n-Ecke,    n-Seite, 

S.  48;  n-kantige  Winkel,  n-Kante,  w-flächige  Winkel,    w-Seite  im 

Strahlenbündel,  windschiefe  n-Ecke,  w-Flache,  S.  49;  Systeme  von 

Curven,  S.  146. 
Volumina  von  Körpern,  S.  447  u.  ff. 

Wellen  fläche  Fresnel's,  S.  308  u.  ff.,  403. 

Wendepunkte,  S.  129,  177  u.  ff.,  446. 

Wendepunktsdreieck,  S.  178. 

Wendetangenten,  S.  129,  225. 

Wendungsberührungsebene,  S.  205. 

windschiefe  Flächen,  S.  204  u.  ff.,  208;  Quadrupel,  Quintupel  von 
Geraden  der  Flächen  4.  0.,  S.  315;  Regelflächen  4.  0.,  S.  336  u.  ff.: 
Regelflächen  5.  0.,  S.  353  u.  ff.;  Regelflächen  6.  0.,    S.  361. 

Windung  der  Curven,  S.  459. 

Windungswinkel,  S.  459. 

Winkel,  n-kantige,  w-flächige,  S.  49;  Brocard'sche,  S.  69;  zweier 
Ebenen,  S.  40;  zweier  Geraden,  S.  23,  28,  38,  374,  628,  629,  632: 
w-kantige,  w-flächige,  S,  49;  zweier  Mannigfaltigkeiten  im  i?,^ . 
S.  581. 

Winkelcoefficient  der  Gleichung  der  Geraden,  S.  25. 

winkeltreue  Abbildung,  S.  247;  der  Flächen  auf  die  Ebene,  S.  472; 
Transformation,  S.  514. 

Würfel,  S.  565. 

Zahlen,  charakteristische  der  Flächen  und  Raumcurven,  S.  221  u.  ft".; 
der  Flächen  5.  0.,  S.  348;  der  Developpabeln  6.  0.,  S.  359; 
der  Developpabeln   7.  0. ,   S.  362 ;    der   windschiefen  Regelflächen 
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iiit  Leitcurven,  S.  364  u.  ff. ;  eines  Systems  von  Gebilden,  S.  436  u.ff. ; 
1er  Curven  im  B^ ,  S.  594  u.  ff. 

•legung  der  Singularitäten,  S.  160. 

'/  einer  Curve,  paarer,  unpaarer,  S.  132. 

nnmenhang  der  Riemann'schen  Flächen,    S.  556  u.  ff.,   568  u.  ff.; 
ier  Flächen,  S.  556  u.  ff.;  der  Räume,  S.  562  u.  ff. 
mmmenhangszaJil,  S.  560,  563. 
eiblättrige  Flächen,  S.  568. 
eifaches  Hyperboloid,  S.  102,  108. 
eipunldige  Berührung,  S.  204. 
eischaliges  Hyperboloid,  S.  102,  108. 
eiseitige  Flächen,  S.  556  u.  ff.;  Räume,  S.  563. 


iTacli  Autoren  benannte  Theoreme,  Formeln. 
Flächen,  Curven  etc. 


AbeVs    Theoreme    über   transcendente    Integrale,    S.  152;    über   di« 

Lenmiscate,    S.  534;    Functionen,  S.  267;   Gleichung,  S.  306. 
Agnesi's  Cnrre  3.  0.  oder  Yersiera,  S.  527. 

Archimedische  Spirale,  S.  544:  Polyeder,  S.  566;  -sches  Axiom,  S.  636 
Aronhold's  volle  Systeme  von  Gruppen  von  Doppeltangenten,  S.  198,3»' ' 
Aschieri's  Theorem  über  harmonische  Complexe,  S.  402. 

Baecklund's  Transformation,  S.  495. 

Battaglinrs  Involutionen  höherer  Ordnung,  S.  16:  symbolische  13e 
Zeichnung  der  Complexe,  S.  379  u.  ff.;  Satz  über  Complexe  2.  Gr?.'^- 
S.  389;  Complex,  S.  393,  394.  402  u.  ff. 

Beez'sches  Theorem  über  die  Deformation  der  Bäume,  S.  •  T . 

Beltrami's  Sätze  über  Xormalencongruenzen,  S.  511;  über  i.  -eh' 

Linien,  S.  482;  über  die  Cayley'sche  Fläche,  S.  279;  über  Fiächö 
constanter  Krümmung,  S.  492 ;  über  Räume  constanter  Krümmung 
S.  608:  über  die  Römerfläche  Steiner's,  S.  334;  Darstellung  de 
nicht-Euclidischen  Geometrie  auf  Mannigfaltigkeiten  der  Euclidi 
sehen  Räume,  S.  633  u.  ff. 

BernouJJi,  Jacob,  Lenmiscate,  S.  531  u.  iL;  Satz  über  logarithmiseli 
Spiralen,  S.  545. 

Bertini,   Satz  über  algebraische  Curven,   S.  142;     Hauptsehnen 
Raumcurven  4.  0.,  2.  Sp.,  S.  262. 

Bertrands  Satz  über  die  Helixe,  S.  460;  Curven,  S.  461. 

Bianchi's   Satz   über   Liniencongruenzen ,    S.  511;     pseudosphäriseh 
Congmenzen,    S.  511;    Sätze    über  Räume    constanter  Krümmung 
S.  614;  pseudosphärische  Fläche,  S.  494;    Satz  über  pseudosphäri 
sehe  Flächen,  S.  494;  complementäre  Transformation,  S.  495;  Th- 
rem  über  die  Krümmungslinien  einer  Fläche,  siehe  die  Zusätze 

Bokkn's  Erzeugungsart  der  Wellenfläche,  S.  311. 

Bdhfofs  F-Flädien,  S.  624. 

Bonnefs  Satz  über  den  Abstand  benachbarter  Tangenten  an  Curver 
S.  601:  conjjigirte  Minimalflächen,  S.  499;  Formel  für  die  geodS 
tische  Krümmung,  S.  481 ;  Theorem  über  aufeinander  abwickelbar 
Flächen,  S.  490:  Sätze  über  Rächen  constanter  mittlerer  Krüm 
mung,  S.  496,  497;  über  Minimalflächen,  S.  498. 

Boubais'sdte  Punkte,  S.  71. 

Bo%tr,  Theorem  über  Helicoide.  S.  489. 

Brianchon's  Satz,  über  Kegelschnitte,  S.  60,  76;    Sechsseit,  S.  416. 

BnWs  Satz  über  pseudosphärische  Mannigfaltigkeiten,  S.  614. 
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Brill-Noether's  Satz  über  Curvensysteme ,  S.  150;  Reciprocitätstheo- 
rem,  S.  152;  Satz  über  birationale  Transformationen,  S.  160. 

Brül-Cayley's  Correspondenzprincip,  S.  154,  432. 

Brocard's  Satz  über  Gleitcurven  ,  S.  522;  Kreis,  S.  67,  69;  Winkel, 
S.  69;  Ellipse,  S.  71;  Punkte,  S.  67;  positive,  negative,  S.  68. 

Cantor,  Georg^  Axiom  für  die  Grundlagen  der  Geometrie,  S.  637. 

Caporali's  Gerade  B,  S.  303. 

Carnofs  Theoreme  über  algebraische  Curven,  S.  137 ;  über  die  Kegel- 
schnitte, S.  88. 

Cartesisches  Oval,  S.  201,  536  u.  ff.;  -e  Cycliden,  S.  325;  Blatt,  S.  531; 
-e  Coordinaten,  S.  20. 

Casey's  bicirculäre  Curven  4.  Ordnung,  S.  201;  Satz  über  die  Cycli- 
den, S.  321. 

Casorati's  Krümmungsmass  der  Flächen,  S.  487, 

Cassini' s  Ovale  oder  Ellipsen,  S.  531. 

Castelnuovo' s  Sätze  über  rationale  Flächen,  S.  371;  über  algebraische 
Curven,  S.  150. 

Cayley's  Sätze  über  algebraische  Curven,  S.  128;  über  quadratische  bira- 
tionale Transformationen,  S.  159;  über  windschiefe  Flächen,  S.  208; 
über  Regelflächen,  S.  224;  über  Plancurven  4. 0.,  S,  203 ;  über  Flächen 

4.  0.,  S.  296;  über  Developpable  6.  0.,  S.  360;  über  Liniengeometrie, 

5.  378;  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  300,  309;  Erzeu- 
gungsart der  Wellenfläche,  S.  311;  Species  windschiefer  Regel- 
flächen 4.  0.,  S.  337  u.  ff.;  Gleichung  der  Developpabeln  6.  0., 
S.  360;  Classification  der  Developpabeln  6.  0.,  S.  361;  absolute  Ge- 
bilde, S.  630  u.  ff.;  Formeln,  S.  221  u.  ff.,  593;  Formeln  für  Raum- 
curven,  S.  225  u.  ff.;  Curve,  S.  137  u.  fl. ;  Monoidflächen,  S.  214; 
numerisches  und  geometrisches  Geschlecht,  S.  223;  unicursale 
Flächen,  S.  237;  Netz,  S.  146;  Moment  zweier  Geraden,  S.  375; 
Cylindroid,  S.  387;  Regelfläche  3.  0.,  S.  276,  398;  Flächen,  S.  279, 
283,  396;  Tetraedroid,  S.  308  u.  ff.;  bicyclische  oder  bicirculäre 
Flächen,  S.  321  u.  ff. ;  Gleichung  der  Fläche  4.  0.  mit  Doppelgerade, 
S.  329 ;  Gleichung  der  Römerfläche,  S.  332 ;  planare  Developpable, 
S.  362. 

Cayley  und  BrilVsche  Correspondenzformeln  für  Punktgruppen, 
S.  154,  432. 

Cesäro's  Gleichung  der  Astroide,  S.  542. 

Ceva's  Theorem  über  Dreiecke,  1678,  S.  59. 

Chasles's  Sätze  über  algebraische  Curven,  S.  148,  588;  über  cubische 
Plancurven,  S.  182;  über  sphärische  Kegelschnitte,  S.  247;  über 
Regelflächen  beliebiger  0.,  S.  363,  364;  über  cubische  Raum- 
curven,  S.  250,  251,  597;  über  die  Charakteristiken,  S.  433;  über 
die  Lemniscaten,  S.  535;  Correspondenzprincip,  S.  16,  54,  430, 
431;  Classification  der  cubischen  Plancurven,  S.  187;  Strictions- 
linie,   S.  363;  Erzeugungsweise  linearer  Complexe,  S.  386. 

ChristoffeVs  Satz  über  algebraische  Curven,  S.  150;  Symbole,  S.  469, 
474,  475,  480,  602  u.  ff. 

Clairaut,  Satz  über  geodätische  Linien,  S.  483. 

Clebsch,  Sätze  über  die  Flächen  3.  Ordnung,  S.  283;  über  die  Com- 
plexe, S.  381;  über  die  Römerfläche,  S.  333,  334;  Diagonalfläche, 
S.  282;   cyclische  Projectivitäten,  S.  16;    Doppelvier,  S.  315;  sym- 
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bolische  Bezeichnung  der  Complexe,  S.  379  u.  ff.;   Normalform  der 
Complexgleichung,  S.  383. 

Clebsch  und  Cremona,   ebene  Abbildungen  von  Flächen  3.  0.,  S.  293. 

Clifford's  Sätze  über  Punktgruppen,  S.  152;  über  Curven  im  i?  ,  S.597 
598;  Flächen,  S.  615.  " 

Codazzi's  Formeln,  S.  470,  614,  615. 

Conon's  Spirale,  S.  544. 

Cotes,  Satz  über  algebraische  Curven,  S.  137. 

Cremona' s  Sätze  über  Involutionen,  S.  53;  über  birationale  Transfor- 
mationen, S.  157,  158;  über  cubische  Raumcurven,  S.  250;  über 
Raumcurven  4.  0.,  S.  259,  262;  über  Flächen  4.  0.  mit  Doppel- 
kegelschnitt, S.  318;  über  die  Römerfläche,  S.  334 ;  über  die  Flächen 
5.  0.,  S.  351;  über  die  Regelflächen,  S.  369;  über  cubische  Plan- 
curven,  S.  180;  über  Flächen  3.  0.,  S.  287;  birationale  Transfor- 
mation, S.  236;  Poloconica,  S.  180;  homaloidale  Flächen,  S.  237; 
homaloidales  Netz,  S.  146;  Polsechsflach,  Polarhexaeder,  S.  284  u.  ff.; 
Fundamentalpunkte  der  ebenen  Abbildung  der  Fläche  3.  0.,  S.  292; 
Species  windschiefer  Regelflächen  4.  0.,  S.  337  u.  ff.',  397,  398; 
conjugirte  Erzeugende  der  Developpabeln  5.  0.,  S.  351. 

Darboux's  Sätze  über  die  Römerfläche,  S.  333;  über  natürliche  Glei- 
chungen, S.  460;  über  Asymptoten  und  Krümmungslinien,  S.  480; 
über  die  Enneper'sche  Fläche,  S.  500;  über  Orthogonalflächen- 
systeme,  S.  505;  über  die  Cassini'schen  Ovale,  S.  532;  über  Kugel- 
geometrie,  S.  421;  Cycliken,  S.  514;  Cartesische  Cycliden,   S.  325. 

Delambre's  Formeln  für  sphärische  Trigonometrie,  S.  65. 

Del  Be  siehe  Be. 

Delaunay's  Satz  über  Unduloide  und  Nodoide,  S.  497;  Curven, 
S.  548  u.  ff. 

Desargues,  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  77;  Transformation,  S.  69, 
513  u.  ff'.;  Curven  und  Flächen,  S.  513  u.  ff. 

Descartes,  Folium,  S,  531. 

Dini's  Satz  über  pseudosphärische  Flächen,  S.  494 ;  pseudosphärisches 
Helicoid,  S.  494,  550. 

Dinostrates,  Quadratrix,  S.  551. 

Diocles,  Cissoide,  S.  527. 

Dupin's  Sätze  über  die  Indicatrix ,  S.  478 ;  über  dreifache  Orthogonal- 
flächensysteme,  S,  505,  614;  über  die  Focalcurven  beliebiger  Flächen, 
S.  323,  324;  parabolische  Cycliden,  S.  327;  Indicatrix,  S.  205, 
478,  612;    Cycliden,  S.  320,  321  u.  ff.;  siehe  auch  Malus. 

Dyck,  Satz  über  Riemann'sche  Flächen,  S.  574;  einseitige  Flächen, 
S.  557. 

Enneper's    Satz    über    Asymptotenlinien,    S.  480;    pseudosphärische 

Flächen,  S.  494;  Minimalflächen,  S.  500;  Flächen  constanter  positiver 

Krümmung,  S.  494. 
Enriques,  Satz  über  rationale  Flächen,  S.  371. 
Euclidischer,  nicht-Euclidischer  Raum,  S.  607;    -e  Geometrie,  S.  625, 

633;    Euclid's   Postulat  V,   S.  617,   621  u.  ff.;    Elemente    {cxolxblcc), 

S.  617. 
Eudoxus'  Helixe,  S.  552. 
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uiler's  Sätze  über  die  Ellipsenbogen ,  S.  525;  über  Polyeder,  S.  563, 
614;  Formeln  für  sphärische  Trigonometrie,  S.  64;  für  die  Krüm- 
mungsradien der  Flächen,  S.  477;  Polyeder,  S.  564;  Gerade,  S.  67, 
70;  Kreis,  S.  70. 

?agnano's  Sätze  über  die  Ellipsenbogen,  S.  525  ;  über  die  Lemniscate, 

S.  534;  über  die  Hyperbelbogen,  S.  526. 
Fermafs  Spirale,  S.  546. 

Feuerhach's  Satz  in  der  Dreiecksgeometrie,  S.  70;   Kreis,  S.  67,  70. 
Frenet's  Formeln  für  Ranmcurven,  S.  459,  461,  601. 
iWresneVs   Wellenfläche,    S.  308  u.  ff.,    394,403;    Theorem    über    die 
Wellenfläche,  S.  310;  Gleichung  der  Wellenfläche,  S.  310,  311. 

Sralois'scJie  Resolvente,  S.  573. 

Gauss'  Doppeltheorem  (Trigonometrie),  S.  61;  Satz  über  die  totale 
Krümmung  eines  geodätischen  Dreiecks,  S.  484;  totale  Krümmung 
(curvatura  integra)  ,  S.  484,  487,  605,  606;  Formeln  für  das 
Krümmungsmass  K^  S.  487;  für  sphärische  Trigonometrie,  S.  65; 
für  die  Differentialformen  von  Flächen,  S.  470,  615;  sphärische 
Abbildung  von  Flächen,  S.  473,  476,  480 ;  Differentialgleichung  der 
geodätischen  Linien,  S.  482;  Krümmung  der  Flächen,  S.  484,  487; 
der  Mannigfaltigkeiten,  S.  613. 

Geiser' s  Erzeugungsart  von  Plancurven  4.  0.,  S.  196,  200. 

Gerbaldi  und  Sclioute,  Satz  über  die  Wurzeln  der  Hesse'schen  Form, 
S.  52. 

Gergonne's  Sätze  über  Brennlinien,  S.  518. 

Gerono's  Lemniscate,  S.  531  u.  ff. 

Girard's  Satz  über  sphärische  Dreiecke,  S.  62. 

Göpel' sehe  Quadrupel,  S.  202,  203,  204. 

Goupilliere's  Sinusspiralen,  S.  546. 

Gournerie,  Maillard  de  la,  Satz  über  die  singulären  Focalcurven,  S.  324. 

Goursat's  Fläche,  S.  503. 

Grassmann's  Erzeugungsart  cubischer  Plancurven,  S.  183. 

Grebe's  Punkt,  S.  68. 

Hahich's  Satz  über  Fusspunktcurven,  S.  516. 

Halphen's  Sätze  über  die  Schnitte  von  Flächen,  S.  211;  über 
Liniencongruenzen,  S.  377;  über  Evolutenflächen,  S.  503;  über  die 
Charakteristiken,  S.  433. 

Hamilton,  W.,  Satz  in  der  Dreiecksgeometrie,  S.  70;  Formel  für 
Congruenzen,  S.  309. 

HarnacJc's  Satz  über  algebraische  Curven,  S.  132. 

Henneberg's  Minimalfläche,  S.  500. 

Hermite's  Sätze  über  die  Schnitte  von  Flächen,  über  elliptische  Curven, 
S.  210;  Form,  S.  45. 

Hesse'scJie  Sätze  über  Kegelschnitte,  S.  79;  Form,  S.  52;  Deter- 
minante, S.  55  u.  ff.;  Curve,  S.  137  u.  ff.;  Erzeugungsart  von  Plan- 
curven 4.  0.,  S.  195,  200;  Kernfläche,  S.  233,  280  u.  ff.,  299;  Fläche 
eines  Flächensystems,  S.  235;     von  4  Flächen,  S.  236. 

Hesse  und  Steiner,  Hexaden  von  Doppeltangenten,  S.  197. 

Hilbert's  Axiome,  S.  635,  636. 
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Hirsfscher  Complex,  S.  399. 

Hurwitz,  Sätze  über  Riemann'sche  Flächen,  S.  571,  574. 

Huygliens'  Satz  über  die  Cycloiden,  S.  541 ;  Tractrix,  S.  549. 

Jacohi's  Theoreme  über  die  ebenen  Curven,  S.  127;  über  Schnitte  von 
Flächen,  S.  211;  Curve,  S.  143;  Fläche,  S.  233;  Fläche  eines 
Flächensystems,  S.  235;  von  4  Flächen,  S.  236;  Curve  des  Flächen- 
netzes, S.  235. 

Jordan's  Sätze  über  Flächen  3.  0.,  S.  287;  über  die  Kummer'schen 
Flächen,  S.  306. 

Küling's  Polarform  des  Riemann'schen  Raums,  S.  626. 

Klein' s  Sätze  über  Diagonalflächen,  S.  283;  über  quadratische  Com- 
plexe,  S.  389 ;  über  Brennflächen  der  Congruenzen,  S.  407 ;  über  Räume 
constanter  Krümmung,  S.  592;  hyperelliptische  2^- Functionen,  S.303; 
Coordinaten,  S.  375,  391,  403 ;  lineare  Involationscomplexe,  S.  388  u.  ff. ; 
Singularitätenfläche  der  Complexe,  S.  380;  System  der  sechs  Fun- 
damentalcomplexe,  S.  388;  Riemann'sche  Flächen  in  projectivem 
Sinn,  S.  575  u.  ff. ;  einfache  Riemann'sche  oder  einfach  elliptische 
Geometrie,  S.  626;  doppelte  Riemann'sche  oder  doppelt  elliptische 
Geometrie,  S.  626. 

Klein- Lie ,  Satz  über  die  logarithmische  Spirale,  S.  545;  confocale 
quadratische  Complexe,  S.  391. 

Kraus,  Satz  über  Punktcurven,  S.  153. 

Kronecker's  Sätze  über  algebraische  Functionen,  S.  214;  über  Man- 
nigfaltigkeiten Ä;*®'"  Dimension,  S.  586. 

Kuen's  Fläche  constanter  positiver  Krümmung,  S.  494. 

Kumtner^s  Theorem  über  Flächen  4.  0.  mit  unendlich  vielen  Kegel- 
schnitten, S.  312;  Fläche,  S.  295  u.  ff.,  299  u.  ff.;  359,  389;  fünf 
Kegel,  S.  314;  Gleichung  der  Flächen  4.  0.  mit  Doppelgerade, 
S.  328;  Gleichung  der  Römerfläche,  S.  332;  Gleichung  der  Kummer- 
schen  Fläche,  S.  300. 

Lagrange,  Satz  über  räumliche  Punktsysteme,   S.  34;    partielle  Diffe- 
rentialgleichung der  Minimalflächen,  S.  498. 
Laguerre's    Satz    über    metrische    Relationen    in    projectiver   Form, 

S.  28,  628;  singulare  Focalcurven,  S.  324;    Definition  des  Winkels 

zweier  Geraden,  S.  28. 
Lamberts  Satz  über  die  Dreiecke,  S.  623;    Hypothese  des  stumpfen 

und  des  spitzen  Winkels,  S.  622,  634;   Postulat,  S.  622. 
Lame's    Differentialgleichungen    für     dreifache    Orthogonalsysteme, 

S.  505,  604,  610;  elliptische  Coordinaten,  S.  506. 
Lancrefs  rectificirende  Ebene,  S.  465. 
Landen's  Satz  über  Hyperbelbogen,  S.  526. 
Legendre's  Sätze  über  die  sphärische  Trigonometrie ,  S.  67;    über  die 

Winkel  des  Dreiecks,  S.  622,  623;  lignes  minimes,  S.  486;  Modul. 

S.  534. 
Lemoine's  Kreis,  S.  67,  erster  S.  68,   zweiter  S.  68;  Hexagon,  S.  68; 

Punkte,  S.  67,  68. 
Lie's  Satz  über  die  Steiner'schen  Flächen,  S.  333. 
Lie  siehe  auch  Klein. 
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jAOUvüle's  Formel  für  die  Gauss'sche  Krümmung  der  Flächen,  S.  488; 

Typus  von  Flächen,  S.  472,  483,  615;    geodätische  Linien,   S.  486. 
Lobatschefskifs  Raum,   S.  607;    Geometrie,   S.  623  u.  ff.;    631,  633; 

Grenzlinie,  Grenzfläche  (Oricyclus,  Orisphaera),  S.  624. 
Loria's    Sätze    über   Kugelgeometrie,    S.  421;    über   radiale    Curven, 

S.  517;  Pseudoversiera,  S.  529;  Classification  der  Cycliden,   S.  422. 
Loria  siehe  auch  Segre. 
Jjüroth's  Satz  über  Curven,  S.  370. 

Maclaurin's  Theoreme  über  Kegelschnitte,  S.  77;  über  algebraische 
Curven,  S.  137;  über  cubische  Plancurven,  S.  179;  Dreitheilungs- 
curve  (Trisectrix),  S.  521,  527. 

Malus  -  Dupin,  Satz  über  Normalencongruenzen,  S.  511,  518. 

Menelaus,  Satz  über  die  projectiven  Eigenschaften  der  Dreiecke,  S.59. 

Meiisnier's  Theorem  über  Krümmungsradien  der  Flächen,  S.  478; 
über  Minimalregelflächen,  S.  499. 

Müinowski's  Satz  über  Plancurven  4.  0.,  S.  194. 

Minding's  Theorem  über  pseudosphärische  Trigonometrie,    S.  495. 

Möbius,  Sätze  über  Doppelverhältnisse,  S.  9;  über  räumliche  Punkt- 
systeme, S.  34;  über  die  cubischen  Raumcurven,  S.  251;  über  ein- 
seitige Flächen,  S.  557;  NuUpolaritäten  oder  Nullsysteme,  S.  406; 
Formel  für  Doppelverhältnisse,  S.  17;  barycentrische  Coordinaten, 
S.  45. 

Möbius -Monge,  Satz  über  Dreiecke,  S.  19. 

Monge,  Sätze  über  Flächen  2.  Ordnung,  S.  121;  über  räumliche  Punkt- 
systeme, S.  34;  Arete  de  rebroussement,  S.  207;  Charakteristik, 
S.  464;  Moulures,  S.  476. 

Moutard,  Sätze  über  anallagmatische  Curven,  S.  514 ;  über  die  Cycli- 
den, S.  323. 

Napier'sche  (Neper'sche)  Analogie  für  ebene  Dreiecke,  S.  61 ;  Analogie 

für  sphärische  Dreiecke,  S.  65. 
Neil' sehe  Parabel,  S.  527. 
N'eivton's   Satz  über  algebraische  Curven,    S.  136;    Classification  der 

cubischen  Plancurven,  S.  186;  Construction  der  Cissoide,  S.  528. 
Nicomedes' sehe  Conchoide  oder  Muschellinie,  S.  536  u.  ff. 
Noether's  Blitze  über  algebraische  Curven,  S.  128;  über  Abbildbarkeit 

der  Flächen,  S.  239;  Fläche  6.  0.,  S.  358. 
Nonius,  Loxodrome,  S.  553. 

Ocagne,  Maurice  d',  Symmediane,  S.  67. 

Painvin's  Complex  2.  Gr.,  S.  394,  403. 

Pappus,  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  90. 

Pascal,  Ernesto,  Configuration  der  Geraden  der  Flächen  3.  0.,  S.  289; 
rationale  Gleichung  dei;  Kummer'schen  Fläche,  S.  303;  Berührungs- 
flächen 6.  0.  der  Kummer^'sfchen  Fläche,  S.  359;  Raumcurve  6.  0. 
vom  Geschlecht  4,  S.  267,  268;  Theorem  über  die  Gleichung,  von 
welcher  die  Bestimmung  der  120  dreifachen  Tangentialebenen  der 
Raumcurven  6.  0,  abhängt,  S.  268. 

Pascal,  Etienne,  der  Vater  von  Blaise  Pascal,  Schnecke  (lima9on), 
S.  202,  522,  536  u.  ff. 
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Pascal,  Blaise,  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  60,  76;  Sechsecke,  S.  289. 

Pasch,  Satz  über  die  Singularitätenflächen   der  Complexe,  S.  380. 

Pezzo,  del,  Sätze  über  Flächen  im  J?^,  S.  590;  über  die  Veronese' sehen 
Flächen,  S.  592. 

Picard,  Satz  über  rationale  Flächen,  S.  371. 

Plateau's  Problem,  S.  501. 

Platonische  Polyeder,  S.  565. 

Plücker's  Theorem  über  algebraische  Curven,  S.  128;  Formeln  für 
algebraische  Curven,  S.  130,  192,  225,  593,  594;  Satz  über  die 
Singularitätenflächen  der  Complexe,  S.  380 ;  Classification  der  cubi- 
schen  Plancurven,  S.  187;  Gestalt  der  Plancurven  4.  0.,  S.  198; 
hyperboloidale  Coordinaten,  S.  244;  Strahlencoordinaten,  S.  373; 
Complexfläche ,  S.  379;  Meridian-  und  Aequatorialfläche ,  S.  379; 
Gleichung  des  Cylindroids,  S.  387. 

Poncelefs  Sätze  über  algebraische  Curven,  S.  128;  über  Schnitte  von 
Flächen,  S.  211;  über  Raumcurven  4.  0.,  S,  256;  Centrum  der 
harmonischen  Mittel,  S.  51;  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  96;  Po- 
lygone, S.  97. 

Puiseux'  Satz  über  die  Helixe,  S.  460,  552. 

Quetelet's  secundäre  Brennlinien  oder  antikaustische  Linien,  S.  518; 
schiefe  oder  focale  Strophoide,  S.  530. 

Be,  del,  Construction  der  Flächen  5.  0.,  S.  349. 

Meye,  Sätze  über  Raumcurven  4.  0.,  S.  257;  über  die  Kummer'sche 
Fläche,  S.  306 ;  Complex ,  S.  403  u.  ff. ;  nicht  homogenes  Coordina- 
tensystem,  S.  420;  Erzeugungsweise  des  tetraedralen  Complexes. 
S.  404. 

Hibaucour's  Satz  über  isotrope  Congruenzen,  S.  512;  mittlere  Evo- 
lute,  S.  502;    isotrope  Congruenz,  S.  512;   Curven,  S.  544  u.  ff. 

JUccati's  Gleichungen,  S.  460,  470. 

Bicci,  Classe  der  Mannigfaltigkeiten,   S.  602. 

Biemann's  Sätze  über  die  Erhaltung  des  Geschlechts,  S.  159;  übei 
die  Moduln  von  Curven  von  gegebenem  Geschlecht,  S.  160;  über 
das  Geschlecht  zweier  Curven,  S.  162;  über  die  Riemann'schen 
Flächen,  S.  570;  über  die  Räume,  S.  607 ;  Flächen  S.  556  u.  ff.,  568  u.tt'.: 
Flächen  in  projectivem  Sinn  von  Klein,  S.  575  u.  ff.  ;  Krüm- 
mung des  Raums  B^,  S.  605  u.  ff.;  Raum,  S.  607,  633;  Form  des 
Linienelements,  S.  607;  Geometrie,  S.  625,  633,  634. 

Biemami-Boch'sches  Theorem  über  Punktgruppen,  S.  152. 

Bohn's  Gleichung  der  Kummer'schen  Fläche,  S.  302;  Species  wind- 
schiefer Regelflächen  4.  0.,  S.  338. 

Bosenhain'sche  Quadrupel,  S.  302,  303,  304. 

Saccheri's  Satz  über  die  Geraden,  S.  623;  Hypothese  des  stumpfen 
oder  spitzen  Winkels,  S.  622;  Postulat,  S.  622;  Satz  über  die  Drei- 
eckswinkel, S.  622,  623. 

Sahnon's  Erzeugungsart  von  Flächen  3.  0.,  S.  278. 

Salmon-Stiinn's  Construction  der  27  Geraden  der  Flächen  3.  0.,  S.  286 

Sarrus,  Sätze  über  Brennlinien,  S.  518. 

ScherJc's  Translationsfläche,  S.  501. 
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ßchläfli's  Doppelsechs,  S.  285;  Bezeichnung,  S.  289;  Classification  der 
Flächen  3.  0.,  S.  291. 

Schröter' sehe  Punkte,  S.  70. 

Schuherfs  Princip  der  Erhaltung  der  Anzahl  oder  der  gleichgültigen 
oder  speciellen  Lage,  S.  425. 

Schumacher's  Art  einer  Congruenz,  S.  405. 

Schur's  in  Involution  liegende  Complexe  2.  G.,  S.  391;  Theorem  über 
die  Riemann'sche  Krümmung  eines  Raums,   siehe  die  Zusätze. 

Schivarz,  H.A.,  Sätze  über  Developpable  ungerader  Ordnung,  S.  362; 
über  die  Curven,  S.  371;  über  die  windschiefen  Regelflächen 
5.  0.,  S.  356;  Gleichung  der  Developpabeln  5.  0.,  S.  352;  charak- 
teristische Zahlen  der  Developpabeln  7.  0.,  S.  362;  Classification 
der  windschiefen  Regelflächen  5.  0.,  S.  354;  Minimalfläche,  S.  501. 

tiegre's  Sätze    über  quadratische   Gebilde  im  J?^,  S.  587,  588;    über 

Regelflächen    im  i?^,  S.  590;    homofocale   quadratische   Complexe,. 

S.  391;  singulare  Gerade  2.,  3.  0.  von  Complexen  2.  G. ,  S.  391; 
Antiprojectivitäten_,  S.  44. 

Segre  und  Loria,  Satz  über  harmonische  Complexe,  S.  402. 

Serrefs  Satz  über  Asymptotencurven ,  S.  481;  Formeln  für  Raum- 
curven,  S.  459,  461,  601. 

Simpson'sche  Gerade,  S.  67,  72. 

StaMs  Fundamentalinvolution,  S.  271. 

Staudt's  Satz  über  Kegelschnitte,  S.  79;  Definition  der  Projectivität, 
S.  12,  18. 

Steiner' s  Theoreme  über  Kegelschnitte,  S.  77;  in  der  Liniengeometrie ^ 
S.  378;  über  Fusspunktcurven ,  S.  72,  516;  über  Flächen  3.  0., 
S.  278;  Erzeugungsart  der  Flächen  3.  0.,  S.  278;  Gruppe,  S.  52; 
Curve,  S.  137  u.  ff.;  Polygone,  S.  179;  Punktepaar,  S.  179;  Hypo- 
cycloide,  S.  543;  conjugirte  Triederpaare ,  S.  285;  Römerfläche^ 
S.  233,  281,  295,  313,  331  u.   ff.,  339,  396,  592. 

Strmgham's  Satz  über  Polyeder,  S.  568. 

M.  Sturm' s  Theoreme  über  cubische  Flächen,  S.  279,  282;  Doppeldrei, 
S.  285;  Erzeugungsweise  linearer  Complexe,  S.  386;  consinguläre 
quadratische  Complexe,  S.  391;  Rang  einer  Congruenz,  S.  405. 

Sturm- Segre' sehe  Formel  für  Curven  auf  Regelflächen,  S.  230,  591; 
Formel  über  Ordnung  und  Geschlecht  von  Curven,  S.  591. 

Suiüoroff,  Satz  über  Räume  constanter  Riemann'scher  Krümmung, 
S.  609,  610. 

Sylvester' s  Pentaeder,  S.  280  u.  ff.;  Erzeugungsweise  linearer  Com- 
plexe,  S.  386. 

Taylor' s  Kreis,  S.  67,  71. 

Tucker's  Satz  über  radiale  Curven,  S.  517;   Kreis,  S.  67_,  71. 

Veronese's  Fläche    Fg  ^   im  i?^ ,  S.  589  u.  ff. ;  Formeln  für  die  charak- 
teristischen Zahlen  von  C"^  im  i?^,  S.  596. 
Vigarie'sche  Punkte,  S.  70. 
Viviani's  Fenster,  S.  554  u.  ff. 
Voss,  Satz  über  die  Krümmung  der  Mannigfaltigkeiten,  S.  613, 

Wallace'sche  Gerade,  S.  72. 
Wallis,  Postulat,  S.  622. 


704    Nach  Autoren  benannte  Theoreme,  Formeln,  Flächen  etc. 

WaWsche  Curve,  S.  531  u.  ff. 

Weber's  Satz  über  Punktgruppen,  S.  154. 

Weddle'sche  Fläche,  S.  297. 

Weierstrass,   Satz  über  Riemann'sche  Flächen,   S.  570;    Formeln  für 

die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Minimalfläche,  S.  498,  499,  500; 

elliptische  Functionen,  S.  258;  Theorie  der  Elementartheiler,  S.  123, 

395,  588;  Coordinatensystem  für  die  Räume  constanter  Krümmung, 

S.  609. 
Weingarten's  Theorem  über  Evolutenflächen,  S.  503;  Formeln  für  die 

Coefficienten    der    zweiten    Differentialform    der   Flächen,    S.  475; 

Applicabilitätsprincip.  S.  496;    Fläche,  S.  504;  dreifache   Systeme, 

S.  507,  616. 

Zahradnik's  Cissoide,  S.  528. 

Zeuthen's  Sätze  über  Flächen  4.  0.  mit  Doppelkegelschnitt,  S.  316, 
317;  Formel  für  das  Geschlecht  von  Curven,  S.  161;  Satz  über  ab- 
zählende Geometrie,  S.  429 ;  Classification  der  Flächen  4.  0.  mit 
Doppelkegelschnitt,  S.  317. 


Zusätze  und  Berichtigungen 
zu  Band  1. 


8,  Z.  16.  Füge  hinzu:  Die  Quaternion  genügt  schon  der  Grlei- 
chung  2*^''  Grades: 

venn  diese  Gleichung  mit  z  multiplicirt  und  dann  an  die  Stelle 
von  z^  der  aus  ihr  selbst  entnommene  Werth  gesetzt  wird,  so  er- 
hält man  die  im  Text  angegebene  Gleichung  S*®'*  Grades. 

Zu  der  Literatur  über  die  Quaternionen  füge  hinzu:  Graefe, 
Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Quaternionen,  Leipzig  1883. 
23  und  24.     Bemerkenswerth  sind  noch  die  folgenden  Formeln: 


)(:)+Qrr)+ ■+ri+^)(:)=(:S)' 


ö(i)+ftorr)+-+r-nö-Ki;)- 

37,  Z.  9  V.  u.     Lies  exercices  statt  exercises. 

60  und  61.  Die  Werthe  von  s  ,  welche  den  Werthen  der  Func- 
tion entsprechen,  die  Riemann  mit  t{p)  bezeichnete,  sind  für 
gerade  p  als  Functionen  von  p  bekannt:  für  beliebige  ungerade  p 
lässt  sich  dagegen  eine  ähnliche  allgemein  gültige  Formel  nicht 
angeben.  Siehe  Lerch,  Jornal  de  sciencias  math.  e  astr.,  Porto 
1901. 

61  und  72.     Die  Euler' sehe  Constante  ist,  wie  im  Kapitel  18,  mit 
A  zu  bezeichnen,  nicht  mit  C. 

92,  Z.  3.    Ueber  den  casus  irreducibilis  bei  cubischen  Gleichungen 

vergl.  Holder,  Math.  Ann.,  38. 

96,  Z.  13  V.  u.   muss   es   am  Schluss   der   Gleichung  heissen: 

„H-x^"~^-fl  =  0^'  statt  „-f  a;^"  ~^  =  0.^' 
99^  Z.  6.  Statt  „und  früher  in  Harriot  u.  s.  w."  lies:  der  Satz 
wird  auch  irrthümlich  nach  Harriot  genannt.  Ueber  die  Ge- 
schichte des  Satzes  vergl.  die  Anmerkungen  der  deutschen  Aus- 
gabe von  Fourier's  Analyse  des  equat.  determinees,  Ostwald's 
Klass.  der  exacten  Wiss.,  i^}".  127,  p.  247. 

Pascal,  Repertorium.  II.  45 
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S.  99.     In  der  Fussnote  lies:  Fourier  statt  Jourien. 

„  141,  Z.  7,  6,  5,  4,  3  lies  hinter  der  Klammer:  „Das  Integral  ist 
schon  lange  bekannt;  Lobatto,  Crelle,  9  hat  eine  einfache  Me- 
thode zu  seiner  Ermittelung  angegeben"  statt  „siehe  Lobatto. 
Crelle,  9". 

„    142,  Z.  11  lies: 

„  /  log  (a  4-  cos  x)  dx  =    I  — rrrrzir:^  arc  cos  — ,  a  >  1 , 

V     ^^    ^  ^  Jya2_i  a-^coBx'     -^    ' 

die  Formel  soll  die  Ermittelung  des  bestimmten  Integrals  zwischei 

0  und  TT  erleichtern",  anstatt: 

r^      /     I  A  ^  1  +  a  cos  ^r 

„  /  -log  (a  +  cos  x)  dx  =  — " 

V      *=  ^      '  ^  (l  _|_  cos  X 

„    142,  Z.  9  V.  u.  lies  25  statt  15. 
,.    145.     In  den  Integralen: 


dx 


J  iog(iogx) 

0 


und    J  log  (log  x)  dx 


setze   man   log  (log  —  |   an  die  Stelle  von   log  (log  a;);   man  füg 

hinzu,  dass  der  Werth  des  1*^"  dieser  Integrale  von  Bierens  d 
Haan  auf  S.  57  seiner  JSfouvelles  tables  d'integrales  deßniei 
Leyden  1867  angegeben  vy^urde. 

146,  vorletzte  Zeile  lies  ungerade  statt  gerade,  letzte  Zeile  gerad 
statt  ungerade. 

Tt 

147,  Z.  3  füge  hinter  j  cos  ax  cos  bxdx  ==  0  hinzu:  _,,(«  und  b  sin 

0 

ganze  Zahlen  und  einander  nicht  gleich)". 

172  am  Ende  füge  hinzu:    Ueber  die  Riccati'sche  Gleichung  sieh 
auch:  Lie-S cheffers,    Vorlesungen  über  continuirliche  Gruppet 
Leipzig  1893,  Kap.  24. 

176,  Z.  2.  Statt  „Ann.  di  mat.,  Bd.  19"  lies:  „Torelli,  Ann.  c 
mat.,  Bd.  19." 

177  lies  Brassinne  statt  Brassine. 

197.  Zur  Einführung  in  die  allgemeine  Theorie  der  Differentia 
gleichungen  empfehlen  wir  das  1901  erschienene  Lehrbuch  de 
Differentialgleichungen  von  Liebmann  und  zur  ersten  Einfül 
rung  in  die  functionentheoretische  Behandlung  der  Differentia 
gleichungen  Ludwig  Schlesinger:  Einführung  in  die  Theor 
der  Differentialgleicfiungen  mit  einer  unabhängigen  Variabel) 
Sammlung  Schubert,  1900. 

198,  Z.  17  lies    „Charakteristiken"   statt  „charakteristischen  Gle  ■ 
chungen". 

201,  Z.  7.  Anstatt  „zwischen  den  Variabein  integrirbar"  setz« 
„zwischen  den  Variabein  und  m  willkürlichen  Constanten  integri 
bar"  und  füge  am  Schluss  des  Satzes  hinzu:  Ueber  die  System 
die  mit  in  Relationen  zwischen  den  Variabein  aber  einer  kleinen  > 
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Anzahl  von  Constanten  integrirbar  sind,  siehe  E.  Pascal,  Fend. 
Jst  Lomb.,  (2),  35,  1902. 

203.  Ueber  das  PfaiFsche  Problem  ist  inzwischen  das  treff- 
liche Werk:  Vorlesungen  über  das  Pf  äff' sehe  Froblem  und  die 
partiellen  DifferentialgleicJiungen  1.  Ordnung  von  Ed.  v.  Weber, 
Leipzig  1900  erschienen.  Derselbe  Autor  hat  neuerdings  in  den 
Math.  Ann.,  55  den  Fall  behandelt,  in  dem  bei  dem  Pf  äff 'sehen 
Problem  nicht  eine  einzige  Gleichung,  sondern  ein  System  von 
Gleichungen  gegeben  ist. 

203,  Z.  16  V.  u.  Bezüglich  der  Arbeit  von  Russjan,  deren  Resul- 
tate nicht  exact  sind,  vergl.  E.  v.  Weber,  Bemarques  sur  un 
memoire  de  M.  Roussiane,  Odessa  1901  und  Math.  Ann.  55. 
203.  Füge  am  Ende  der  Seite  hinzu:  „Nach  dem  Druck  dieses 
Bandes  sind  verschiedene  Arbeiten  von  E.  Pascal  über  das  Pro- 
blem der  totalen  Differentialgleichungen  3*®*"  Ordnung  und  n^^""  Ord- 
nung und  über  die  Systeme  totaler  Differentialgleichungen  2*^'"  Ord- 
nung erschienen.  Siehe  Compt.  Mend.,  5.  März  1900;  Rend.  Ist. 
Lomhardo,  (2),  33,  15.  März  1900  und  17.  Mai  1900;  Math.  Ann., 
54 ;  Bend.  Ist.  Lomb.,  (2),  34,  1901.  Derselbe  Autor  hat  in  letzter 
Zeit  die  Invariantentheorie  der  totalen  Differentialausdrücke 
2ter  Ordnung  als  Erweiterung  der  analogen  Theorie  der  gewöhn- 
lichen Pf  äff  sehen  Gleichungen  (1**'''  Ordnung)  zu  studiren  be- 
gonnen. Die  bezüglichen  Arbeiten  E.  Pascal's  sind:  Introduzione 
alla  teoria  invariantiva  delJe  equazioni  di  tipo  generale  ai  differen- 
ziali  totali  di  second'  ordine,  Ann.  di  mat.,  (3),  7,  1901;  Un  teo- 
rema  della  teoria  invariantiva  delle  espressioni  ai  differenziali  totali 
di  second'  ordine,  Bend.  Ist.  Lomb.,  (2),  34,  1901. 

206,  Z.  7  lies  „Transformation"  statt  „Substitution'*. 

255.  Nach  dem  Druck  des  ersten  Bandes  ist  noch  das  ausgezeichnete 
Lehrbuch  der  Variationsrechnung  von  A.  Kneser,  1900  erschienen. 
Ferner  hat  Hilbert  durch  neue  Methoden  die  Variationsrechnung 
in  hervorragender  Weise  bereichert.  Vergleiche  Hilbert's  Vor- 
trag vor  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  (Jahresbericht, 
Bd.  8,  p.  185),  die  unter  Hilbert's  Leitung  verfasste  Dissertation 
von  Charles  A.  Noble,  Eine  neue  Methode  der  Variationsrech- 
nung,  Göttingen  1901,  sovile  Hilbert,  Ueber  das  Dirichlet'sche 
Problem  (Festschrift  zur  Feier  des  150 -jährigen  Bestehens  der 
Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften). 

321.  Von  Interesse  sind  auch  die  folgenden  Theoreme:  Das  Ver- 
schiüinden  der  Functionaldeterminante  zweier  binärer  Formen  der- 
selben Ordnung  ist  nothivendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit 
die  beiden  Formen  sich  um  einen  constanten  Factor  unterscheiden. 

Das  Verschwinden  der  Functionaldeterminante  von  n  -j-  1  For- 
men mit  n-\-l  Variabein  und  von  derselben  Ordnung  ist  nothwen- 
dige  und  hinreichende  Bedingimg,  damit  die  (linear  unabhängig 
vorausgesetzten)  Formen  (bis  auf  einen  gemeinsamen  Factor)  binäre 
Formen  zweier  anderer  Formen  (mit  n-\-l  Variabein)  derselben 
Ordnung  oder  auch  {n -{-!)-  stufige  Formen  von  n  -\-  1  Formen  der- 
selben Ordnung  seien,  deren  Functionaldeterminante  identisch  Null  ist. 

Näheres  über  dieses  letzte  allgemeine  Theorem  findet  man 
bei  Bertini,  Bend.  Acc.  Lincei,  (5),  10,  1901. 

45* 
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S.  333,  Z.  15,  16,  17,  28  lies  „r"  statt  „n". 

„    338,  Z.  3  und  15  y.  u.  lies  ,, Büschel"  statt  „Schar". 

„  339.  Zu  der  Literatur  über  die  ternären  cubischen  Formen  fügt 
hinzu:  Brioschi,  Ann.  di  med.,  (2),  7,  p.  189,  worin  die  Zerlegung 
in  drei  lineare  Formen,  und  Atti  Acc.  Lincei,  (2),  3,  1875—76 
p.  89,  worin  die  Zerlegung  in  eine  lineare  und  eine  quadratische 
Form  behandelt  wird. 

„  341.  Zu  der  Literatur  über  die  biquadratischen  ternären  Former 
füge  hinzu:  Brioschi,  Ann.  di  mat.,  (2),  7,  p.  202  und  Atti  Acc 
Lincei,  (2),  3,  1875—76,  p.  91. 

„    345,  Z.  9  lies  „der  drei  Fälle"  statt  „der  beiden  Fälle". 

„    353,  Z,  20.     Statt  espaces  lies  espaces. 

„    365,  Z.  15  V.  u.     Statt  Aufsatz  lies  Buch. 

„  446.  Eine  weitere  Arbeit  über  die  complexe  Multiplication  de 
elliptischen  Functionen  ist  von  Halphen,  Journ.  de  math..,  (4) 
6,  1889,  reproducirt  in  seinem  Traite  des  fonetions  elliptiques,  3 
p.  151.  Sie  handelt  speciell  von  der  Multiplication  mit  ]/  —  23 
Mit  demselben  Gegenstande  beschäftigt  sich  auch  Brioschi,  Ann 
di  mat.,  (2),  24,  1896.  Man  vergleiche  namentlich  den  Artikel  voj 
H,  Weber,  Ueber  complexe  Multiplication  in  der  Encyklopädie  de 
math.  Wissenschaften,  Bd.  1,  p.  715. 

„  456.  Es  heisst  im  Sing,  „das  Quadrupel"  und  nicht  ^,die  Qua 
drupel". 

„    477.     In   der   Mascheroni' sehen   Formel   ist,    wie    auf   S.    14£ 


log  (log ir)  in  log  (log  — |  umzuändern. 


482,  Z.  16.  Füge  hinzu:  Neuerlich  hat  sich  Landau,  Crelle,  12 
mit  diesem  von  Legendre  vermutheten  Satz  beschäftigt.  E 
lautet,  präciser  formulirt:  Nach  Annahme  einer  beliebig  kleine 
positiven  Grösse  d  lässt  sich  eine  endliche  Anzahl  von  Intervalle 
angeben,  deren  Gesammtlänge  <C  ^  ist,  derart,  dass  der  Werth  vo 
r  (z)  für  jedes  reelle  Argument  mittelst  einer  endlichen  Anzahl  algt 
braischer  Operationen  durch  die  Werthe  ausdrückbar  ist,  welche  di 
Gesammtfunction  für  eine  endliche  Anzahl  passend  gewählter  Argu 
mente  annimmt,  ivelche  diesen  Intervallen  angehören. 

486,  Z.  6  V.  u.    setze    auf   der   rechten    Seite    der    Gleichung 
z~^  log  (1  -f  z)  statt  z  log  (1  -\-  z). 

489,  Z.  2  V.  u.  Statt  ,,Math.  Ann.,  40  und"  lies  ,,Math.  Ann 
40;  Hurwitz,  ib.,  38  und". 

503.  Füge  hinzu:  Das  allgemeine  Integral  der  Lame 'sehen  Glei 
chung  (der  Gleichung  Z.  7  v.  o.)  hat  Hermite  gefunden,  Feuillt 
lithographiees  du  Coiirs  de  1872  ä  Vecole  polytechnique.  Verg 
hierzu:  E.  Picard,  Traite  d'analyse,  t.  3,  p.  406  u.  ff. 

516,  Z.  3.  Lies  3^—1  statt  3*  -f  1  und  füge  hinzu:  Mit  Am 
nähme  des  Falles  n  =  0. 

516,  Z.  17  v.  u.  Füge  hinzu:  Dieses  Theorem  von  Sophie  Ger 
main  gründet  sich  auf  die  einfache  Identität: 

a^  +  4  =  (a*  —  2a  +  2)  (a*  -I-  2a  +  2). 
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516.  Bemerkenswerth  ist  auch  das  folgende  sogenannte  Gold- 
bach'sehe  Theorem,  das  sich  aus  der  Erfahrung  ergiebt  und  nicht 
bewiesen  ist  (Briefe  Goldbach's  und  Euler's  vom  7.  und 
oO.  Juni  1742;  Correspondance  math.  et  phys.  de  quelques  celebres 
geometres  du  18"^«  siede,  vol.  1,  St.  Petersburg,  1843,  S.  127  u.  135): 
Jede  gerade  Zahl  ist  immer  die  Summe  zweier  Primzahlen.  Siehe 
Stäckel,  Gott.  Nachr.,  1896,  S.  292;  Landau,  Gott.  Nachr.,  1900. 
318,  Z.  3  V.  u.  Statt  „Piltz,  Diss."  lies  „Piltz,  Habilitations- 
schrift". 

519,  Z.  5.  Füge  hinzu:  Hadamard,  Bull,  de  la  soc.  math.  de 
France,  24,  1896. 

519,  Z.  8  und  9.     Tschebyscheff  hat  nur  bewiesen,  dass,  wenn 

lim  ( — —r  —  logic)  existirt,  der  Grenzwerth  —  1  ist;  die  Existenz 

des  lim  folgt  erst  aus  den  1899  von  de  la  Vallee-Poussin  be- 
wiesenen Sätzen. 

518  und  519.  Zu  den  Arbeiten  über  die  Primzahlen  füge  noch 
hinzu:  Mangoldt,  Grelle,  119;  Landau,  Bull,  de  la  soc.  math. 
de  France,  28,  1900;  Torelli,  Sulla  totalitä  dei  numeri  primi 
sino  ad  im  limite  assegnato,  Ätti  Acc.  delle  scienze  di  Napoli,  (2), 
11,  1901,  preisgekrönte  Arbeit,  welche  alle  Resultate  in  Bezug  auf 
die  Primzahlen  enthält,  zu  denen  man  bis  jetzt  gekommen  ist. 

520,  Z.  17.  Die  Function  ^i  nennen  einige  Autoren  auch  die 
Hertens' sehe;  sie  ist  aber  vor  Hertens  bekannt  gewesen;  schon 
Höbius  hat  sich  mit  ihr  beschäftigt.  Zwei  wichtige  Formeln 
über  sie  sind: 

00 

und 


^  fi  (n)  log  w  ^       ^ 

n—  1 

Die  erste  Formel  wurde  von  Euler,  Introd.  in  analysin  infinit., 
1,  Lausanne  1748,  eh.  15,  n»  277  angegeben  und  zuerst  von 
V.  Hangoldt,  Be7'l.  Sitzungsher.,  1897,  p.  835,  dann  von  Landau, 
Dissert.,  Berlin  1899  und  von  de  la  Yallee-Poussin,  Kap.  6  seines 
auf  S.  519  citirten  Aufsatzes  über  die  Riemann'sche  Function 
t{s)  bewiesen.  Den  zweiten  Satz  hat  ohne  strengen  Beweis 
Höbius,  Crelle,  9,  1832,  p.  122  angegeben  und  später  Landau, 
Campt.  Eend.,  1899;  Math.  Ann.,  54  bewiesen. 
521,  Z.  13  V.  u.  Füge  hinter  „die  Function  ^(a?)"  hinzu:  „auf 
elementarem  Wege  in  die  schon  von  Fourier  gekannten  trigono- 
metrischen Reihen  etc." 

587,  Namenregister,  Z.  15  v.  o.  lies  478  statt  488. 
587,  „  lies  Armenante  statt  Armenate. 

587,  „  Z.  6  V.  u.  lies  317  statt  316. 

588.  Der  unter  B  es  sei  aufgeführte  Aufsatz:  Hath.  Ann.,  1, 
S.  290,  298  ist  von  A.  Bessel,  die  anderen  Arbeiten  sind  von 
dem  berühmten  Astronomen  Fr.  W.  Bessel. 

593,  lies  Dostor  statt  Doster. 
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S.  594,  Z.  8  schiebe  zwischen  S.  und  der  Zahl  480  die  Zahlen  47,' 
475  ein. 

„  594  ist  zu  Fourier  hinzuzufügen:  Analyse  des  equat.  determ 
Paris  1831,  p.  99. 

„  595,  Z.  4  V.  u.  schalte  zwischen  die  Zahlen  269  und  292  die  Zal 
278  ein. 

„  595  füge  zu  den  Citaten  unter  Gordan  hinzu:  Grelle,  69;  Mat) 
Ann.,  2,  S.  278. 

„    596  schreibe  Halphen  statt  Halphen. 

„    597.     Harbordt  ist  auch  auf  S.  290  citirt. 

„    598.     Holzmüller  ist  auf  S.  366  citirt,  nicht  auf  S.  336. 

,,    599  ist  der  Absatz  mit  Jourien  zu  streichen. 

„    599.     Zu  Klein  füge  hinzu:  Ausserdem  S.  374. 

„  601,  Namenregister,  füge  hinzu:  Laplace,  Mem.  de  l'Ac.  de  Pari 
1764,  S.  91;  ib.,  1772,  S.  91,  175;  ib.,  1773,  S.  196,  198;  ib.,  177 
S.  198;  Traite  de  mecanique  Celeste,  5  Bde.,  Paris  1799 — 182; 
2.  ed.,  ib.,  1829—1839,  S.  492,  497;  Mem.  Sav.  etr.,  1785,  S.  49' 
Theorie  analytique  des  probabilites,  Paris  1812,  1814,  1820,  4.  ed 
ib.,  1847,  S.  573.     . 

,;,    602.     Bei  Liouville  füge  hinzu:  Journ.  de  math.,  (2),  2,   p.  51 

„  603.  Die  unter  Meyer,  Franz  aufgeführten  Vorlesungen  üb» 
die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  sind  nicht  von  Professc 
Dr.  Franz  Meyer  in  Königsberg,  sondern  von  Dr.  phil.  Gusta 
Ferdinand  Meyer,  ehemal.  Privatdocenten  an  der  Universiti 
Göttingen,  und  sind  bei  Teubner  erschienen. 

„    603,  schreibe  Mean  statt  Meant. 

„    606.  lies  Puissant  statt  Puisant. 

„    607,  zu  iScheffers  füge  hinzu:  Math.  Ann.,  1891,  1893,  S.  9. 

„    611,  schreibe  Wiman  statt  Wimann. 

„  611,  die  unter  Weber,  H.  aufgeführte  Arbeit:  Bend.  Palermo,  1 
S.  203  ist  nicht  von  Professor  Dr.  Heinrich  Weber,  sondern  v( 
dem  Privatdocenten  Dr.  Eduard  v.  Weber  in  München. 


Zu  Band  2. 

16,  Z.  15  V.  u.  lies  „Kap.  5,  §  4  und  Kap.  15,  §  2"  statt  „Kap.  1 

§  3". 

67,  Z.  9  lies  „1779"  statt  „1799". 

73,  Z.  14  lies  „PicqueV'  statt  „Piquet". 

n,  Z.  2  V.  u.  lies  „vier"  statt  „drei". 

97.     Schalte    man    nach    Z.    5    ein:    „Schliessungsinvarianten    sii 

solche,    die,    gleich  Null    gesetzt,    die  Bedingung  angeben,    unt 

welcher  dem  ersten  Kegelschnitt  eingeschriebene  und  dem  zweit« 

umschriebene  Polygone   existiren.     Sie  sind  Functionen  der  heidi 

anharmonischen  Verhältnisse  a,  a    der  vier  Schnittpunlcte  der  heid< 

Kegelschnitte,   ivenn  diese  Punkte  als  dem  ersten  bez.  dein  ziveiti 

Kegelschnitt  angehörig  betrachtet  werden. 

Bemerkenswerth  ist  der  Satz: 

Es  gieht  Vierseite,  ivelche  dem  ersten  Kegelschnitt  eingesclirieh 
und  dem  zweiten  umschrieben  sind,  wenn  , 

{u-  —  o:)  (a'^  —  2  a'  -|-  a)  (a'^  —  2 a  a  -[-  a)  =  0  ist.  f 


' 
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Dreiecke    dagegen ,    ivelcJie  dem  ersten  eingeschrieben  und  dem 
eiten  umschrieben  sind,  existiren,  wenn 

cc^  —  2a  (2a'2  —  3a'  +  2)  a  +  cc'*  =  0  ist. 
Ueber  die  Schliessungsbedingungen  für  Polygone  von    einer 
össeren  Anzahl  von  Seiten  siehe  Halphen,  Fonct.  ellipt.,  Bd.  2, 
377. 
'14,  Z.  5  V.  u.  lies  „Seydewitz"  statt  „Seidewitz". 
11,  Z.  26.     Füge  hinter  „ausdrücken'^  hinzu:  Lüroth  hat  nach- 
iwiesen ,    dass    die   Coordinaten    eines  Punkts    einer   unicursalen 
i  irve    sich    stets   derartig    als    rationale  Functionen    eines   Para- 
eters  darstellen  lassen,  dass  die  Werthe  des  Parameters  und  die 
inkte    der    Curve    sich    gegenseitig    ein-eindentig    entsprechen, 
üroth,  Beweis  eines  Satzes  über  rationale  Curven,   Math.  Ann., 

1875,  p.  163. 
)8,  Z.  6  V.  u.  füge  hinzu:    Der  Nöther' sehe  Beweis   kann  nicht 
.8  vollständig  erbracht  angesehen  werden.     Vergl.   Segre,   Atti 
cc.   Torino,  36,  1901.     Auf  die  Arbeit  von  Segre  folgte  ein  Auf- 
itz  von  Castelnuovo,    Atti  Acc.   Torino,   36,  1901,    in  dem  der 
atz  streng  bewiesen  wird. 
32,  Z.  7.     Lies  1882  statt  1883. 
81,  Z.  12  lies  „1706"  statt  „1704'^ 
81,  Z.  18  lies  „Bruxelles'^  statt  „Paris''. 
17,  Z.  4  lies  „1857"  statt  „1856". 
32,  Z.  5  lies  Tanturri  statt  Tanturini. 

71,  Z.  5  V.  u.   lies  ,.,Prag.  Berichte,   1883"    statt  „Prag.  Berichte, 
882". 

(9,  Z.  13  lies  „Eckardt'^  statt  „Eckhardt". 
37,  Z.  15  lies  „5  Unterfalle"  statt  „4  Unterfälle". 
70,  Z.  20  lies:   „das  Theorem  für  rationale  Flächen"   statt  „dieses 
Theorem". 

:02,  Z.  8  lies  ,,Mem.  Acc.  Torino,  (2),  36,  1884"  statt  „Atti  Acc. 
Torino,  36,    1884".  ' 

130,  Z.  5  V.  u.  lies  „Correspondenzprincip"  statt  „Coincidenz- 
)rincip". 

t60.  Schreibe  „equazioni  intrinseche"  statt  „equazioni  intrinsiche"^. 
1:75,  Z.  15  V.  u.  lies  „J.ww.  di  mat.,  (2),  1,  1867"  statt  „Ann.  di 
nat.,  (1),  1,  1867". 

1:76,  Z.  8  füge  hinzu:  Neuerdings  hat  Bianchi,  Bend.  Acc.  Lincei, 
^5),  10,   December  1901,  die  folgenden  Sätze  bewiesen: 

Auf  einer  beliebigen  Fläche  lässt  der  Ort  der  OsculationsJcreise 
ier  Krümmungslinien  eines  Systems  längs  einer  Krümmungslinie 
des  2icn  Systems  diese  Kreise  als  KrümmungsUnien  zu. 

Die  Fläche,  welche  der  Ort  der  Osculationskreise  einer  be- 
liebigen Baumcurve  ist,  lässt  diese  Kreise  als  Krümmungslinien  zu. 

502,  Z.  18  V.  u.   lies  „Ann.   di  mat.,   (1),    7"  statt  „Ann.  di  mat., 

:%  7". 

502,  Z.  19  lies  „Journ.  de  Liouville"  statt  „Crelle". 

514,  Z.  6  V.  u.  lies  „Curve"  statt  „Fläche". 

526,  Z.  9  V,  u.  lies  „1825"  statt  „1826". 

564,  Z.  13  lies  „1894"  statt  „1864". 

564,  Z.  18  lies  „1801"  statt  „1809". 
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S.  582,  Z.  18  lies  „18a9"  statt  „1900". 

„  583,  Z.  2  lies  „Cayley,  6.  Memoir  upon  quantics,  Phil.  Tru 
1859"  statt  „Cayley,  Phil.  Trans.,  93,  1859". 

„  606.  Füge  hinzu:  Bemerkenswerth  ist  das  Theorem  von  Schur:  W 
die  Miemann'sche  Krümmung  eines^  Raums  in  jedem  einzel 
Punkt  nach  jeder  heliebigen  Flächenorientirung  constant  ist, 
kann  sie  auch  nicht  von  Punkt  zu  Punkt  variiren^  und  der  Bc 
ist  von  constanter  Krümmung .  Schur,  Math.  Ann.,  27;  Bianc 
Bend.  Acc.  Lincei,  (5),  11.  1.  Sem.  1902. 

„  636,  Z.  10  V.  u.  Soeben  erscheint  in  den  Transactions  of  the  A 
rican  mathematical  society,  Yol.  3,  January  1902  eine  Arbeit 
E.  H.  Moore:  On  the  projective  axioms  of  geometry.  Diese  Arl 
untersucht  die  von  Hilbert  sogenannten  Axiome  der  Verknüpf 
und  Anordnung,  hält  zwar  Schur' s  Bemerkungen  über  die  Rec 
tion  der  Hilbert' sehen  Axiome  der  Gruppen  I  und  II  nicht  für 
treffend,  kommt  aber  auch  zu  dem  Schluss,  dass  die  Hilbert'sc 
Axiome  der  Gruppen  I  und  II  sich  reduciren  lassen. 

„    664.     Von  den  unter  Torelli  aufgeführten  Arbeiten  ist  die  er 
Bend.  Acc.  Lincei^  1890,   S.  561  von  Prof.  Tonelli  zu  Rom, 
zweite:  Sulla  totalitä  etc.  von  Prof.  Torelli  zu  Palermo. 


otr  io  njojti 
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